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CAPITULO 1
ANALISIS DE REGRESION LINEAL SIMPLE

1.1 ANALISIS DE REGRESION Y CORRELACION

A menudo en investigacion se estd interesado en estudiar la relacion entre dos variables como
cantidad de fertilizante y produccion, concentracion de un fairmaco inyectado a un animal de
laboratorio y latidos del corazén, dureza de los plésticos tratados con calor durante diferentes
periodos. La naturaleza y grado de relacion entre este tipo de variable se puede analizar mediante
dos técnicas: regresion y correlacion, que aunque de alguna manera, estan relacionadas tienen
propositos e interpretaciones diferentes.

La diferencia entre ambos procedimientos no permite que se sustituya uno por el otro en una
situacion experimental dada.

El anélisis de regresion es tutil para determinar la forma probable de la relacion entre las
variables (la ecuacion que relaciona a ambas variables) cuando hay un fenomeno de causa y
efecto; y su objetivo principal es el de predecir o estimar el valor de una variable (respuesta o
dependiente (Y)), correspondiente al valor dado de la otra variable (explicativa o independiente
(X)). En otras palabras, el investigador decide cuales valores tomara la variable independiente,
mientras que los valores de la variable dependiente estan determinados por la relacion que existe,
si la hay, entre la variable dependiente y la independiente. Por lo tanto, debe emplearse el
andlisis de regresion en situaciones experimentales en las cuales el investigador controla la
variable independiente.

El anélisis de correlacion, por otra parte, consiste en la medicion del grado o intensidad de
asociacion entre dos variables sin importar cual es la causa y cual el efecto. Cuando se puede
demostrar que la variacion de una variable esta de algin modo asociada con la variacion de otra,
entonces se puede decir que las variables estan correlacionadas. Una correlacion puede ser
positiva (cuando al aumentar una variable la otra también aumenta), o negativa (cuando al
aumentar una variable la otra disminuye). Por otro lado, si la variacion de una variable no
corresponde en absoluto a la variacion de la otra, entonces no existe ninguna asociacion y, por
consiguiente, ninguna correlacion entre las dos variables.

1.2 DIAGRAMAS DE DISPERSION

El primer paso a realizar en el estudio de la relacién entre dos variables es el diagrama de
dispersion que consiste en representar los pares de valores (X, Y;) como puntos en un sistema de
ejes cartesianos X Y. Debido a la variacion del muestreo los puntos estaran dispersos.
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Fig. 1 Diagrama de dispersion

Si los puntos muestran una tendencia lineal positiva o negativa se puede ajustar una linea recta
que servira entre otras cosas para predecir valores de Y correspondientes a valores de X. Segun
como se presenten los puntos en el diagrama se puede, intuitivamente, imaginar el tipo de
relacion que hay entre las dos variables; sin embargo, esto no serda definitivo, s6lo permitira
establecer si la relacion es lineal o no lineal, y si es positiva o negativa.

Después de dibujar los puntos un examen del diagrama puede revelar que estos siguen un patron,
e indicar el modelo matematico a utilizarse en el andlisis. Otra forma de llegar al modelo puede
ser por consideraciones tedricas o porque se sabe por experiencia o por referencia como se
comportan las variables.

El andlisis de regresion puede ser lineal, no lineal (curvilineo), lineal simple o lineal multiple; el
lineal simple se ocupa sdlo de dos variables y el multiple de tres o mas variables.

(a) lineal positiva (b) lineal negativa

(e) potencial negativa (f) potencial positiva (g) parabdlica negativa (h) no relacion

Fig. 2 Tipos de relacion entre dos variables
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1.3 REGRESION LINEAL SIMPLE

Después de determinar el modelo matemadtico a utilizar y establecer que la relacion es lineal se
procede a ajustar una recta llamada Recta de Regresion o Recta de Ajuste, lo cual se puede
realizar por varios métodos. Uno de los mas potentes es el método de minimos cuadrados, pues
si se cumplen sus suposiciones se pueden realizar inferencias acerca de los parametros. Otro
método muy eficaz, en caso de que hayan casos extraordinarios, es el método de regresion
resistente (véase Velleman y Hoaglin, 1981).

1.4 SUPUESTOS PARA LA REGRESION LINEAL SIMPLE

1. Los valores de la variable independiente X son fijos, a X se le llama variable no aleatoria.

2. Para cada valor de X hay una subpoblacion de valores de Y, y cada subpoblacion de valores
de Y debe estar normalmente distribuida (Normalidad).

3. Las varianzas de las subpoblaciones de Y deben ser iguales (Homoscedasticidad).
¥

—=

0 X Xy Xy Xyl X

Fig. 3 Para cada valor de X hay una subpoblacién de valores de Y, normalmente distribuida con varianzas
iguales (normalidad y homoscedasticidad)
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4. Las medias de las subpoblaciones de Y todas estan sobre una recta. (Linealidad).

fIXY)

P N IR /1
%/ v NIV RN
/ i | N ]

X, / AyiX, N

/ #yiX,
X Ly, x =Byt B X

Fig. 4 Las medias de las subpoblaciones de Y estan todas sobre una recta (Linealidad)

5. Los valores de Y son estadisticamente independientes; es decir, los valores de Y
correspondientes a un valor de X no dependen de los valores de Y para otro valor de X.
(Independencia).

Bajo estos supuestos la relacion que se quiere estimar es:
Uy x =By + BX [1]

Esto significa que el valor medio de Y para un valor fijo de X es igual a S, + S, X . Las

constantes [ y i son la ordenada al origen y la pendiente, respectivamente.

El problema consiste en utilizar la informacidon en una muestra de tamafio n para estimar los
valores de los parametros 5y .

Una Y seleccionada aleatoriamente se representa de la siguiente manera:

Y =0, + B X +¢ (2]
Donde & es el error aleatorio. Ya que la recta de ajuste es una recta probabilistica no
deterministica, (en Algebra y Geometria Analitica se utiliza la recta deterministica mientras que

en estadistica siempre se presenta un error de ajuste o de estimacion).

Despejando & de la ecuacion [2], se tiene:

& =Y, —(Bo+BX)=Y, —py «
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Donde se puede ver que & es la desviacion de cada valor de Y; observado con respecto a la media
de la poblacién de valores de Y.

1.5 MINIMOS CUADRADOS

La ecuacion de regresion de la poblacion [1] se estima con la ecuacion:
y=B+Bx o y=b+bhx

donde: y, ,5’0 =b,y ,@1 = b, son estimadores de u,,,, B, y B, respectivamente. Para obtener

los estimadores b, y b, se puede utilizar el método de minimos cuadrados.

El método de minimos cuadrados consiste en ajustar la recta que cumpla con la condicion de que
la suma de los cuadrados de las desviaciones de cada valor observado Y de su correspondiente

valor de prediccion Y, sea minima. En otras palabras, la suma:

Y =>(»-3) =D.(y,—b,—bx,)*, debe ser minima.
i=1 i=1

i=1

¥a i ﬁ=bu+blx

Fig. 5 Desviaciones de los valores observados con respecto a los valores de prediccion

Derivando parcialmente la suma de cuadrados, con respecto a b, y b, € igualando a cero para

minimizarla (cero es el valor minimo que puede tomar cualquier cantidad elevada al cuadrado),
se tiene:

82(.)}1 _bO _blxi)2 n
i=1

=-2 —b,—bx)=0
ob, ;(y, o —bix;)
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aZ(yi ~by —bx,)’ n
=)

ob, = _2; (¥, =by=bx,)x; =0

Lo que da origen a las ecuaciones normales para la recta de minimos cuadrados

n

Dy, =nby+b) X, [3]

i=l1

Zn:xiyizbOin+bIfo [4]
i=1

Despejando b, de [3] se tiene

iyi _blzxi
_ o

b= =7-b¥ [5]

n
Sustituyéndola en [4], se tiene b, .

, :;xiyi_zxizyi :zxiyf_”fJ_’ [6]
1 > xl-n D xl—nx’

Al dividir el numerador y denominador de [6] entre (n — 1) se puede escribir b, en términos del

S5y, —nF 7
n—1
“combinada” de las dos variables X'y Y, denominada covarianza. Es decir,

estimador de la varianza, s’ y de , que es el estimador de la varianza

Xy, —hnxy S,
s, = Cov(x,y) =ZT y b= Szy [7]

X

En términos de desviaciones de las medias, las sumas de cuadrados y de los productos cruzados
pueden definirse como sigue:

my = (=¥ =5 -ny’
my, :Z(xi ~x)’ :inz —nx’
m, :Z(y; -V —Y)ZZy,-xl_ -nyx

Con estas definiciones, la formula [6] para calcular b,, se puede escribir en forma compacta
como:
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Al obtener los valores de b, y b, por las ecuaciones [5] y [6], ya se pueden sustituir en la
ecuacion de la recta: y =b, + b,x . Para representar esta ecuacion sobre un diagrama de dispersion

basta con tomar dos puntos, seleccionando valores arbitrarios de x, que se sustituyen en la
ecuacion para obtener los correspondientes valores de V.

Ejemplo 1: Se realiz6 un experimento para estudiar el efecto de cierto farmaco en la disminucién
del ritmo cardiaco en adultos. La variable independiente es la dosis del farmaco en miligramos, y
la variable dependiente es la diferencia entre el ritmo mas bajo registrado después de la
administracion del farmaco y el ritmo antes (control) de la administracion del mismo.

Se puede observar que la variable x cumple con la suposicion de valores fijos. Los valores de x,
se fijaron de antemano y no se les permitié variar aleatoriamente.

Dosis (mg) Reduccion del ritmo cardiaco
(latidos/min)
0.50 10
0.75 8
1.00 12
1.25 12
1.50 14
1.75 12
2.00 16
2.25 18
2.50 17
2.75 20
3.00 18
3.25 20
3.50 21

Como se menciond anteriormente, el primer paso en un analisis de regresion es representar los
puntos en un diagrama de dispersion.

231
20
17
14
11 ¢

reduccion

[N, Ry =]

0] 1 2 3 4
dosis

Fig. 6 Diagrama de dispersion para los datos del ejemplo 1
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Como se puede observar los puntos siguen una relacion lineal positiva, por lo tanto, se procede a
determinar la recta de ajuste.

2

X y X Xy
0.50 10 0.2500 5.0
0.75 8 0.5625 6.0
1.00 12 1.0000 12.0
1.25 12 1.5625 15.0
1.50 14 2.2500 21.0
1.75 12 3.0625 21.0
2.00 16 4.0000 32.0
2.25 18 5.0625 40.5
2.50 17 6.2500 42.5
2.75 20 7.5625 55.0
3.00 18 9.0000 54.0
3.25 20 10.5625 65.0
3.50 21 12.2500 73.5

¥=200  y=152308 3x>—6337 > xy=06442.50
s, =0.9736 s, =4.1864

s =0.9479 s =17.5256

b= DXy, —nXy  6442.5—(13)(2)(15.2308)
Y x-nx’ 63.3750—(13)(2)*
b, =y —bx =15.2308 —4.0879(2) = 7.0549

4.0879

La ecuacion de la recta de ajuste es: J =7.0549+4.0879x

Para representarla, se sustituyen dos valores cualesquiera de x en la ecuacion de la recta
obtenida, por ejemplo, con los valores 1.00 y 3.00 se obtienen los puntos: (1.00, 11.14) y (3.00,
19.32).

.ﬁ.
Y=F 0549+ 40879 X

reduccion

dozis
Fig. 7 Recta de regresion por minimos cuadrados del ejemplo 1
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Aunque la recta obtenida se desvia muchos, de los puntos observados, se tiene la seguridad de
que para cualquier otra recta que se trace, la suma de los cuadrados de las desviaciones verticales
a ella serd mayor que la suma de cuadrados de las desviaciones a la recta de minimos cuadrados.

Otro método para encontrar los valores que mejor estimen a los pardmetros f, y [, es a través

de matrices, como se indica a continuacion:

Si la ecuacion de una linea recta es:

Y=f(X)=p,+ X
Donde:
B, : ordenada al origen

B, : pendiente de la recta
El modelo de regresion lineal es:
Y=u, +e=0+pX+¢& ,coni=123,--,n

Entonces, para cada observacion se tiene:

Yo =5+ BX +eé
Y,=8,+pX,+e,

Yvn :ﬂO +ﬂ1Xn +8n

El modelo se puede escribir como:

Yl 1 Xl gl
Y, 1 X
2 |_ 2 ('BOJ-F 2 —Y=Xp+g
: ﬂl
n 1 XV! ng
Donde:

Yl 1 Xl 6'1

y = Y, X = 1 ‘Xz B:(ﬂoj . &
: B
Y 1 X &

Realizando operaciones con matrices con el fin de despejar la matriz f, para las estimaciones de

la muestra, se tiene
n z X, (bo j _ Z Vi
Z X; z xiz bl Z X Vi
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X'XB=X'Y
De donde la solucion matricial para calcular los parametros de la ecuacion de regresion es:

B=(X"X)"(X'Y) 8]

1.6 ANALISIS DE VARIANZA EN REGRESION LINEAL

Geométricamente se tiene

¥
;%)
[yl
error (Y, - ¥,
desviacion !a!af( % ! ) o
(¥; - ¥) < ¥ desvigcion explicadea
i ~Y) por iz regresion
I=) [ —
& ¥)
o]
- =]
X

Fig. 8 Desviaciones en el modelo de regresion: 1) Total, 2) Explicada por la Regresién y 3) Error

1. y,—y desviacion total
2. )A/l- — ¥ desviacién explicada por la regresion
3. y,—, error
=P =0 -9+ 0 )

Total Regresion Error

Al elevar al cuadrado y aplicar sumatorias se tiene:
2= =210, =+, =9I
i=1 i=1

Note que el término 22 0. =-)y,-y)= 22 (J, —¥)e, es cero porque Z (,—¥)=0 por
ser el primer momento (Ver Marques 2004).
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Z(y,-_J_/)z:Z(j}i_J_})z"'Z(yi_);i)z [9]
i=1 i=1 i=1

v v

~-
SCTutal SCRegresién SCErrur

Cantidades que permiten realizar un ANOVA, para contrastar las hipotesis:

Ho: B =0

Ha:pB #0
Fuente de variacion g.l. SC CM Fc F;
Regresion 1 SCreg CMpgeq CM ., ) S
Error n-2 S CError CMError M Error
Total n—1 | SCrou

Este ANOVA tiene el siguiente par de hipotesis:

Ho: ,3,- =0, es decir que todos los coeficientes del modelo son iguales a cero y por lo tanto no
hay un modelo lineal que describa el comportamiento de los datos.

Ha: ﬂ,- #0 , de que al menos uno de los coeficientes es diferente de cero y entonces si hay un
modelo lineal.

INTERPRETANDO a 53, V f3,
Ho: IBI = 0

Caso 1: No se rechaza Ho: ﬂ =0; es decir, que la pendiente es cero o que no ha
1
pendiente, entonces se tienen dos opciones de interpretacion.

a) Si la suposicion de linea recta es correcta significa que X no proporciona ayuda para predecir
Y, esto quiere decir que Y predice a Y.

Ho: ,3120
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ﬂ“ L J * L J

X
Fig. 9 X no proporciona ayuda para predecir Y

b) La verdadera relacion entre X'y Y no es lineal, esto significa que el modelo puede involucrar
funciones cuadraticas, cubicas o funciones mas complejas.

¥

X
Fig. 10 La relacién ente X y Y es no lineal

NOTA: Si hay una curvatura se requiere un elemento cuadratico en el modelo, si hay dos
curvaturas entonces se requiere un cubico y asi sucesivamente.

Caso 2: Se rechaza Ho: ,31 =0, es decir, si hay pendiente o en otras palabras si hay un
modelo lineal que describe el comportamiento de los datos.

a) X proporciona informacion significativa para predecir Y
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Fig. 11 La relacién ente X y Y es totalmente lineal

b). El modelo puede tener un término lineal mas, quizas un término cuadratico.

Fig. 12 La relacién ente X y Y es parcialmente lineal

Caso 3. Prueba. Ho: ,30 =0, Si NO se rechaza esta Hipotesis, puede ser apropiado ajustar un

modelo sin ,50, siempre y cuando exista experiencia previa o teoria que sugiera que la recta
ajustada debe pasar por el origen y que existan datos alrededor del origen para mejorar la

informacién sobre ,Bo .

1.7 COEFICIENTE DE DETERMINACION 7

Retomando las sumas de cuadrados vistas anteriormente,
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>0 -P =Y G- -0

SCTotal = SCRegresi(’m + SCError

Despejando la suma de cuadrados de la regresion (explicada) y dividiendo ambos miembros
entre la suma de cuadrados total, se tiene el coeficiente de determinacion 7.

NCEEIED NESI N Ry

c _—z_n A2 c NI
2_;(% ) ;(yi ) _;(yl- ) SCh . SC

- = Error

" _ T ., sSC._._sC

> (=) > (,-y) Totel Total
i=1 i=1

Donde »* €(0.1)

A diferencia del coeficiente de correlacion, r, a esta r-cuadrada se le interpreta como una medida
de la variacion de la variable Y explicada por los cambios o variacion en la variable X. Es comun
leerla como el porcentaje de variacion en Y explicado por los cambios en X.

1.8 ANALISIS DE CORRELACION

El andlisis de regresion se usa cuando se busca establecer el tipo de relacion que hay entre dos
variables; pero cuando solo interesa establecer el grado de asociacion lineal entre dos variables
aleatorias se usa el analisis de correlacion.

La medida del grado de relacion entre dos variables se llama coeficiente de correlacion y se
representa universalmente por p. En el modelo de correlacion se asume que X'y Y varian en una
distribucion conjunta. Si esta distribucion estd distribuida normalmente se llama distribucion
normal bivariada. Las suposiciones para un modelo de correlacion lineal bivariada, para el cual
se estima p, se describen a continuacion:

1. Y y X son variables aleatorias. Como tales, no deben ser designadas como dependiente e
independiente, cualquier designacion dara el mismo resultado.

2. La poblacion bivariada es normal. Una poblacion normal bivariada es, entre otras cosas,
aquella en la que Y y X estdn normalmente distribuidas.

3. La relacion entre Y y X es, en cierto sentido, lineal. Este supuesto implica que todas las
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medias de Y asociadas con valores de X, (,,, caen sobre una linea recta, que es la linea de
regresion de Y contra X. De la misma manera todas las medias de X asociadas con valores de
Y, Hy,y caen sobre una linea recta, que es la linea de regresion de X contra Y.

Si se cumplen los supuestos antes descritos el coeficiente de correlacion de Pearson de la
poblacion se define de la siguiente forma:

o CX,Y _ ZXiYi_nILlXILIY
O xOy \/(ZXiz —nuy )(Z Y —npy)

Observaciones acerca de la definicion anterior.

1) Es una ecuacién que contiene los cinco parametros de la poblacion normal bivariada: u,,

Oy, My, 0y ¥y p. El ultimo, como se menciond anteriormente, es el coeficiente de
correlacion para la poblacion normal bivariada.

2) p essimétrico con respecto a Yy a X; es decir, el intercambio entre X'y Y no cambiaa p.
3) Cuando la covarianza es cero, p es cero, esto indica que no hay relacion entre las variables.

4) Cuando hay covarianza perfecta entre X'y Y, y ambas varian en la misma direccion, p=1.

De manera similar, cuando hay covarianza perfecta, pero Y y X varian en sentidos opuestos,
p =—1 Por otra parte, cuando existe cierto grado de covarianza entre X'y Y, se tiene

-1<p<0 'y 0<p<l y,en general: -1<p<i

Cuando se extrae una muestra de n pares de valores, donde cada valor x es una observacion al
azar de la poblacion X y cada valor y es una observacion al azar de la poblacion Y; pero las dos
no son necesariamente independientes. Ademas, cuando se cumple el supuesto de una poblacion
normal bivariada el estimador de p esta dado por r, el cual queda definido por:

= zxiyi—m?)_} :zxiyi_nfy
JE 2 —me) 2 -ny?)  (1=Dsgs,

Al igual que p puede variar entre —1 y 1. (-1 <7 <1), pero su interpretacion se hard por medio

de su cuadrado (r°) el coeficiente de determinacion. Este valor puede emplearse como
interpretacion de la intensidad de la asociacion entre las dos variables que parecen estar
correlacionadas. De manera especifica, el coeficiente de determinacion indica el porcentaje de la
variacion de Y que estd asociada con (0 “es explicada por”) la variacion de X, o viceversa. Por
ejemplo, si la correlacion muestral entre dos variables tales como la clorofila y la biomasa es » =

0.50, elevando al cuadrado este coeficiente da un coeficiente de determinaciéon > =0.25. Esto
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sugiere que el 25% de la variacion de una de las dos variables esta asociada con o “es explicada
por” la variacién de la otra. No podemos decir cudl explica a cual, porque ambas se consideran
variables aleatorias, en otras palabras: éste coeficiente no establece relaciones causales.

Observe que r se puede calcular utilizando como base la formula de calculo de b,, esto es

bs
r= 17 x

Sy

. Como encontrar la recta de regresion o de minimos cuadrados en Statgraphics?
So6lo hay que seguir los pasos que se indican a continuacion:

1. Crear un archivo de datos con dos columnas, una para la variable independiente (X) y otra
para la variable dependiente (Y).

2. Del ment seguir la secuencia
Relate -> Simple Regresion

3. En el didlogo que aparece colocar en su lugar la variable dependiente (Y) y la independiente

X,

¥

|F|educcién ritrno

e

‘E\ |Dosis

[Select:]

[ Sort column names

0K | Cancel | Delete | Iransform...| Help

Fig. 13 Introduccion de variables en el modelo de Regresion lineal simple

Reduccidn nitmo

4. Dar OK.
RESULTADOS

Simple Regression - Reduccién ritmo vs. Dosis
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Regression Analysis - Linear model: Y = a + b*X

Dependent variable: Reduccién ritmo
Independent variable: Dosis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept 7.05495 0.887572 7.94859 0.0000
Slope 4.08791 0.401991 10.1692 0.0000

INTERPRETACION:

En la primera parte de los resultados se puede ver que se ajustéo una recta’ Y =a + b*X, en
esa tabla se observan los valores de los estimadores de la ordenada al origen (7.05495)
(intercept) y de la pendiente (4.08791) (slope), los cuales coinciden con los obtenidos
manualmente. Asi mismo, se pueden ver los valores de los errores estandar de estos
estimadores, los valores de la prueba t-student para los parametros de regresion y los p-
values, que como son 0.0000 < 0.05, indican que se rechazan las hipétesis (H,: 5, =0y

H,: B =0), por lo cual, podemos afirmar que Y depende de X, y la ordenada al origen es
diferente de cero.

Esto quiere decir que la ecuacion de la recta es:

Reduccion ritmo = 7.05495 + 4.08791*Dosis

Analysis of Variance

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 190.088 1 190.088 103.41 0.0000
Residual 20.2198 11 1.83816

Total (Corr.) 210.308 12

Correlation Coefficient = 0.950714

R-squared = 90.3856 percent

R-squared (adjusted for d.f.) = 89.5116 percent
Standard Error of Est. = 1.35579

Mean absolute error = 1.0448

Durbin-Watson statistic = 2.82148 (P=0.0237)
Lag 1 residual autocorrelation = -0.434072

INTERPRETACION:

En la tabla de analisis de varianza se ve que p-value = 0.0000 < 0.05, lo que indica que el
modelo lineal es significativo. También vemos que el valor de r’ ajustada es 89.5116,
indicando que 89.51% de la variacion de Y es explicada por la variacion o los cambios en la
variable X (Dosis).

A continuacion de esta tabla estan los valores de los coeficientes de correlacion lineal, r, de

. or 2 r or .
determinacion r-, el error estandar de la regresion y otros valores que posteriormente se
explican.
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También se puede ver el “StatAdvisor” que es justamente la interpretacion de las dos
tablas descritas.

The StatAdvisor
The output shows the results of fitting a linear model to describethe relationship between
Reduccioén ritmo and Dosis. The equation of the fitted model is

Reduccién ritmo = 7.05495 + 4.08791*Dosis

Since the P-value in the ANOVA table is less than 0.01, there is a statistically significant
relationship between Reduccién ritmo and Dosis at the 99% confidence level.

The R-Squared statistic indicates that the model as fitted explains 90.3856% of the
variability in Reduccién ritmo. The correlation coefficient equals 0.950714, indicating a
relatively strong relationship between the variables. The standard error of the estimate shows
the standard deviation of the residuals to be 1.35579. This value can be used to construct
prediction limits for new observations by selecting the Forecasts option from the text menu.

The mean absolute error (MAE) of 1.0448 is the average value of the residuals. The Durbin-
Watson (DW) statistic tests the residuals to determine if there is any significant correlation
based on the order in which they occur in your data file. Since the P-value is less than 0.05,
there is an indication of possible serial correlation. Plot the residuals versus row order to see
if there is any pattern which can be seen.

Plot of Fitted Model

23 |-

o I
£ wf
— =
c 17r
Q i
8 14
3 |
D ul
x
8
0

Dosis

La tercera parte del analisis es el diagrama de dispersion con la recta ajustada. Esta grafica
muestra que si hay una tendencia lineal en los datos. En los resultados de correlacion y
determinacion se tiene que el modelo explica un 95.07% de la variacion en los valores de Y,
por efecto de los cambios en X.

La r* ajustada indica un 89.512% de variacién explicada de la variable Y por efecto de los
cambios en la variable X.

NOTA: Se pueden ordenar otros analisis al paquete, sin embargo, éstos se van a ir
realizando a medida que se vayan explicando los conceptos.
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1.9 DIAGNOSTICO DEL MODELO DE REGRESION

Los procedimientos o técnicas de diagndstico se aplican esencialmente para detectar desacuerdos
entre el modelo y los datos para los cuales se ajusta.

Las técnicas de diagndstico mas utilizadas son las que verifican los supuestos del modelo, los
casos extraordinarios (outlires) y la colinealidad, ésta ultima utilizada principalmente en la
regresion lineal multiple.

Los supuestos que se hacen del estudio del analisis de regresion se determinan a través de los
residuos y son:
1. Larelacion entre Yy X es lineal.
Los errores tienen media cero
Los errores tienen varianza constante ¢°.
Los errores no estan correlacionados.
Los errores se distribuyen normalmente.

Al

Los supuestos 4 y 5 implican que los errores son variables aleatorias independientes.

1.10 EXAMINANDO LOS RESIDUQOS

Los residuos o errores se definen como las n diferencias e, =y, —y,,i=1,2, ..., n, donde y, es
una observacion y , es el valor ajustado obtenido al usar la ecuacion de regresion ajustada. De
acuerdo con esta definicion, los residuos e; son la diferencia entre lo observado y lo ajustado por

la ecuacion de regresion. Este error es una medida de la variabilidad no explicada por el modelo
de regresion.

Como se menciond anteriormente, los residuos se usan para detectar si se viola algun supuesto al
ajustar un modelo especifico a los datos del problema que se esté trabajando. Las posibles
violaciones al modelo se pueden tipificar como:

Presencia de casos extraordinarios (outliers) en los datos.

Evidencia que sugieren varianza no constante.

Evidencia de que la distribucion de los errores no proviene de una distribucion normal.
Evidencias que sugieren que la forma del modelo no es la apropiada

Autocorrelacion, que se define como la falta de independencia de los errores.

El andlisis de los residuos se basa en graficas que despliegan las caracteristicas generales de los
residuos, y con base en éstas y a ciertos patrones que deben seguir se puede determinar la
violacion de los supuestos.
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1.11 TIPOS DE RESIDUOS

a) Residuos ordinarios
Los residuos tienen varias propiedades importantes, como: media cero y su varianza aproximada
es:

n

Z(ei _Ei)z Zelz
CM — SCE — i=1 — i=1
Eon=2 n—2 n-—2

n

Nota: Observe que e = lZel. =0
n o

Los residuos no son independientes, sin embargo tienen sélo n — 2 grados de libertad asociados a
ellos; esto es que los residuos ordinarios involucran las unidades del problema original. Esta no
independencia de los residuos tienen un pequeio efecto en la investigacion de la adecuacion del
modelo siempre que # no sea pequenio.

b) Residuos estandarizados
Una forma de expresion de los residuos es dividirlos entre su desviacion estandar de la siguiente
forma:

d, =—— 10
=IO [10]

e

Los residuos estandarizados tienen media cero y varianza aproximadamente unitaria (valor
cercano a 1).

c) Residuos estudentizados

Dado que los residuos ordinarios involucran las unidades del problema y los resultados que
arroja el analisis de los mismos se ven alterado por estas unidades, se busca otra forma de
expresarlos, la cual no dependa de escala alguna.

En la expresion [10], los residuos se dividen por su desviacion estdndar promedio, sin embargo,
en algunos grupos de datos, las desviaciones estdndar pueden discrepar altamente. En regresion
lineal simple:

Vie)=V(y, _j}[)
=V (y)+V () -2Cov(y, P,
1

—\2
=0’ +0’ [—+M}—2Cov(yi -7)
n s

XX

Se puede mostrar
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. .
Cov(y,- _JA/i) = Cov{yi,)_/-ks'i(xi —)?)} - {_1+M:|
s n P

XX XX
Consecuentemente, la varianza del i-ésimo residuo es:

—\2
Pey—o2|1-| Lo %)
n S

XX

Por lo tanto, los residuos estudentizados se definen como:

= d (1]
—\2
CM,|1- 1+M
n (n=1)s;

Es importante notar que en la expresion [11], el residuo e; ordinario de minimos cuadrados se ha
dividido por el error estandar exacto, mas que por un valor promedio como en [10]. Los residuos
estudentizados son extremadamente utiles en diagndstico de regresion lineal simple y multiple.

En un grupo pequefio de datos los residuos estudentizados tienen con frecuencia una escala mas
apropiada que los residuos estandarizados debido a que las diferencias de las varianzas residuales
de los dos tipos de residuos son mas amplias. Cuando » es grande, entonces la diferencia de
escala de los residuos de minimos cuadrados ente los dos métodos serd pequeiia.

1.12 TIPOS DE GRAFICAS

Los residuos se pueden usar en una variedad de graficos para identificar si se presenta alguna
violacion de supuestos.

Generalmente se hacen diferentes graficas para comprobar la idoneidad del modelo o para
detectar sus inadecuaciones. Estos métodos son simples y efectivos y frecuentemente
recomendados en el analisis de regresion.

El tipo de residuo utilizado frecuentemente son los estudentizados, debido a que estos no
dependen de las unidades del contexto del problema y por lo que es mejor trabajar con ellos y
hacer un buen analisis.

a) Graéficas de normalidad
Un método simple para probar el supuesto de normalidad es el de graficar los residuos contra
una escala especial que estd relacionada con los percentiles de una distribucion normal estandar.

Al graficar los residuos, si €stos se comportan de acuerdo a una linea recta se cumple el supuesto
de normalidad de los errores. Los residuos ordenados e(; estan usualmente graficados contra los
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“valores normales esperados” ®'[(i-12) /n], donde ® denota la funcién distribucién acumulada
normal estandar.

En la figura 14a, se despliega una grafica de probabilidad normal “ideal”, en las figuras 146 a
14e se presentan algunos problemas tipicos.

En algunos estudios se ha establecido que las graficas de normalidad realizadas con muestras
pequefias (n < 16), frecuentemente se desvian sustancialmente de la linealidad. Para muestras
grandes (n > 32), las graficas se comportan mucho mejor. Usualmente se requiere alrededor de
20 puntos para obtener graficos de probabilidad normal estables y lo suficientemente faciles de
interpretar.

Aunque pequefias desviaciones de la normalidad no afectan grandemente al modelo, la no
normalidad bruta es potencialmente mas seria si se considera que los estadisticos ¢ y F', asi como
los intervalos de confianza y de prediccion dependen del supuesto de normalidad.

Ademas, si los errores vienen de una distribucion con colas més pronunciadas que la normal, el
ajuste por minimos cuadrados puede ser sensible a un subgrupo pequefio de datos. La
distribuciéon de errores de colas pronunciadas con frecuencia genera casos extraordinarios
(outliers) que “jalan” el ajuste por minimos cuadrados demasiado en su direccion. En esos casos
se puede considerar alguna otra técnica de estimacion.

Un defecto comiin que se presenta en las graficas de normalidad es la ocurrencia de uno o 2
residuos grandes. Algunas veces éste es un indicativo de que las observaciones correspondientes
son casos extraordinarios.
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Fig. 14 Curvas de probabilidad normal: (a) ideal; (b) distribucidn con colas pronunciadas; (c) distribuciones con
colas ligeras; (d) sesgo positivo; (e) sesgo negativo.

El supuesto de normalidad también puede comprobarse construyendo un histograma de residuos;
sin embargo, frecuentemente el nimero de residuos es demasiado pequefio para permitir una

facil identificacion visual de la forma de la distribucion normal.

Los residuos estandarizados o estudentizados también se usan en la deteccidon de desviaciones de
la normalidad. Si los errores estan normalmente distribuidos, entonces aproximadamente el 68%

de los residuales estandarizados se encuentren entre -1 y +1, aproximadamente el 95% de ellos se
encuentran entre -2 y +2. Una desviacién sustancial de estos limites indica una violacion

potencial del supuesto de normalidad. Si n es pequena, se pueden sustituir los limites £ 1 y + 2
por los valores correspondientes a la distribucion ¢,_,. El examen de los residuos estandarizados

es, de esta manera, también util en la identificacion de “outliers™.

b) Grafica de residuos contra los valores ajustados ( 3,).
Esta grafica contrasta los residuos contra los valores ajustados y puede dar indicio de diferentes
violaciones de los supuestos. Los residuos e, se grafican vs. los valores ajustados y, ,y NO los
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observados y,, debido a que los e, y los 7, no estan correlacionados, mientras que los e, y los
y, estan usualmente correlacionados. Si al hacer la grafica, la nube de puntos se concentra

alrededor de una linea horizontal (Fig. 15a), esto indica que no hay anormalidad en el modelo y
que el analisis de minimos cuadrados es idoneo.

En caso de que la grafica no se presente de esta manera (Figs. 15b-15d), se puede pensar en una
deficiencia del modelo.

El patron de la Fig. 150 indica que la varianza de los errores no es constante. Este patron de
embudo de apertura hacia fuera implica que la varianza es una funcidén creciente de y (un

embudo de apertura hacia adentro es también posible, e indica que la V'(e) se incrementa cuando
y decrece). En este caso se puede aplicar un analisis de minimos cuadrados ponderados o una

transformacion de las observaciones y, antes de “correr” la regresion.
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Fig. 15 Patrones de residuos (a) satisfactorio; (b) embudo; (c) doble arco; (d) no lineal

El patron de doble arco (Fig. 15¢) frecuentemente se presenta cuando y es una proporcion entre

0 y 1 (Binomial). La varianza de una proporcion binomial cerca de 0.5 es mas grande que una
cercanaa0oa l.
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Un tratamiento usual para corregir la desigualdad de la varianza es aplicar una adecuada
transformacion a wuna variable explicativa, a la variable respuesta o utilizar el método de
minimos cuadrados ponderados. En la practica es frecuente hacer las transformaciones sobre las
variables de respuestas, para estabilizar varianzas.

Un grafico curveado como el de la Fig. 154, indica no linealidad. Esto significa que necesita otra
variable como variable explicativa en el modelo que puede ser un término cuadratico o la
transformacion de la variable explicativa.

Un grafico de residuos vs. , puede también revelar uno o mas residuos inusualmente grandes.
Estos puntos seran “outliers” potenciales. Los residuos grandes que se presentan en el extremo
de los valores y, pueden indicar que cualquiera de las varianzas no son constantes o que la
verdadera relacion entre y y x es no lineal.

c) Graficas de residuales contra cada variable x, .

Este tipo de graficas al igual que la anterior sirve para diagnosticar no linealidad y varianza no
constante en los errores. Al graficar contra cada x, el analisis que se realiza se refiere a cada x;

por separado de tal manera que la informacion que arrojan estas graficas sirve para transformar
el modelo en caso de que dependa de una variable en particular.

Estas graficas frecuentemente muestran patrones tales como los de las figuras 10, a excepcion de
que la escala horizontal es x, en vez de p,. De la misma manera, una distribucion al azar y

alrededor de la recta horizontal muestra un comportamiento idéoneo. Los patrones de embudo o
doble arco indican varianza no constante. La banda curva implica que posiblemente es necesario
incluir otra variable explicativa o que es necesaria una transformacion.

d) Otras gréficas de residuos

Si se conoce la secuencia de tiempo en la cual los datos fueron colectados, se puede realizar una
grafica de residuos contra el tiempo ordenado. Esto puede indicar que la varianza cambia con el
tiempo o que el término lineal o cuadratico en tiempo se puede adicionar al modelo.
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Fig. 16 Prototipos de graficas de residuos contra el tiempo mostrando autocorrelacién de los errores; (a)
autocorrelacion positiva; (b) autocorrelacion negativa.

La grafica de residuos de secuencia de tiempo puede indicar que los errores en un periodo de
tiempo estan correlacionados con éste u otros periodos de tiempo. La correlacion entre errores
del modelo y los diferentes periodos de tiempo se llama autocorrelacion.

Una figura como 164, indica autocorrelacion positiva, mientras que la figura 165 es tipica de la
autocorrelacion negativa. La presencia de autocorrelacion en los errores indica una seria

violacion de los supuestos basicos de regresion.

1.13 DETECCION Y TRATAMIENTO DE “OUTLIERS”

Un “outlier” es una observacion extrema, entre residuales es una observacion que estd mas lejana
que el resto. Los residuos que son mas grandes, en valores absolutos, que el resto,
aproximadamente 3 o 4 desviaciones estandar de la media son potenciales outliers. Los outliers
son puntos atipicos al resto de los datos. Dependiendo de su localizacion en el espacio X, los
outliers pueden tener efectos en el modelo de regresion de moderados a graves.
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Las graficas de residuos vs. p, y las graficas de probabilidad normal son de ayuda para

identificar outliers. Examinar los residuales escalados (estandarizados o estudentizados) es una
excelente via para identificar potenciales outliers.

Los outliers pueden analizarse cuidadosamente para ver si se puede encontrar una razon para su
comportamiento inusual. Algunas veces los outliers son “malos” valores que se presentan como
resultados inusuales pero como eventos explicables. Por ejemplo, se incluyen medidas o analisis
defectuosos, registros de datos incorrectos o fallas de algun instrumento de medicion. Si éste es
el caso, entonces el outlier se puede corregir (si es posible) o borrado del grupo de datos.
Evidentemente descartar malos valores es deseable porque la ecuacion ajustada por minimos
cuadrados sin este dato extraordinario minimiza la suma de cuadrados de los residuos.

Algunas veces encontramos que los outliers son observaciones inusuales pero perfectamente
admisibles. La eliminacioén de estos puntos para “mejorar el ajuste de la ecuacion” puede dar un
falso sentido de precision en la estimacion o prediccion. Ocasionalmente encontramos que los
outliers son mdas importantes que el resto de los datos porque pueden controlar algunas
propiedades claves del modelo detectando condiciones o alteraciones experimentales
importantes. Los outliers pueden ser puntos fuera de las inadecuaciones del modelo, tales como
fallas para ajustar bien los datos en una cierta region del X-espacio.

Existen varias pruebas estadisticas propuestas para detectar y rechazar outliers. Aunque estas
pruebas pueden utilizarse para identificar outliers, no pueden utilizarse para determinar que estos
puntos deban ser automaticamente rechazados.

El efecto de los outliers en el modelo de regresion se puede verificar facilmente mediante un
andlisis detallado de esos puntos y reajuste de la ecuacion de regresion. Se sabe que los valores

de los coeficientes de regresion o los resimenes estadisticos, tales como ¢, F,R> y los
cuadrados medios de los residuos pueden ser muy sensibles a la presencia de outliers.

1.14 TRANSFORMACIONES QUE ESTABILIZAN LA VARIANZA

Cuando la varianza de los errores no es constante sobre todas las observaciones, se dice que el
error es heterocedastico. La heterocedasticidad se puede remover por medio de una adecuada
transformacion y puede tener una distribucion en la que la varianza dependa de los datos.

Una razén comun de la violacion de este supuesto es porque la variable respuesta Y, sigue una
distribucion de probabilidad en la cual la varianza esta funcionalmente relacionada con la media.
Por ejemplo, si Y es una variable aleatoria Poisson, entonces la varianza de Y es igual a la media.
Puesto que la media de Y estd relacionada con la variable explicativa X, la varianza de Y sera
proporcional a X. Las transformaciones para estabilizar la varianza son utilizadas frecuentemente
en estos casos. De esta manera, si la distribucion de Y es Poisson podemos aplicar antes de hacer

la regresion de Y'=-/Y , contra X, puesto que la varianza de la raiz cuadrada de una variable
aleatoria Poisson es independiente de la media. Otro ejemplo es, si la variable respuesta es una
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proporcion (0<Y, <1) y la grafica de residuos vs. y, tiene un patréon de doble arco (Fig. 10c),

entonces la transformacion Y'= arcsen~/Y es la apropiada.

Algunas transformaciones comuUnmente usadas que estabilizan la varianza se resumen a
continuacion:

Relacion de o’ a E(Y) | Transformacion
o’ o constante Y =Y (Sin transformacion)
o’ o« E(Y) y'=-Y (Raiz cuadrada; datos Poisson)
o’ o E(Y)[1 - E(Y)] Y'=arcsen-/Y , (arco seno; proporcion binomial 0 <Y, <1)
o’ o [EV)] Y'=Ln(Y) (logaritmo)
2 3
o« [E()] Y'= L) (Raiz cuadrada reciproca)
Jr
o’ o [E)] ! :
Y'= ?) (Reciproca)

La fortaleza de una transformacion depende de la cantidad de curvatura que ésta induce. Las
transformaciones se dan desde una relativa suave raiz cuadrada hasta una relativamente fuerte
reciproca. Generalmente una transformacion suave se aplica en un intervalo estrecho de valores
(por ejemplo, Yiax/Ymin < 2.3) y se tiene un efecto pequefio, mientras que una transformacion
fuerte en un amplio intervalo de valores tendra efectos mas dramaticos en el anélisis.

A veces se pueden usar experiencias anteriores o consideraciones tedricas como guia para
seleccionar transformaciones apropiadas. Sin embargo, en algunos casos no tenemos razones a
priori para sospechar que al varianza del error no es constante. Una primera indicacion del
problema se realiza desde la inspeccion del diagrama de dispersion o en el andlisis de residuos,
en estos casos la transformacion aplicada se puede seleccionar empiricamente.

Esto es importante para detectar y corregir varianzas del error no constantes. Si este problema no
se elimina, los estimadores de minimos cuadrados seran ain imparciales pero no podran ser mas
grandes que la varianza minima.

En el STATGRAPHICS se pueden ver los residuos, tanto con las opciones tabulares como con
las graficas, que se pueden obtener al dar clic en los cuadros amarillo y azul, en el lado superior
izquierdo de la barra de menu



Maria José Marques Dos Santos, Maria del Carmen Galindo de Santiago y Armando Cervantes Sandoval 29

Tabular Options F§|

v Analysiz Summary

[ Lack-of-Fit Test

[ Forecasts

[ Comparizon of Alternative Models

v Urusual Besiduals

k. | Cancel all Help

Fig. 17 Opciones Tabulares

- Forecasts sirve para determinar los intervalos de confianza de prediccion y de valores
esperados con el objeto de hacer pronosticos.

- Lack-of-Fit Test, es una prueba para probar la falta de ajuste del modelo. Funciona solamente
cuando se tienen repeticiones de la variable Y en cada uno de los valores de X. Aqui se prueba
la Ho: No hay falta de ajuste (el modelo es adecuado) contra Ha: Hay falta de ajuste (el
modelo no es el adecuado).

- Comparision of Alternative Models. Con base en las correlaciones se define si hay algin otro
modelo que explique mejor el comportamiento de los datos.

En las opciones graficas se recomienda seleccionar todos los graficos de residuales, ya que
permiten analizar rapidamente el cumplimiento de supuestos.

Graphical Options P§|

[+ Plat of Fitted Madel
[v Observed versus Predicted
[v Residuals versus ¥

v Residuals versus Predicted

v Fesiduals versus Bow Number

k. | Cancel All Help

Fig. 18 Opciones Graficas
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Continuando con el ejemplo 1, se examinan las graficas de los residuos y con ello el
cumplimiento de los supuestos.

RESULTADOS

Unusual Residuals
Predicted Studentized
Row X Y Y Residual Residual

The table of unusual residuals lists all observations which have Studentized residuals greater
than 2.0 in absolute value. Studentized residuals measure how many standard deviations each
observed value of Reduccién ritmo deviates from a model fitted using all of the data except that
observation. In this case, there are no Studentized residuals greater than 2.0.

INTERPRETACION:
En este ejemplo no hay residuos studentizados en valor absoluto que sean mayores que
2.00, por lo que no hay de que preocuparnos.

Influential Points
Predicted Studentized
Row X Y Y Residual Leverage

Average leverage of single data point = 0.153846

The StatAdvisor

The table of influential data points lists all observations which have leverage values greater
than 3 times that of an average data point. Leverage is a statistic which measures how
influential each observation is iIn determining the coefficients of the estimated model. In this
case, an average data point would have a leverage value equal to 0.153846. There are no data
points with more than 3 times the average leverage.

Residual Plot
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Dosis
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Residual Plot

Studentized residual
o

9 12 15 18 21 24
predicted Reduccion ritmo

Residual Plot
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o r ]
_'9 L
[72] L ]
Qo ! :
©
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N :
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o -1r .
© L
= X
U') _2 . o , . \ . =
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row number

INTERPRETACION:

Los graficos de residuos muestran que la nube de puntos se concentra alrededor de una linea
horizontal, esto indica que no hay anormalidad en el modelo y que el analisis de minimos
cuadrados es idoneo. Por otra parte, el patron no muestra ninguna tendencia de embudo o
arco, lo que indica que la varianza de los errores es constante.

1.15 INFERENCIA EN EL ANALISIS DE REGRESION LINEAL

Una vez que se confirma que el modelo cumple con los supuestos de la regresion lineal, se puede
realizar la inferencia. Cabe sefialar que las inferencias s6lo son validas para la regresion lineal
(no curvilinea, a menos que se haya linealizado) y cuando se cumplen los supuestos.

Aunque la recta de minimos cuadrados es la recta que mejor se ajusta a los puntos, todavia
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muchos de éstos se desvian de ella. La medida numérica de tales desviaciones es el estimador
insesgado de la varianza de los errores de ajuste por la regresion, que se define como:

o224 2Ry

YET 0 n—2

Sustituyendo y=>b,+bx

' Z(yi —b, _b1x)2

=
o n—2

s [12]

Sustituyendo la ecuacion. b, =y —bX

, 2y, -y+bhx-hx)’
yix =
n—2

N

Agrupando
2 = Z[(yi _)_))_bl(xi _f)]z

yix = ) [13]

Al desarrollar el cuadrado, aplicar propiedades de las sumatorias y sustituir la ecuacion [7] en la
expresion resultante se llega a:

-1
s? = Z—Z (Si —blzsi) [14]

y/x

La raiz cuadrada positiva de la expresion [11] es llamada Error Estandar de Estimacion, esto es:

Syix :\/n_; (Si —blzsi)

n_

1.15.1 ESTIMACION Y PRUEBA DE HIPOTESIS PARA LA PENDIENTE DE LA RECTA
DE REGRESION POBLACIONAL 2,

Para probar la hipotesis H,, : B, =(/f,), , se utiliza la distribucion #-student con (n — 2) grados de
libertad ya que se desconoce la varianza poblacional afl ; el estimador de esta varianza se define

por:
2

2 Sy/x

S, =————
" (n-Ds:
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Por lo tanto, el estadistico de prueba se define como:

— bl — (ﬂ1)0

S

4 ,congl=n-2

y/x

s An—1

X

El intervalo de confianza de nivel 1 - & est4 dado por:

S
y/x
<p <b ”1_;, .

t _ PR —
1-% -2
2" g Aln—1 s An—1

1.15.2 PRUEBA DE INDEPENDENCIA

Una prueba muy sencilla y util es la prueba de independencia entre las variables. Si la hipdtesis
nula H; : B, =0 no se rechaza, ¥ no depende linealmente de X, en caso contrario se dice que Y

depende de X.

1.15.3 ESTIMACION Y PRUEBA DE HIPOTESIS PARA LA ORDENADA AL ORIGEN
Bo

Para probar la hipotesis H,, : B, = (valor supuesto), se utiliza la distribucion #-student con 7 - 2

grados de libertad y cuya expresion esta dada por:

bo — (ﬂo )0

] l+ 22 ,cong.l=n-2
Y\n (n-1)s?

El intervalo de confianza de nivel 1 - & est4 dado por:

/1 X’ 1 x°
b, —tlfg’nfzsy/x ;+—(n—l)s2 < B, <b, +tlfg’n72sy/x ;+—(n—l)sz
X X

t=
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1.15.4 ESTIMACION DE LA MEDIA K/,

A veces es conveniente estimar el valor medio o esperado de Y para un valor dado de X, tal
estimacion se hace con el intervalo de confianza siguiente:

P, —t s 1+(xo_f)2<,u <P, +t s 1+(x0—17)2
0 1-$,n-2 Y/ X n (}’l—l)Si v/x 0 1-%.,n=2 y/x n (n—l)Sj

Donde V, = b, +bx,

Los limites de confianza para los valores medios, se deben calcular para cada valor de X ; tales

limites seran mas estrechos a medida que se aproximen a la media de la variable independiente y
mas amplios a medida que se alejan de ella. Por esta razdn se obtienen limites curvos llamados
bandas de confianza dentro de los cuales queda comprendida la recta verdadera para un nivel de
significacion «.

Para trazar las bandas de confianza se elegiran cuando menos tres valores de X, dos valores

extremos y uno intermedio, y se hardn las estimaciones por intervalo. Estos intervalos se dibujan
sobre el diagrama de dispersion uniendo todos los puntos generados por los limites inferiores vy,
por otro lado, todos los correspondientes a los limites superiores.

1.155 INTERVALO DE CONFIANZA PARA UN VALOR DE PREDICCION O DE
PRONOSTICO Y

Como las bandas de confianza se abren a medida que X, se aleja de la media X resulta

aventurado hacer predicciones sobre Y para valores fuera del intervalo de valores de X empleado
para establecer la ecuacion de regresion de la muestra. A menos que se esté razonablemente
seguro que existe la misma funcién de regresion sobre un amplio rango de valores de X, por
haberse experimentado en una muestra, se podra usar valores de X, alejados de X para predecir
valores de Y.

Cuando se hacen predicciones, €stas, mas que ser sobre valores medios de Y, (4,,, ), son para

valores individuales Y, por lo tanto, el error al azar (error de estimacion &) es una fuente
adicional de variacion, que produce el aumento de la varianza y que el intervalo de confianza

para un valor de prediccion Y sea mas amplio que el de 4, .
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(%, =%)" _

R - X
Y=t o S, 1+ 0 <Y < Pt « Sl t— +( x)
1—5,n—2 n (n l)s 1—5,"—2 n (I’l - 1)Sx

1.156 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA VARIANZA DEL ERROR DE
REGRESION o,

Otra estimacion por intervalo que es conveniente realizar es la estimacion de la varianza, o, ,

de los errores de regresion. Esta estimacion con (1 - «)100 de confianza, estd dada por:

y/x (n 2) 2 < y/x(n 2)
y/x
Zl—%n 2 Zl—%n 2

Si se desea estimar el error estdndar de estimaciéon o,,, se trabaja con el intervalo para la
varianza y al final se extrae la raiz cuadrada a los limites de confianza obtenidos para la varianza.

Continuado con el ejemplo 1, calculemos ahora en el STATGRAPHICS los intervalos de
confianza del 95% para: la pendiente, la ordenada al origen, la media de regresion y la
prediccion, estos tltimos cuando la dosis es x, =2.4

Con el archivo de datos que ya se tenia en STATGRAPHICS, con terminacion (.sf3) ir a
opciones tabulares y checar “Forecasts”, dar OK. Luego dar boton derecho y seleccionar PANE
OPTIONS, En esta opcidén cambiar Forecast at x, por 2.4 y dar OK

Tabular Options §|

[ Lack-of-Fit Test

v Forecasts

[ Comparizon of Alternative Models
[ Unusual Residuals

[ Influential Points

k. | Cancel All Help

Fig. 19 Opciones Tabulares
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Forecasts Options

Confidence Lewvel: K

3

T
- % Carce

[

Farecast at =

124

Fig. 20 Opciones de prondstico

RESULTADOS:
Simple Regression - Reduccién ritmo vs. Dosis

Regression Analysis - Linear model: Y = a + b*X

Dependent variable: Reduccién ritmo
Independent variable: Dosis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept 7.05495 0.887572 7.94859 0.0000
Slope 4.08791 0.401991 10.1692 0.0000
Predicted Values
95.00% 95.00%
Predicted Prediction Limits Confidence Limits
X Y Lower Upper Lower Upper
2.4 16.8659 13.7491 19.9828 15.9658 17.7661

This table shows the predicted values for Reduccidén ritmo using the fitted model. In addition
to the best predictions, the table shows:

(1) 95.0% prediction intervals for new observations

(2) 95.0% confidence intervals for the mean of many observations
The prediction and confidence intervals correspond to the inner and outer bounds on the graph of
the fitted model.

INTERPRETACION

De la primera tabla (del modelo de regresion, obtenida anteriormente) se tienen los valores
de los estimadores de los parametros de la recta con sus errores estandar, por lo que se
pueden calcular los intervalos de confianza del 95% para Sy £,.
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4.08791— 1,4, ,,0.401991 < 3 < 4.08791+ 1, ,0.401991
4.08791—(2.2010)(0.401991) < B, < 4.08791+(2.2010)(0.01991)
4.08791—0.884782 < 3, < 4.08791+0.884782

3.203128 < 3, < 4.972692 , con 95% de confianza

Por lo tanto, l1a pendiente de la poblacion esta entre 3.20 y 4.97 con 95% de confianza.

7.05495 = £,475,,0.887572 < B, <7.05495 + 1, ¢,5,,0.887572
7.05495—-(2.2010)(0.887572) < 3, < 7.05495+(2.2010)(0.887572)
7.05495-1.953546 < B, < 7.05495+1.953546
5.101404 < S, <9.008496 , con 95% de confianza

Por lo que la ordenada al origen de la poblacion esta entre 5.10 y 9.01 con 95% de
confianza.

De la segunda tabla (Forecasts), se tienen los intervalos siguientes para la media y para la
prediccion:

15.9658 < u,, <17.7661, con 95% de confianza

13.7491< ¥ <19.9828 , con 95% de confianza
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CAPITULO 2
ANALISIS DE REGRESION NO LINEAL

2.1 ANALISIS DE REGRESION NO LINEAL

A partir del diagrama de dispersion, por datos previos, por conocimientos tedricos o por un
analisis de residuos, se puede conocer que la relacion entre las dos variables es no lineal y puede
representarse adecuadamente por cierta funcién matematica curvilinea; por ejemplo, la tendencia
general del crecimiento poblacional sigue un modelo exponencial positivo, el decaimiento
radiactivo sigue un modelo exponencial negativo, la expectativa de vida en funcion del producto
interno bruto es una funcion logaritmica, pues no se espera un promedio de vida cada vez mas
grande a medida que aumenta el producto interno bruto.

En algunos casos una funcion no lineal se puede expresar como una linea recta usando

transformaciones adecuadas. Dichos modelos no lineales son llamados [linealmente
transformables.

2.2 REGRESION EXPONENCIAL O SEMILOGARITMICA

Cuando se sospecha que la relacion es de tipo exponencial, se propone una ecuacion de regresion
de la forma:

) X
y=cd
Como sugiere el nombre exponencial, la variable independiente x aparece en el exponente.

Por necesidad tedrica y conveniencia practica se transforma nuestra ecuacion de regresion a otra,
tomando logaritmos a ambos lados

Iny=Lnc+xLnd [15]

Observe que solo hay logaritmos en la variable Y. Si se hace

by=Lnc
b=Lnd

Entonces, la ecuacion [15] se transforma en:
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Lny=b,+bx [16]

Esta es una ecuacion lineal en Ln(y) y x, que es una funcion semilogaritmica, de manera que si se
llevan los puntos a papel semilogaritmico se obtiene una recta.

Para transformar de nuevo la ecuacion [16] a la forma original s6lo se necesita tomar la funcion
inversa del logaritmo; es decir, la funcidon exponencial de la base adecuada seglin haya sido la
base de los logaritmos con que se esté trabajando; o bien si se toman logaritmos naturales (de
base e), entonces:

bO
c=e
d=¢e"
y=(")e")"

Se pueden calcular los coeficientes b, y b, resolviendo el sistema de ecuaciones normales que
se obtiene de las siguientes expresiones:

Dlogyd x*=> x> xxlogy
n*sz —(Z:x)2

n*Zx*lognyZlogy
n*sz —(Z:x)2

b, = antlog

b, = antlog

2.3 REGRESION POTENCIAL O DOBLE LOGARITMICA

En ocasiones se tiene que una funcion potencial, como
A b
y=cx [17]

puede representar la relacion entre y y x en la muestra. Aqui se desea hallar ¢ y b. Para
determinar c y b, se toman logaritmo a ambos lados de la ecuacion [17] y se obtiene:

Lny=Lnc+blLnx [18]

Este resultado es una relacion doble logaritmica, porque tanto la variable y como la variable x se
expresan ahora en logaritmos.

Si se hace:
by=Lnc

b =b
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entonces la ecuacion [18] se transforma en:
Lny=by+b Lnx [19]

que es una ecuacion lineal en Ln(y) y Ln(x), la cual es una funcién doble logaritmica, de manera
que si se llevan los puntos a papel log - log se obtiene una recta.

Por lo tanto, para hacer los calculos primero se toman logaritmos a x y a y, y después se procede
como en la regresion lineal.

Para transformar de nuevo la ecuacion [19] a la forma original s6lo se necesita tomar la funcion
inversa del logaritmo, esto es la funcién exponencial de la base adecuada segun haya sido la base
de los logaritmos con que se esté trabajando; esto es, si se toman logaritmos naturales (de base
e), entonces:

— b()
c=e
y=(")x"

2.4 OBSERVACIONES ACERCA DE LA REGRESION NO LINEAL

Como se expuso al tratar las regresiones curvilineas, generalmente se hace una
transformacion inicial de datos por medio de logaritmos de tal forma que la relacion entre las
variables transformadas sea lineal. Las transformaciones logaritmicas no son las Unicas, pudiera
darse el caso de que las transformaciones reciprocas (U = /X o W = 1/Y o ambas) fuesen mas
adecuadas.

Las transformaciones en regresion lineal se hacen principalmente por dos razones, una de ellas es
que este procedimiento puede facilitar los calculos, la otra es que las transformaciones en
regresion lineal son convenientes porque la teoria estadistica estd especialmente bien
desarrollada bajo el supuesto de linealidad.

El anélisis curvilineo, al igual que el lineal, se realiza descomponiendo la variacion por la
variable o las variables independientes y el error. El método de minimos cuadrados tiene la
funcion de minimizar la suma de cuadrados del error y maximizar la suma de cuadrados debida a
la regresion.

El grado de ajuste, en cada caso es medido por 7, el coeficiente de determinacién que es la
razon de la suma de cuadrados explicada por la regresion entre la suma de cuadrados total.

La siguiente tabla muestra otras funciones linealizables, con sus transformaciones y las formas
lineales resultantes y la Fig. 22 su representacion grafica.
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Figura Funcion Transformacion Forma lineal
linealizable
22a,b Y:ﬂoXﬂl Y'=logY,X'=log X Y'=log B, + p, X'
22¢,d Y:ﬁoeﬁlx Y'=InY Y'=Inpg, + X
22e,f Y=p,+plogX X'=logX Y'=p,+ X'
22 g, h X 1 X - 1 1 1 '= B — '
& Y=7;_=u=ﬂ0_ﬂl_ Y'=—, X'=— Y'=p,-pX
B X-p Y X X Y X
By. By, x 3ll >0) fy x>0, 8,<0)
[ 7 -1<8,<0 (b}
8> 8« —1
b=
0<B <1
Buf-—
|
] 1
1 x
B, >0 B, <0
¥ ¥
{c} (d}
%' L]
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0 1 (i) 1
’ 178, 1/8, x
B,>0 B, <0)
b4 b
{e} i
o o \\__x
6,>0) 8,<0)
o {
9) y (h)
|
oy 44 ———————
|
e
{ I
VigH S [
ol
U,/Bo 8,/

Positive curvature

Negative curvature

Fig. 22 Funciones linealizables (tomadas de Daniel and Wood, 1980)
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Ejemplo 2: Se sabe que los grandes depodsitos de agua tienen un efecto regulador de la
temperatura de las masas de tierra que los rodean. En una noche fria en Florida central se
registraron las temperaturas en puntos equidistantes de un gran lago. Los datos que se obtuvieron
aparecen en la siguiente tabla. E1 modelo sugerido para estos datos es

A b
y=b,*e™

Convertir el modelo dado a lineal y estimar los pardmetros mediante el método de minimos
cuadrados. Ademas, encontrar los intervalos de 90% de confianza para f,. (Ejemplo tomado de

Wackerly, et al, 2002).

Sitio (x) Temperatura (y)
37.00°F
36.25°F
35.41°F
34.92°F
34.52°F
34.45°F
34.40°F
34.00°F
33.62°F
33.90°F

SOOI NP W~

—_

Solucion: En primer lugar linealizar el modelo, tomando logaritmos a ambos lados:
Lny=Lnb,+bx

En segundo término introducir los datos en el modo de regresion lineal de una calculadora donde
las variables son x y Lny

=

y =Lny
3.610918
3.590439
3.566994
3.553060
3.541539
3.539509
3.538057
3.526361
3.515121
3.523415

SO0 DN B W~

[u—

Los valores de los estimadores de los pardmetros de regresion lineal son:
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b, =3.602707 y b, =-0.009484618

Por lo tanto, el modelo linealizado es:
Lny=3.602707 +(—0.009484618)x

Lnp=3.602707—-0.009484618x

El modelo exponencial es:

~ 3.602707 1 _~0.0094846 \ x
(e )e )

¥ =(36.697423)(0.9906)"

Para hacerlo en STATGRAPHICS, los pasos a seguir son:

1. Crear el archivo de datos con dos columnas, una para la variable independiente (sitio) y otra para la
variable dependiente (temp).

it euntitled>

SITIo TEMP Col_3 Col_4 Col 5 Col_6 Col_7 Col 8 -
37 =
36.25
35.41
31.92
3452
34.45
34.4
34
33.62
33.9

FEGIRIEEREE

=

Fig. 23 Datos Del ejemplo 2 en STATGRAPHICS (Tomados de Wackerly, 2002)

2. Del ment seguir la secuencia
Relate — Simple Regresién

3. En el didlogo que aparece colocar en su lugar la variable dependiente (temp) y la independiente
(sitio).
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SITi0 w
E |TEMP

kS

|SITID

[Select:]

[ Sort column names

K | Cancel | Delete | Iransform...| Help |

Fig. 24 Datos Del ejemplo 2 en STATGRAPHICS (Tomados De Wackerly, 2002)

4. Dar OKy llamar a las opciones tabulares y graficas de esta opcion.

X

Tabular Options

[+ Analysiz Summary

[ Lack-of-Fit Test

........................

[v Comparizon of Alternative Models
v Uruzual Residuals

v [nfluential Points

k. | Cancel All Help

Fig. 25 Opciones Tabulares
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X)

Graphical Options

[ Obszerved versus Predicted
v Residuals versus »
[v Residuals versus Predicted

[v Residuals versus Bow Number

] 4 | Cancel All Help

Fig. 26 Opciones Gréficas

RESULTADOS

Simple Regression - TEMP vs. SITIO

Regression Analysis - Linear model: Y = a + b*X

Dependent variable: TEMP
Independent variable: SITIO

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept 36.68 0.280299 130.86 0.0000
Slope -0.333273 0.0451743 -7.37748 0.0001

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 9.16333 1 9.16333 54.43 0.0001
Residual 1.34688 8 0.16836

Total (Corr.) 10.5102 9

Correlation Coefficient = -0.933729

R-squared = 87.1851 percent

R-squared (adjusted for d.f.) = 85.5832 percent
Standard Error of Est. = 0.410316

Mean absolute error = 0.299091

Durbin-Watson statistic = 0.73633 (P=0.0019)
Lag 1 residual autocorrelation = 0.359994

The StatAdvisor

The output shows the results of fitting a linear model to describe the relationship between
TEMP and SITIO. The equation of the fitted model is

TEMP = 36.68 - 0.333273*SITIO

Since the P-value in the ANOVA table is less than 0.01, there is a statistically significant
relationship between TEMP and SITIO at the 99% confidence level.

The R-Squared statistic indicates that the model as Ffitted explains 87.1851% of the
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variability in TEMP. The correlation coefficient equals -0.933729, indicating a relatively strong
relationship between the variables. The standard error of the estimate shows the standard
deviation of the residuals to be 0.410316. This value can be used to construct prediction limits
for new observations by selecting the Forecasts option from the text menu.

The mean absolute error (MAE) of 0.299091 is the average value of the residuals. The Durbin-
Watson (DW) statistic tests the residuals to determine if there is any significant correlation
based on the order in which they occur in your data file. Since the P-value is less than 0.05,
there is an indication of possible serial correlation. Plot the residuals versus row order to see
if there is any pattern which can be seen.

Plot of Fitted Model

37

36

35

TEMP

34

33

10

o
N
n
»
o

SITIO

Residual Plot

3.4
2.4
14
0.4
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Studentized residual

10

o
[N}
N
o
(o]
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Residual Plot

3.4
2.4
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0.4

-1.6

Studentized residual

|
N
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w
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34 35

36 37

predicted TEMP

Residual Plot

3.4
2.4
14
0.4

-0.6
-1.6

-2.6

Studentized residual

o
N

4

Unusual Residuals

6

Studentized

Residual Residual

The table of unusual residuals lists all observations which have Studentized residuals greater

than 2.0 in absolute value.

fitted using all

Studentized residuals measure how many standard deviations each
observed value of TEMP deviates from a model

of the data except that

observation. In this case, there is one Studentized residual greater than 2.0, but none greater
than 3.0.
Influential Points
Predicted Studentized
Row X Y Y Residual Leverage
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Average leverage of single data point = 0.2

The StatAdvisor

The table of influential data points lists all observations which have leverage values greater
than 3 times that of an average data point. Leverage is a statistic which measures how
influential each observation is in determining the coefficients of the estimated model. In this
case, an average data point would have a leverage value equal to 0.2. There are no data points
with more than 3 times the average leverage.

INTERPRETACION

Es facil observar que el modelo lineal no se ajusta, pues los puntos tienen una tendencia
curva, tanto en el diagrama de dispersion como en los graficos de residuos, por otra parte,
se ve claramente que existe un residuo studentizado muy grande de 2.56, lo cual es una
clara violacion a los supuestos de normalidad, de homocedasticidad y de residuos fuera del
intervalo [-2,2].

La siguiente tabla de comparacion de los modelos se puede ver que el modelo logaritmico
en x es el que tiene los coeficientes de correlacion y de determinacion mas altos. Sin
embargo, el sugerido por Wackerly fue el exponencial negativo, por lo que se va a utilizar
el exponencial, aunque éste no tenga el coeficiente de determinacion mas alto.

Comparison of Alternative Models

Model Correlation R-Squared
Logarithmic-X -0.9893 97.87%
Multiplicative -0.9890 97.81%
Square root-X -0.9722 94 _52%
Reciprocal-Y 0.9407 88.49%
Reciprocal-X 0.9375 87.89%
Exponential -0.9373 87 .85%
Square root-Y -0.9355 87.52%
Linear -0.9337 87.19%
S-curve 0.9332 87.09%
Double reciprocal -0.9288 86.26%
Logistic <no fit>

Log probit <no fit>

This table shows the results of fitting several curvilinear models to the data. Of the models
fitted, the logarithmic-X model yields the highest R-Squared value with 97.8735%. This Iis
10.6885% higher than the currently selected linear model. To change models, select the
Analysis Options dialog box.

5. Sobre la pantalla de la regresion lineal simple, apretamos boton derecho y damos clic en
ANALYSIS OPTIONS, al aparecer la tabla de los diferentes modelos, damos clic en el
modelo EXPONENCIAL, luego OK.
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Simple Regression Options

I %)

Type of Model oK.

Linear Cancel
£ sponential
Reciprocal-r

Reciprocal- w
Double Reciprocal

Logarithmic-#

Muliplicative

Square Root-

Square Root-v’

S-Curve

Logistic:

Log Probit

TITITITITIITFITITY R

Fig. 27 Analysis Options

Simple Regression - TEMP vs. SITIO

Regression Analysis - Exponential model: Y = exp(a + b*X)

Dependent variable: TEMP
Independent variable: SITIO

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-vValue
Intercept 3.60271 0.00773801 465.586 0.0000
Slope -0.00948462 0.00124709 -7.60538 0.0001

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-value
Model 0.00742153 1 0.00742153 57.84 0.0001
Residual 0.00102646 8 0.000128307

Total (Corr.) 0.00844799 9

Correlation Coefficient = -0.937281

R-squared = 87.8497 percent

R-squared (adjusted for d.f.) = 86.3309 percent
Standard Error of Est. = 0.0113273

Mean absolute error = 0.00833894

Durbin-Watson statistic = 0.763638 (P=0.0024)
Lag 1 residual autocorrelation = 0.347791

The StatAdvisor

The output shows the results of Tfitting a exponential model to describe the relationship
between TEMP and SITIO. The equation of the fitted model is

TEMP = exp(3.60271 - 0.00948462*SITI0)

Since the P-value in the ANOVA table is less than 0.01, there is a statistically significant
relationship between TEMP and SITIO at the 99% confidence level.

The R-Squared statistic indicates that the model as fitted explains 87.8497% of the
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variability in TEMP after transforming to a logarithmic scale to linearize the model. The
correlation coefficient equals -0.937281, indicating a relatively strong relationship between the
variables. The standard error of the estimate shows the standard deviation of the residuals to be
0.0113273. This value can be used to construct prediction limits for new observations by
selecting the Forecasts option from the text menu.

The mean absolute error (MAE) of 0.00833894 is the average value of the residuals. The Durbin-
Watson (DW) statistic tests the residuals to determine if there is any significant correlation
based on the order in which they occur in your data file. Since the P-value is less than 0.05,
there is an indication of possible serial correlation. Plot the residuals versus row order to see
if there is any pattern which can be seen.

The StatAdvisor

This table shows the results of fitting several curvilinear models to the data. Of the models
fitted, the logarithmic-X model yields the highest R-Squared value with 97.8735%. This Iis
10.0239% higher than the currently selected exponential model. To change models, select the
Analysis Options dialog box.

Unusual Residuals

Predicted Studentized
Row X Y Y Residual Residual
1 1.0 37.0 36.351 0.648989 2.47

The table of unusual residuals lists all observations which have Studentized residuals greater
than 2.0 in absolute value. Studentized residuals measure how many standard deviations each
observed value of TEMP deviates from a model fitted using all of the data except that
observation. In this case, there is one Studentized residual greater than 2.0, but none greater
than 3.0.

Influential Points
Predicted Studentized
Row X Y Y Residual Leverage

Average leverage of single data point = 0.2

The StatAdvisor

The table of influential data points lists all observations which have leverage values greater
than 3 times that of an average data point. Leverage is a statistic which measures how
influential each observation is in determining the coefficients of the estimated model. In this
case, an average data point would have a leverage value equal to 0.2. There are no data points
with more than 3 times the average leverage.
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Studentized residual Studentized residual

Studentized residual
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INTERPRETACION
El modelo exponencial que se obtiene es el mismo que se obtuvo con la calculadora. Es
decir:

b. b
v =exp(a+bx) o equivalentemente ) = e =e"x(e”)
Con valores de:
a=3.60271

b =-0.00948462
y=exp(3.60271+0.00948462 x)

Es decir:
y — e3.60271+0.00948462x — e3.60271 % 60.00948462)6 — 36697423 % 1 009530x

El intervalo del 90% para S, se obtiene usando el estimador b,, su error estindar y el
valor t-student de tablas con 8 grados de libertad.

3.602707 +1.8595(0.00773801)
3.602707—-0.014389 < Ln 3, <3.602707 +0.014389
3.588318 < Ln 3, <3.617095
36.173171< B, <37.229273

Es importante hacer notar que en este ejemplo, se utilizo el modelo exponencial, aunque
con el STATGRAPHICS se pudo observar que el modelo logaritmico tiene un coeficiente
de determinacion mayor. A continuacion se presenta este modelo.

Sobre la pantalla de la regresion lineal simple, apretamos boton derecho y damos clic en
ANALYSIS OPTIONS, al aparecer la tabla con los diferentes modelos, damos clic en el
modelo LOGARITHMIC-X, luego OK.
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Simple Regression Options @

Type of Model
® Li] Cancel |
" Exponentia

" Reciprocaly Hel

" Reciprocal Qp
" Double Reciprocal

« Laganithmic

" Multiplicative

" Square Roaot

" Square Roaot-y'

" 5-Curve

" Logistic

" Laog Probit

Fig. 28 Analysis Options

RESULTADOS

Simple Regression - TEMP vs. SITIO

Regression Analysis - Logarithmic-X model: Y = a + b*In(X)
Dependent variable: TEMP
Independent variable: SITIO

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept 37.0499 0.126386 293.149 0.0000
Slope -1.45848 0.0760062 -19.1889 0.0000

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 10.2867 1 10.2867 368.21 0.0000
Residual 0.223495 8 0.0279368

Total (Corr.) 10.5102 9

Correlation Coefficient = -0.989311

R-squared = 97.8735 percent

R-squared (adjusted for d.f.) = 97.6077 percent
Standard Error of Est. = 0.167143

Mean absolute error = 0.124147

Durbin-Watson statistic = 2.16076 (P=0.2474)
Lag 1 residual autocorrelation = -0.183051

The StatAdvisor

The output shows the results of fitting a logarithmic-X model to describe the relationship
between TEMP and SITI0. The equation of the fitted model is

TEMP = 37.0499 - 1.45848*In(SITI0)



Maria José Marques Dos Santos, Maria del Carmen Galindo de Santiago y Armando Cervantes Sandoval 55

Since the P-value in the ANOVA table is less than 0.01, there is a statistically significant
relationship between TEMP and SITIO at the 99% confidence level.

The R-Squared statistic indicates that the model as Ffitted explains 97.8735% of the
variability in TEMP. The correlation coefficient equals -0.989311, indicating a relatively
strong relationship between the variables. The standard error of the estimate shows the standard
deviation of the residuals to be 0.167143. This value can be used to construct prediction limits
for new observations by selecting the Forecasts option from the text menu.

The mean absolute error (MAE) of 0.124147 is the average value of the residuals. The Durbin-
Watson (DW) statistic tests the residuals to determine if there is any significant correlation
based on the order in which they occur in your data file. Since the P-value is greater than
0.05, there is no indication of serial autocorrelation in the residuals.

Plot of Fitted Model
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The StatAdvisor

This table shows the results of fitting several curvilinear models to the data. OFf the models
fitted, the logarithmic-X model yields the highest R-Squared value with 97.8735%. This is the
currently selected model.
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The table of unusual residuals lists all observations which have Studentized residuals greater
than 2.0 in absolute value. Studentized residuals measure how many standard deviations each
observed value of TEMP deviates from a model fitted using all of the data except that
observation. In this case, there are no Studentized residuals greater than 2.0.

Influential Points
Predicted Studentized
Row X Y Y Residual Leverage

Average leverage of single data point = 0.2
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The StatAdvisor

The table of influential data points lists all observations which have leverage values greater
than 3 times that of an average data point. Leverage 1is a statistic which measures how
influential each observation is in determining the coefficients of the estimated model. In this
case, an average data point would have a leverage value equal to 0.2. There are no data points
with more than 3 times the average leverage.

INTERPRETACION

Se ve claramente en el diagrama de dispersion que este modelo si se ajusta, ademas las
graficas de residuos no tienen ninguna tendencia y no existen residuos studentizados que en
valor absoluto sean mayores que 2. Asi que el modelo logaritmico es el mejor, esto es:

Temp =37.0499 —1.45848 * Ln(sitio)

La estimacion de f; se realiza de la misma forma, sustituyendo el valor estimado 5,, su
eror estandar y el valor t-student de tablas con 8 grados de libertad.

37.0499+1.8595(0.126386)
37.0499 -0.235015 < 5, <37.0499 +0.235015

36.814885 < 3, <37.284915
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CAPITULO 3

ANALISIS DE REGRESION LINEAL MULTIPLE Y
POLINOMICA

3.1 REGRESION LINEAL MULTIPLE

En la mayoria de los casos de la vida real, para poder predecir un comportamiento o fendmeno
son necesarias mas de una variable independiente o explicativa, por lo tanto, se tiene una funcion
lineal maltiple.

Los modelos de regresion estudiados en las secciones anteriores son modelos donde solo existe
una variable independiente X, ahora se estudiara el modelo de regresion multiple; es decir, donde
se tiene una variable dependiente Y y dos o mas independientes Xj, X>,..., Xi asi en vez de
obtener una funcién lineal en dos variables (linea recta), tendremos una funcion lineal en tres o
mas variables.

Las variables independientes numéricas tales como area, presion, volumen, longitud, peso, etc.
podran ser introducidas de manera directa a las ecuaciones de regresion para obtener el modelo
de prediccion. Otros tipos de variables, que no estén expresadas de manera numérica, tales como
tiempos transcurridos o fechas, deberan ser transformadas a una expresion numérica y de esta
manera involucrarlas en el analisis.

Y:f(Xsza"'an) ::Bo +ﬂ1X1 +ﬂ2X2 +"'+ﬂka +é;

Este modelo describe un hiperplano en un espacio k&—dimensional de las variables independientes
Xi. Los parametros /3 representan los cambios esperados en la variable respuesta Y por cambio
unitario en X;, cuando todas las variables independientes restantes X; (i#/) se mantienen
constantes. Por esta razon los pardmetros £ (= 0, 1, 2, ..., k) son frecuentemente llamados
coeficientes de regresion parcial. En regresion lineal triple todas las medias deben encontrarse
en un plano, el punto de interseccion del plano con el eje Y es la constante de regresion 3, .

Comparando la regresion simple contra la multiple se tiene que:

1. Es mas dificil la eleccion del mejor modelo, ya que casi siempre hay varias opciones
razonables.

2. Se dificulta visualizar el modelo, por la dificultad de “pintar” mas de tres dimensiones.

3. Requiere célculos complejos, generalmente se realiza con recursos computacionales y
software especializado.
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4. Ademas de los supuestos arriba mencionados para la regresion lineal simple, en la regresion
lineal multiple se debe cumplir la no colinealiadad de las variables explicativas.

¥

X

Fig. 28 Ajuste de un plano lineal con dos variables independientes

3.2 MINIMOS CUADRADOS

Al igual que en la regresion lineal simple, se puede trabajar el método de minimos cuadrados.
Para esto:

Y; :ﬂo +ﬂ1X1 +182X2 +"’+ﬂka T &

Este es el modelo de regresion lineal multiple con & regresores o variables explicativasy & +1
parametros.

Donde: ‘91':Yi_(ﬂo"'ﬂle+ﬂ2X2+"'+ﬂka)
Con base en los datos muestrales
& =) _)A’i =Y, —(by +bx, +bx, +---+b.x,)

Al elemento de la derecha se le conoce como residual o residuo y refleja la desviacion de los
datos observados con respecto al plano ajustado.

Suma de cuadrados, elevando al cuadrado y sumando los elementos de la ecuacion anterior.

Z(y; _)A’i)z = Z[Y[ —(by +bx, +b,x, +"'+bkxk)]2
im1

i=1
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El método consiste en encontrar los valores by, b, b,,... llamados estimadores de minimos

cuadrados, para los cuales la suma de cuadrados es minima. De tal manera que, se pueda
construir la siguiente tabla de ANOVA.

Tabla de ANOVA para las hipotesis:
Ho: B, =0
Ha: Almenosun S, #0

Fuente de gl SC CM Fc F¢

variacion
RegreSién k SCReg = SCTotal - SCEI‘mr CM SCReg CMReg Fi—a,l,)l—Z

fe = k CM Error
Error o n—k—1 " . _SCy,,,, —
Residual SCError = le(yz - yz) CMError - m
Total n-1 n _ — —
SCTolal = Z(yl _y)2
i-1

Donde los supuestos del analisis de Regresion se pueden resumir en la siguiente expresion.

2
e~ NIty y x,..x - O )

Los errores o residuales se distribuyen normal e independientemente con desviaciones al ajuste
lineal (Media) igual a cero y varianza o~ .

En forma mas explicita, el modelo clasico de regresion lineal multiple debe cumplir con los
siguientes supuestos.

1.

Las variables independientes Xj, X3, ..., Xk son fijas o no aleatorias.

Los errores g tienen distribuciones normales con ,Ugi =0 .

La varianza de la regresion es constante e igual a la varianza de los errores &

Gizf/xl,---,xk = 02 =0’
Los errores son estadisticamente independientes; es decir, los residuos (&) no estan
correlacionados [Cov(¢,,&,) =0,i # j].
Pueden existir relaciones significativas de dependencia lineal entre dos cualesquiera de las
variables independientes, pero su correlacion debe ser pequena (colinealidad).
El nimero de observaciones de la muestra debe superar al nimero de coeficientes de

regresion que se deben estimar para garantizar que el nimero de grados de libertad sea
diferente de cero.
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Después de obtener la ecuacion de regresion de la muestra, se debe establecer si los resultados de
la muestra son estadisticamente significativos para poder usar la ecuacion de regresion como
instrumento de prediccion.

Como ya se expuso esta inferencia se realiza con un analisis de varianza

3.3 COEFICIENTE CORRELACION PARCIAL y PARCIAL MULTIPLE

La correlacion es la medida de la fuerza de relacion lineal entre dos variables, después de
controlar los efectos de otras variables en el modelo; es decir, el grado de asociacion entre Yy
una variable explicativa, eliminando el efecto lineal de todas las otras variables explicativas.
Mide la fuerza de la relacion entre Y y una sola variable independiente, considerando la cantidad
en que se reduce la variacion explicada al incluir esta variable en la ecuacion de regresion. Esta
correlacion se representa por:

RY,Xl/XZ RY,XI/XZ,X3 RY,(X3 XsX5) X1, X,
Expresiones que se leen:

R

un modelo. También se puede leer: correlacion de Y—Xj, cuando X, ya estd en el modelo.

Y. X, X, Correlacion de las variables Y—Xj, cuando se tiene controlado el efecto de X, en

Ry, X,/X,,Xx, Correlacion de las variables Y—=Xj, cuando se tienen controlados los efectos de X,

y X3 en un modelo.

Ry,( X3,X,4,X5)/ X,,x, Correlacion de las variables X3, X4y y X5 con Y, cuando se tienen

controlados los efectos de X; y X> en un modelo.

3.4 COEFICIENTE DE DETERMINACION MULTIPLE

Al igual que en la regresion simple, el coeficiente de correlacion elevado al cuadrado es el
coeficiente de determinacion parcial.
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R;/(Xl KyeXy) T ;?g&
Total
_ S Ctotal ) CError
SCT otal
n n

¥ -Y)? - (Y, -Y)

i=1

—

i=

(¥, - )’

i=1

SC,

rror

SC,

otal

—1—

Donde r y r* representan la correlacién y determinacién simple, mientras que R y R” se
utilizan para la correlacion y determinacion multiple.

Es comun pensar en R* como una medida de la reduccion de la variabilidad de ¥, obtenida por
usar las variables explicativas Xj, X3, ... , Xx. Como en regresion simple, se puede tener 0 < R?
<1, sin embargo, un valor grande de R* no necesariamente implica que el modelo de regresion es
bueno, ya que adicionar una variable explicativa al modelo siempre incrementara R* a pesar de
que la variable explicativa contribuya muy poco al modelo. Lo cual puede llevar a interpretar,
predecir o estimar mal la correlacion multiple.

. ;L. 2 . 2 . . .
Algunos analistas prefieren el uso del estadistico R™ ajustada porque la R” ordinaria siempre
incrementara (al menos no decrece) cuando se adiciona un término nuevo al modelo de
regresion.

En los métodos de seleccion de variables y construccion de modelos R® ajustada se usa
frecuentemente para proteger al modelo de un sobreajuste, como seria incluir variables
innecesarias al modelo, la R* ajustada, penaliza al analista cuando esto ocurre. Esta medida es
calculada rutinariamente por la mayoria del software de analisis estadistico.

2
ajus

Se define R* ajustada como R reemplazando SCeor (suma de cuadrados del error) y SCioal

(suma de cuadrados total) por sus correspondientes Cuadrados Medios

SCErmr

—k—1) n—-1
R =1 =1- 1-R’
ajus SCTUm[ n— k _ 1 ( )

(n=1)

Si R? vy R* difieren dramaticamente, entonces indica que el modelo ha sido sobreespecificado,

ajus

esto es, hay términos que no contribuyen significativamente al ajuste.
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3.5 CONTRASTES DE HIPOTESIS DE LA REGRESION LINEAL MULTIPLE

A menudo se desea probar que tan significantes son los parametros del modelo de regresion, lo
cual se logra al contrastar si dichos coeficientes son iguales a cero; las hipdtesis son:

Hy:py=p=-=p=0
H, :p#0
Rechazar Ho implica que al menos una de variables del modelo contribuye significativamente al
ajuste. El pardmetro para probar esta hipdtesis es una generalizacion del utilizado en regresion

lineal simple. La suma total de cuadrados (SCr,) se descompone en la suma de cuadrados de
regresion (SCreg) y €n la sumas de cuadrados del error (SCyror).

SC,,.. =SC,,., +5C

Total Reg Error

Consecuentemente el valor de F estimado se obtiene de la ecuacion:

SChreq
Fo=—k _ CM e
¢ 7SCE” ror CM Error
n—k-1
Valor que se compara con una Fl @, de tablas. La regla de decision es: Se Rechaza Ho, si
PR

Fc > F de tablas.

3.6 INTERVALOS DE CONFIANZA EN REGRESION MULTIPLE

Los intervalos de confianza para los coeficientes individuales de regresion y para la media de la
variable de respuesta, juegan un papel importante en la regresion multiple.

Para construir intervalos de confianza para los coeficientes de regresion p;, es necesario asumir

, . . . . . . . 2
que los errores &, estan normal e independientemente distribuidos con media cero y varianza o°.
Por lo tanto las observaciones Y; estan normal e independientemente distribuidas con media

k . . ;.
B, +zi_1 B X, y varianza o’. Entonces los estimadores por minimos cuadrados b,. son una

combinacion lineal de las observaciones, resultando que b; estd normalmente distribuida con
media del vector 'y matriz de covarianza o(X°X)™". Esto implica que la distribuciéon marginal

de algunos coeficientes de regresion b, es normal con media B y varianza o Cjj, donde



Maria José Marques Dos Santos, Maria del Carmen Galindo de Santiago y Armando Cervantes Sandoval 65

, SC

— Error
n—k—1
el j-ésimo elemento diagonal de la matriz (X*X)™.

(n = nimero de observaciones y k es el nimero de coeficientes estimados) y Cj;es

De esta manera, el intervalo de confianza para 3, es el siguiente:

2
b, L Py (o) Cij

El intervalo de confianza para la media de Y, E[Y] se calcula de la siguiente manera:

5 2 =
Y, Ry ST \/O' X, (X' X)) x,

donde X, es el vector de puntos particulares X.

3.7 AUTOCORRELACION (NO INDEPENDENCIA DE LOS RESIDUOS)

El problema a estudiar ahora es aquel que se presenta cuando los términos de error en el modelo
de regresion no son independientes.

La falta de independencia puede presentarse en datos de estudios de corte transversal o en datos
en el tiempo. En el primer caso supdngase que se tiene interés en estudiar el consumo de familias
en diferentes barrios o zonas geograficas. Se puede pensar que dentro de la misma zona o barrio
los errores en el modelo de estimar el consumo estén correlacionados, debido por ejemplo al
hecho de que los vecinos quieren mantener un mismo nivel de consumo. En este caso se habla de
correlacion espacial.

La presencia de autocorrelacion en los errores tiene varios efectos en el procedimiento ordinario
de regresion por minimos cuadrados. Estos son resumidos a continuacion:

= Los coeficientes de regresion por minimos cuadrados ordinarios son mas imparciales.
Podemos decir que estos estimadores son ineficientes.

= Cuando los errores estan positivamente autocorrelacionados, los cuadrados medios
residuales subestiman seriamente a o¢”. Consecuentemente el error estindar del
coeficiente de regresion puede ser también pequeiio. Entonces los intervalos de confianza
resultan mas pequenos que lo que en realidad son y las pruebas de hipdtesis de los
coeficientes individuales de regresion pueden indicar que uno o mas variables
explicativas pueden contribuir significativamente al modelo cuando en realidad no es asi.
Generalmente la subestimacion de o” da al analista una falsa impresion de adecuacion del
modelo.
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Los intervalos de confianza y la pruebas de hipotesis basadas en las distribuciones ¢y F
son, estrictamente hablando, no apropiadas.

Dos problemas generales de autocorrelacion son:

Si la autocorrelacion se presenta porque una variable explicativa fue omitida y si esta
variable explicativa se identifica y se incluye en el modelo, la aparente autocorrelacion
puede desaparecer. Si el problema de autocorrelacion no puede ser resuelto incluyendo
previamente factores omitidos entonces el analista puede regresar al modelo que
especificamente incorpora la estructura de autocorrelacion. Tales modelos usualmente
requieren técnicas especiales de estimacion de parametros.

Otra situacion que ocurre frecuentemente sobre todo en negocios y economia es tener
datos en series de tiempo

3.7.1 DETECTANDO LA PRESENCIA DE AUTOCORRELACION

Los gréficos de residuos pueden ser usados para la deteccion de autocorrelacion (Fig 31). La
dispersion mas significativa es el grafico de residuos contra tiempo, que puede mostrar las
siguientes tendencias:

Autocorrelacion positiva: cuando los puntos se encuentran predominantemente en el
primer y tercer cuadrante, lo que significa que los residuos sucesivos tienden a tener el
mismo signo.

Autocorrelacion negativa: cuando la mayor parte de los puntos estan en el segundo y
cuarto cuadrante, y por lo tanto los residuos consecutivos tienden a tener signos opuestos.

Ausencia de autocorrelacion: cuando los puntos se extienden sobre los cuatro cuadrantes.

Varias pruebas estadisticas pueden ser usadas para detectar la presencia de autocorrelacion. La
prueba desarrollada por Durbin y Watson es ampliamente utilizada.

O 0 ()

(a) autocorrelacidn positiva | (b) autocorrelacion negativa {(c) no hay autocorrelacién

Fig. 31 Representacion grafica de los residuos sucesivos
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3.7.2 PRUEBA DE DURBIN WATSON

Esta prueba es util para detectar problemas de autocorrelacion de primer orden en los residuos.
El modelo mas sencillo que relaciona los errores es el modelo lineal, en el que los errores

poblacionales &, y &,_; tienen una correlacion o . Una estimacion de esta correlacion estara
dada por la correlacion entre los residuos de minimos cuadrados e; y ey.;.

Las hipdtesis nula y alterna que se plantean en esta prueba son:

Ho: los residuos no estan correlacionados
Ha: existe autocorrelacion de primer orden entre los residuos.

Estas hipotesis se pueden expresar como:

Ho:p=0
Ha:p>0

El estadistico de la prueba esta dado por

Donde los e ¢t =1, 2, ..., n, son los residuos de un analisis de minimos cuadrados ordinarios
aplicados a los datos (Y, X;). Desafortunadamente la distribucion de d, depende de la matriz X.

Sin embargo, Durbin y Watson muestran que d se encuentra entre 2 limites, dL y dU, tal que si d
cae fuera de estos limites, se puede llegar a una conclusion respecto a las hipotesis planteadas. El
procedimiento de decision es el siguiente:

Sid<d; se rechaza Ho : p=0
Sid>dy no se rechaza Ho . p =0
Sid,<d<dy La prueba es no concluyente

Es claro que pequefios valores de d implica que Ho: p = 0 puede ser rechazada porque la
autocorrelacion positiva indica que las condiciones de los errores sucesivos tienen magnitudes
similares, y la diferencia entre los residuos e; - e..; serd pequenia. Durbin y Watson sugieren varios
procedimientos para resolver resultados no concluyentes.

Los valores de los limites d; y dy, para varios tamafios de muestra, nimero de variables
explicativas y tres niveles de significacion (error tipo I) se pueden consultar en tablas.

La autocorrelacién negativa no se encuentra con frecuencia, sin embargo, si desea probar
autocorrelacion negativa, se puede usar 4 — d, donde d es definida como el estadistico de prueba.
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Entonces el criterio de decision para Ho: p = 0 vs Ha - p # 0 son los mismos usados en la prueba
de autocorrelacion positiva.

3.8 REGRESION POLINOMICA

Es frecuente encontrar que la relacion no lineal mas obvia entre dos variables es una en la que la
variable dependiente Y puede ser aproximada por medio de un polinomio en la variable
independiente X.

Una funcién de regresion polindmica de grado k (una variable explicativa) se define por la
ecuacion:

Y=B,+BX+BX ++B X" +¢

Una funcidn de regresion polindmica cominmente empleada es la de segundo grado (cuadratica)
que es una parabola que viene dada por:

Y:ﬂo+ﬂ1X+ﬂ2X2

Para hallar los estimadores de S,, S, y [, se utiliza la ecuacion de regresion lineal multiple,
pues haciendo los cambios de variable X; = X, X, = Xz,...,Xk =X* y usando la férmula
ﬁ = (X'X) ' (X"Y) para calcularlos, es como si se trabajara con regresion lineal multiple.

3.9 DIAGNC')STI,CO DEL MODELO DE REGRESION LINEAL MULTIPLE Y MEDIDAS
DE ADECUACION DEL MODELO

La evaluacion de la adecuacion del modelo es parte importante de un problema de regresion
multiple. Algunas de las técnicas que aqui se presentan son extensiones de las usadas en
regresion lineal simple.

3.10 GRAFICAS DE RESIDUOS

Los residuos e; en el modelo de regresion lineal multiple juegan un papel importante en el juicio
de la adecuaciéon del modelo, justo como en la regresion lineal simple. Las graficas de residuos
utilizadas para la regresion lineal simple se pueden aplicar directamente en regresion multiple.

Especificamente se obtienen las siguientes graficas:
e Residuos en graficos de normalidad
e Residuos contra cada variable explicativa X;.
e Residuos contra ¥; ajustada.
e Residuos en secuencia de tiempo (si se conoce)
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Estas graficas también se usan para detectar desviaciones de la normalidad, casos extremos,
desigualdad de varianzas y la equivocada funcion de una variable explicativa. En todas las
graficas pueden utilizarse residuos estandarizados o studentizados.

3.10.1 GRAFICAS DE RESIDUOS CONTRA VARIABLES EXPLICATIVAS OMITIDAS
POR EL MODELO

Si estas variables explicativas son candidatas que no fueron incluidos en el modelo, entonces
graficando los residuos vs. los niveles de esta variable explicativa (asumiendo que éstas son
conocidas) puede revelarse alguna dependencia de las respuesta Y en los factores omitidos. Si se
muestra alguna estructura en esta grafica, puede indicar que la incorporacion de este factor puede
mejorar el modelo.

3.10.2 GRAFICAS DE REGRESION X; vs VARIABLE EXPLICATIVA Xi.

Esta grafica se puede usar en el estudio de la relacion entre variables explicativas y la disposicion
de los datos entre variables explicativas y la disposicion de los datos en el espacio X.
Considerando el despliegue de la grafica de X; vs X

X; LI )
e o e
* e
oo @
°
e o
B
P

Fig. 29 Gréfica de X; contra X;

Indica que X; y X; estan altamente correlacionadas. Consecuentemente esto puede dar pauta a
incluir alguna de las variables en el modelo pero no las dos. Si dos o mas variables estan
altamente correlacionadas, se dice que se presenta multicolinealidad en los datos. La
multicolinealidad puede perturbar seriamente el ajuste de minimos cuadrados y en alguna
situacion hacer el modelo de regresion casi inutil.

Las graficas X; vs X; se pueden usar también para descubrir puntos que estan aislados del resto de
los datos y que pueden influenciar potencialmente las propiedades claves del modelo.
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3.11 DIAGNOSTICOS DE INFLUENCIA

Ocasionalmente se encuentra que un pequefio subconjunto de datos ejercen una influencia
desproporcionada en el ajuste del modelo de regresion. Esto es, los parametros estimados o las
predicciones pueden depender mas de la influencia de este subconjunto de puntos que de la
mayoria de los datos. Sera de importancia localizar estos puntos influyentes y evaluar su impacto
en el modelo. Si estos puntos influyentes son “malos” valores (mal registro, o equivocaciones al
transcribir), entonces pueden ser eliminados. Por otro lado, pueden ser datos no equivocados
pero si éstos controlan propiedades claves del modelo, seria conveniente conocer la magnitud de
influencia en el uso del modelo. Las siguientes medidas de influencia son las mas usadas.

3.11.1 PUNTOS DE INFLUENCIA (LEVERAGE POINTYS)

La disposicion de los puntos en el X-espacio es importante en la determinacion de las
propiedades del modelo. En particular, observaciones aisladas que potencialmente tienen una
influencia desproporcionada en la estimacion de parametros, valores de prediccion y el usual
resumen estadistico. Daniel y Wood (1980) sugieren que la suma de cuadrados ponderada, que es
la distancia desde el punto i-€simo al centro del conjunto de datos es:

— 2
L B(X, =X,
WSSDFZ M

LN CM g, ’

y, este punto puede considerarse como aislado en el X-espacio.

1=1,2,....n

El procedimiento general es que el total de puntos WSSD; se ordena de manera creciente y
ocurre una concentracion de puntos de donde se pueden identificar los valores grandes. Es dificil
dar una pauta formal para identificar un valor “grande” de WSSD;, generalmente si los valores
aumentan suavemente del mas pequefio al mas grande, es probable que no haya puntos extremos.
En cambio, saltos bruscos en la magnitud de WSSD; frecuentemente indican que uno o mas
puntos extremos estdan presentes.

3.11.2 DISTANCIA DE COOK

La distancia de Cook detecta si el i-ésimo caso es influyente y consiste en buscar la distancia
entre los pardmetros estimados si incluyen la observacion i-ésima y si no la incluyen. Cada
observacion tiene su distancia y se considera significativa (influyente) si es mayor que 1, esto es,
mide el cambio en la estimacion de los coeficientes de regresion si el i-ésimo caso es eliminado.
Si se remueve el caso con el valor Cook mas grande, la estimacion de los coeficientes puede
cambiar mas que por otro caso cualquiera. Para cada caso, Cook puede ser visto como una
medida Euclidiana escalada entre dos vectores de valores ajustados, en el primero el caso es
incluido, en el segundo el caso es excluido. Algebraicamente, esta medida puede escribirse como
una funcion de residuos de influencia. Para cada caso:
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> v 2
C? _ Z(Yz _Yj(i))
' k*CM

error

donde Yj; son los valores de prediccion cuando se ha eliminado una observacion, & es el niimero
de variables explicativas (X, Xa, ... ,X)). Cf es la distancia ponderada estandarizada ente los

coeficientes de regresion obtenidos de los datos completos y los coeficientes de regresion
obtenidos por la eliminacion de la i-ésima observacion. La estandarizacion estd dada por
k*CM gryor-

Si un punto es influyente, esta eliminaciéon causara grandes cambios y el valor de C; sera

grande. Un valor grande de C; indica que el punto es potencialmente influyente (leverage).

Se ha sugerido que los puntos de C; con valores mas grandes que el 50% del valor de F con k'y
(n — k—1) grados de libertad se clasifican como puntos influyentes. Una operacion practica es
clasificar los puntos de C; mas grandes que 1 como influyentes. En vez de usar un corte rigido,
se sugiere que todos los C; sean examinados. Un grafico de todos los C; (unit plot) o un

diagrama de tallo-hoja es un buen gréafico. Cuando los valores son mas o menos los mismos esta
accion no se considera.

3.11.3 DFFITS

Una medida similar a la distancia de Cook es la llamada DFFITS

Y. -Y.. &-p.
DFFITS i (7)i i pll

CMerror(i) pii CMerror(i) \ 1 - pii

donde p;; son los elementos de la diagonal de la matriz P (P = X(X'X) ' X") y CM_0r) son los
cuadrados medios residuales cuando se elimina la observacion i.

Las DFFITS corresponden a las Ci (como opuesto a C;) cuando la normalizacion es dada por
CMoror@ en vez de CMeyor. Los puntos con (DFFITS) més grandes, en valor absoluto, que

2

P son clasificados usualmente como puntos influyentes.
n —

3.11.4 DFBETA(S)

Es una medida de influencia del i-ésimo caso en cada estimacion de coeficientes de regresion
separadamente. Esto es, como cambia cada coeficiente de regresion estimado b, si el caso fuera

excluido. Se puede calcular este estadistico para un dato, corriendo dos regresiones, una con el



72  Analisis de Regresion, Un Enfoque Practico

dato y la otra sin €l. Entonces, para cada coeficiente, encontramos la diferencia en el valor entre
las dos estimaciones.

b.—b..
DFBETA, , =—1——10__

Error(i) Cii

donde C; son los elementos de la diagonal de la matriz (XX)" y b, es la estimacion del j-¢simo

coeficiente de regresion calculado sin la i-ésima observacion.

Un valor calculado grande de DFBETA;,; indica que la observacion i tiene influencia considerable
en el coeficiente de regresion j-ésimo. Observe que DFBETA;; es un vector n x (k-1) que da
informacion similar a la distancia de Cook.

El dato se considera influyente si DFBETA>i

N

3.12 INCUMPLIMIENTO DE LOS SUPUESTOS

En esta seccion se presentaran brevemente los problemas que surgen cuando los supuestos del
modelo de regresion maultiple no se cumplen. Los problemas que se plantearan son de
Multicolinealidad y deteccion de Correlacion Serial o Autocorrelacion en los residuos.

3.13 MULTICOLINEALIDAD

Este problema surge cuando no se cumple la condicion que sefiala que ninguna de las variables
explicativas puede ser una combinacion lineal exacta de las otras variables explicativas, es decir
las variables independientes estdn altamente correlacionadas entre si, de tal manera que unas
dependen de otras.

Si las variables independientes estan perfectamente relacionadas entre si en forma lineal, se dice
que son linealmente dependientes. En estos casos no se pueden obtener estimaciones de los
coeficientes de la ecuacion de regresion ya que no se pueden resolver las ecuaciones normales.

Cuando se presenta el problema de Multicolinealidad ente las variables independientes, el
sistema de ecuaciones normales (que permiten obtener los coeficientes de regresion) se ve
afectado y no da una solucion unica para cada uno de los parametros de la regresion. El problema
de la Multicolinealidad afecta a la descripcion del modelo de regresion multiple, ya que significa
que todos los datos se encuentran sobre una misma linea recta y por lo tanto no existe un plano
optimo, sino los infinitos que pasan por dicha recta.

En la practica, rara vez se encuentran casos de dependencia perfecta ya que los errores de
muestreo y de medicion son inevitables. Sin embargo, se habla de un problema de
Multicolinealidad cuando dos o mads variables independientes estdn altamente correlacionadas
entre si, o cuando hay bajas correlaciones entre dos variables pero altas entre tres o mas.
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Los efectos de la Multicolinealidad llevan a que los errores estdndares de los coeficientes sean
elevados, es decir tienden a ser mayor de lo que serian si no hubiera Multicolinealidad. Como
consecuencia el valor del estadistico 7 en la prueba de hipotesis de significacion de los §; es mas
pequetio de lo que deberia ser, y por lo tanto, es posible llegar a la conclusion erronea de que la
variable independiente X7 no es importante en el modelo.

La Multicolinealidad se puede medir a través de la matriz de correlacion, la cual permite conocer
la tendencia y magnitud de la relaciéon lineal o asociacion entre las variables independientes. El
modelo de regresion se vuelve cada vez menos confiable a medida que aumenta la correlacion
entre dichas variables independientes.

En general de acuerdo al valor de correlacion se propone la siguiente clasificacion:

Valor de r Intensidad de asociacion
0.00<r<0.30 Correlacion débil
0.30<r<0.75 Correlacion media
0.75<r<1.00 Correlacion fuerte

Se considera que existe Multicolinealidad entre dos wvariables independientes cuando la
correlacion entre ambas es fuerte (r > 0.75). Una manera de corregir este problema es eliminando
del modelo una de las variables independientes involucradas en la Multicolinealidad. La
pregunta es ;cudl de las dos?, la respuesta es la menos significativa. Otra manera seria tratar de
reemplazar la variable multicolineal por otra menos colineal pero sin alterar el contenido tedrico
del modelo.

Identificar la variable menos significativa en una regresion no es facil, ni se puede deducir
empiricamente de una simple observacion a los datos. Para lograr la identificacion de la variable
menos significativa de las que estdn altamente correlacionadas, se puede utilizar un
procedimiento estadistico denominado “Analisis Factorial”, el cual trata de agrupar aquellas
variables que se encuentran muy relacionadas entre si en un unico factor, bajo el criterio de que
¢éstas estdn poco relacionadas con el resto de las variables independientes no incluidas en este
factor; de tal manera que se logre pasar de un modelo inicial de “n” variables independientes a
otro modelo con “n — 1” variables independientes, eliminando de esta manera una de las dos
variables con alta correlacion.

Ejemplo 3: Un embotellador de refrescos esta analizando las rutas de servicio de las maquinas
expendedoras en su sistema de distribucion. El esta interesado en predecir el tiempo requerido
por el conductor de la ruta para mantener las maquinas expendedoras listas. Esta actividad de
servicio incluye el abastecimiento de la maquina con los productos de bebida y el mantenimiento
de rutina. El ingeniero industrial responsable del estudio sugiere que las dos variables mas
importantes que afectan el tiempo de reparto son el nimero de maquinas expendedoras con
producto que revisa (numero de casos) y la distancia recorrida por el conductor en la ruta. El
ingeniero recolectd 25 observaciones del tiempo de reparto, como se muestra en la tabla de
datos.
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X X y
Numero de casos | Distancia (Pies) | Tiempo de reparto

7 560 16.68
3 220 11.50
3 340 12.03
4 80 14.88
6 150 13.75
7 330 18.11
2 110 8.00
7 210 17.83
30 1460 79.24
5 605 21.50
16 688 40.33
10 215 21.00
4 255 13.50
6 462 19.75
9 448 24.00
10 776 29.00
6 200 15.35
7 132 19.00
3 36 9.50
17 770 35.10
10 140 17.90
26 810 52.32
9 450 18.75
8 635 19.83
4 150 10.75

Solucion:

1. Crear un archivo con tres columnas, en la hoja de célculo de STATGRAPHICS, una para la
variable dependiente y otras dos para las variables independientes.

2. Seguir la secuencia

Relate — Multiple Regression

3. En el didlogo que aparece colocar en el sitio correspondiente la variable respuesta, Tiempo
(Y), asi como las independientes, Casos y Distancia (X y X2).
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Multiple Regression E|

Casos Dependent Y ariable:

Tiempo |T iempa

Independent VW ariables:

Cazoz
Distancia

[Select:]

|

['eights:]

[~ Sart calumn names |
u] | Cancel | Delete | Transform... Help

Fig. 30 Regresién Mdltiple

4. Dar OK

RESULTADOS
Multiple Regression - Tiempo

Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-vValue
CONSTANT 2.34123 1.09673 2.13474 0.0442
Casos 1.61591 0.170735 9.46442 0.0000
Distancia 0.0143848 0.00361309 3.98131 0.0006

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 5550.81 2 2775.41 261.24 0.0000
Residual 233.732 22 10.6242

Total (Corr.) 5784 .54 24

R-squared = 95.9594 percent

R-squared (adjusted for d.f.) = 95.592 percent
Standard Error of Est. = 3.25947

Mean absolute error = 2.28396

Durbin-Watson statistic = 1.16957 (P=0.0119)
Lag 1 residual autocorrelation = 0.361037

The StatAdvisor

The output shows the results of fitting a multiple linear regression model to describe the
relationship between Tiempo and 2 independent variables. The equation of the fitted model is

Tiempo = 2.34123 + 1.61591*Casos + 0.0143848*Distancia

Since the P-value in the ANOVA table is less than 0.01, there is a statistically significant
relationship between the variables at the 99% confidence level.
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The R-Squared statistic indicates that the model as fitted explains 95.9594% of the
variability in Tiempo. The adjusted R-squared statistic, which is more suitable for comparing
models with different numbers of independent variables, is 95.592%. The standard error of the
estimate shows the standard deviation of the residuals to be 3.25947. This value can be used to
construct prediction limits for new observations by selecting the Reports option from the text
menu. The mean absolute error (MAE) of 2.28396 is the average value of the residuals. The Durbin-
Watson (DW) statistic tests the residuals to determine if there is any significant correlation
based on the order in which they occur in your data file. Since the P-value is less than
0.05, there is an indication of possible serial correlation. Plot the residuals versus row order
to see if there is any pattern which can be seen.

In determining whether the model can be simplified, notice that the highest P-value on the
independent variables is 0.0006, belonging to Distancia. Since the P-value is less than 0.01,
the highest order term is statistically significant at the 99% confidence level. Consequently,
you probably don®"t want to remove any variables from the model.

INTERPRETACION

Los resultados parciales muestran que un ajuste que considera a todas las variables, es
significativo y que la ecuacion de regresion para el tiempo de reparto, en funcion del
numero de casos y la distancia recorrida es:

Tiempo =2.34123+1.61591Casos +0.0143848 Distancia

El analisis de varianza indica que todos los coeficientes del modelo son diferentes de cero,
por lo que muy probablemente no haya que eliminar ninguna de las variables del modelo.

El coeficiente de determinacion indica una variacion explicada del 95.592%

La estadistica de Durbin-Watson tiene un p-value de 0.0119 < 0.05, lo que indica que se
rechaza la hipdtesis de independencia de los residuos (de no autocorrelacion); es decir
existe indicacion de posible correlacion de los residuos, lo cual podria indicar que la
significacion de las variables explicativas no es tan pequeifia como se aprecia.

NOTA: La recomendacion es leer con calma el texto del StatAdvisor.

Continuando con el analisis, regresamos a la ventana de resultados en el STATGRAPHICS para
5. Seleccionar las opciones tabulares y graficas. En las opciones tabulares, considerar todas las

opciones excepto Condicional Sums of Squares y reports. En las opciones graficas,
seleccionar todas las de residuos y la de observed vs. predicted.
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Tabular, Options [‘$_<|

v Analysiz Summary
[ Conditional Sums of Squares

[v Confidence Intervals

[ Reports

[v Unusual Residuals

v Influential Paints

0k, | Cancel all Help

Fig. 31 Opciones Tabulares

Graphical Options

X

lv Observed versus Predicted

v Residuals versus %

Iv Residuals versus Predicted

Iv Residuals versus Row Mumber

[ Interval Plots

Qk. | Cancel all Help

Fig. 32 Opciones Graficas

RESULTADOS
95.0% confidence intervals for coefficient estimates

Standard
Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit
CONSTANT 2.34123 1.09673 0.0667472 4.61572
Casos 1.61591 0.170735 1.26182 1.96999
Distancia 0.0143848 0.00361309 0.00689173 0.0218779

This table shows 95.0% confidence intervals for the coefficients in the model. Confidence
intervals show how precisely the coefficients can be estimated given the amount of available data
and the noise which iIs present.



78  Analisis de Regresion, Un Enfoque Practico

INTERPRETACION:
La tabla anterior muestra los intervalos del 95% de confianza para los parametros de
regresion:
0.0667472 < 5, <4.61572
1.26182 < B, <1.96999

0.00689173 < B, < 0.0218779

Correlation matrix for coefficient estimates

CONSTANT Casos Distancia
CONSTANT 1.0000 -0.2524 -0.2243
Casos -0.2524 1.0000 -0.8242
Distancia -0.2243 -0.8242 1.0000

This table shows estimated correlations between the coefficients in the fitted model. These
correlations can be used to detect the presence of serious multicollinearity, i.e., correlation
amongst the predictor variables. In this case, there is 1 correlation with absolute value greater
than 0.5 (not including the constant term).

Unusual Residuals

Predicted Studentized
Row Y Y Residual Residual
9 79.24 71.8203 7.41971 4.31

The table of unusual residuals lists all observations which have Studentized residuals greater
than 2.0 in absolute value. Studentized residuals measure how many standard deviations each
observed value of Tiempo deviates from a model fitted using all of the data except that
observation. In this case, there is one Studentized residual greater than 3.0. You should take a
careful look at the observations greater than 3.0 to determine whether they are outliers which
should be removed from the model and handled separately.

INTERPRETACION:

La matriz de correlacion muestra una correlacion de —0.8242 entre las variables
explicativas, lo que indica multicolinealidad, por lo que se podria eliminar una de ellas, ya
que ambas explican lo mismo. La pregunta es cual eliminar, vemos que ambas son
altamente significativas, pero la menos significativa es la “Distancia”, por lo que se podria
eliminar ésta.

Cabe hacer notar que, como se explico en la teoria, éste no seria el criterio idoneo, si
contaramos con las herramientas del Analisis Multivariado, se podria realizar un “Analisis
Factorial” para realizar una combinacion de ambas variables en un unico factor que
considerara una combinacion de las propiedades de ambas variables.

La tabla de residuos indica que existe un residuo studentizado mayor que 3.0, es necesario
revisar si hay “outliers”, en cuyo caso este punto se debe eliminar.
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Influential Points

Mahalanobis
Row Leverage Distance DFITS
9 0.498292 21.8851 4.29608
22 0.391575 13.8442 -1.19504

Average leverage of single data point = 0.12

The StatAdvisor

The table of influential data points lists all observations which have leverage values greater
than 3 times that of an average data point, or which have an unusually large value of DFITS.
Leverage is a statistic which measures how influential each observation is in determining the
coefficients of the estimated model. DFITS is a statistic which measures how much the estimated
coefficients would change if each observation was removed from the data set. In this case, an
average data point would have a leverage value equal to 0.12. There are 2 data points with more
than 3 times the average leverage, but none with more than 5 times. There are 2 data points with
unusually large values of DFITS.

Plot of Tiempo
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Residual Plot
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Si se elimina el punto #9, que es un outlier y se “corre” nuevamente el modelo lineal
multiple se obtienen los siguientes resultados
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RESULTADOS
Multiple Regression - Tiempo

Multiple Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic
CONSTANT 4.44724 0.952469 4.66917
Casos 1.49769 0.130207 11.5024
Distancia 0.0103241 0.00285359 3.61792

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio
Model 2293.24 2 1146.62 194.18
Residual 124.002 21 5.90488

Total (Corr.) 2417.25 23

R-squared = 94.8701 percent

R-squared (adjusted for d.f.) = 94.3815 percent
Standard Error of Est. = 2.43

Mean absolute error = 1.76865

Durbin-Watson statistic = 1.33133 (P=0.0383)
Lag 1 residual autocorrelation = 0.262598
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The StatAdvisor
The output shows the results of fitting a multiple linear regression model to describe the
relationship between Tiempo and 2 independent variables. The equation of the fitted model is

Tiempo = 4.44724 + 1.49769*Casos + 0.0103241*Distancia

Since the P-value in the ANOVA table is less than 0.01, there is a statistically significant
relationship between the variables at the 99% confidence level.

The R-Squared statistic indicates that the model as fitted explains 94.8701% of the
variability in Tiempo. The adjusted R-squared statistic, which is more suitable for comparing
models with different numbers of independent variables, is 94.3815%. The standard error of the
estimate shows the standard deviation of the residuals to be 2.43. This value can be used to
construct prediction limits for new observations by selecting the Reports option from the text
menu. The mean absolute error (MAE) of 1.76865 is the average value of the residuals. The
Durbin-Watson (DW) statistic tests the residuals to determine if there is any significant
correlation based on the order in which they occur in your data file. Since the P-value is less
than 0.05, there is an indication of possible serial correlation. Plot the residuals versus row
order to see if there is any pattern which can be seen.

In determining whether the model can be simplified, notice that the highest P-value on the
independent variables is 0.0016, belonging to Distancia. Since the P-value is less than 0.01, the
highest order term is statistically significant at the 99% confidence level. Consequently, you
probably don®"t want to remove any variables from the model.

Component+Residual Plot for Tiempo
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95.0% confidence intervals for coefficient estimates

Standard
Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit
CONSTANT 4.44724 0.952469 2.46647 6.42801
Casos 1.49769 0.130207 1.22691 1.76847
Distancia 0.0103241 0.00285359 0.00438969 0.0162584

This table shows 95.0% confidence intervals for the coefficients in the model. Confidence
intervals show how precisely the coefficients can be estimated given the amount of available data
and the noise which is present.
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Plot of Tiempo
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Correlation matrix for coefficient estimates

CONSTANT Casos Distancia
CONSTANT 1.0000 -0.3198 -0.3511
Casos -0.3198 1.0000 -0.6910
Distancia -0.3511 -0.6910 1.0000

This table shows estimated correlations between the coefficients in the fitted model. These
correlations can be used to detect the presence of serious multicollinearity, i.e., correlation
amongst the predictor variables. In this case, there is 1 correlation with absolute value greater
than 0.5 (not including the constant term).
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The StatAdvisor

The table of unusual residuals lists all observations which have Studentized residuals greater
than 2.0 in absolute value. Studentized residuals measure how many standard deviations each
observed value of Tiempo deviates from a model fitted using all of the data except that
observation. In this case, there is one Studentized residual greater than 2.0, but none greater
than 3.0.

Residual Plot
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"""""""""""" Mahalanobis
Row Leverage Distance DFITS
""" o  0.20438  4.69487  0.803377
10 0.14676 2.82754 0.982968
21 0.556714 26.6729 0.386657

Average leverage of single data point = 0.125

The StatAdvisor

The table of influential data points lists all observations which have leverage values greater
than 3 times that of an average data point, or which have an unusually large value of DFITS.
Leverage is a statistic which measures how influential each observation is in determining the
coefficients of the estimated model. DFITS is a statistic which measures how much the estimated
coefficients would change if each observation was removed from the data set. In this case, an
average data point would have a leverage value equal to 0.125. There is one data point with more
than 3 times the average leverage, but none with more than 5 times. There are 2 data points with
unusually large values of DFITS.
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Residual Plot
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INTERPRETACION

Este modelo aparentemente se ajusta muy bien, ya que el p-value del ANOVA es menor
que 0.01 y El valor de R? es de 94.38%. A pesar de que el problema de la autocorrelacion
no se resolvié del todo, el p-value aumenté ligeramente, pero las graficas de los residuos
mejoraron significativamente, no hay desviaciones importantes de la normalidad, ni de la
homogeneidad de varianzas y la multicolinealidad ya no es problema debido a que la
correlacion entre las variables explicativas no rebasa 0.75. Tampoco se tienen residuos
studentizados mayores que 3.0. Por lo cual nos quedamos con este modelo lineal multiple.

Tiempo = 4.44724 +1.49769 * Casos +0.0103241* Distancia

Los intervalos del 95% de confianza para los parametros de regresion son:

2.46647 < B, < 6.42801
1.22691< B <1.76847
0.00438969 < /3, < 0.0162584

3.14 METODOS DE SELECCION DE VARIABLES POR PASOS (PASO A PASO O
STEPWISE)

Se han desarrollado métodos alternativos de seleccion de variables, los cuales identifican bien
(aunque no necesariamente los mejores) subconjuntos de modelos, con considerable menos
calculo que el que se requiere para hacer todas las posibles regresiones. Estos métodos son
referidos como métodos de seleccion por pasos y se clasifican en tres categorias: (1) Seleccion
Forward (hacia delante), (2) Eliminacion Backward (hacia atras), y (3) Regresion Stepwise (paso
a paso), este ultimo es una combinacion popular de los procedimientos 1 y 2.
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Los subconjuntos de modelos se identifican secuencialmente por adicion o eliminacion,
dependiendo del método, de una variable que tenga mayor impacto en la Suma de Cuadrados
residual. Estos métodos por pasos no son garantia para encontrar el mejor subconjunto de
variables, y el resultado obtenido por otro método diferente puede no estar acorde con éste.

3.14.1 METODO DE SELECCION HACIA ADELANTE (FORWARD)

La seleccion Forward inicia con la eleccion de una variable del subconjunto de variables
independientes que explica la cantidad mas grande de variacion en la variable dependiente. Esta
sera la variable que tenga la mas alta correlacion simple con Y. Esta variable explicativa o
regresor también serd el que cause el valor mas grande del estadistico ' en la prueba de
significancia de la regresion. Este regresor se incorpora si el estadistico F excede un valor F
preseleccionado, llamado Fiy (o F-to-enter). El segundo regresor elegido para entrar al modelo
serda el que ahora tenga la correlacion mas alta con Y, después del ajuste por efecto de la
introduccion del primer regresor (X;) en Y. Esta correlacion se conoce como correlacion parcial.

Esta correlacion es la correlacion simple entre los residuales de la regresion Y =b, +5 X y los
residuales de la regresion de los otros regresores o variables candidatas en X;, es decir
X, =, +a,,X,,j= 2,3,...k.

Supongamos que en el paso 2 el regresor con la correlacion parcial mas alta con Y es X,. Esto
implica que el estadistico F parcial es
SCregrA(XZ /Xl)

- CM(X,,X,)

Si este valor F' excede Fjy, entonces X, se adiciona al modelo. En general, en cada paso el
regresor que tenga la correlacion parcial mas alta con Y (o equivalentemente la F parcial mas alta
dado por los otros regresores ya en el modelo) es adicionado al modelo si esta F parcial excede
el nivel de introduccion Fiy preseleccionado. El procedimiento termina cuando el estadistico F
parcial en un paso particular no excede Fy o cuando el ultimo regresor candidato se adiciona al
modelo.

3.14.2 METODO DE ELIMINACION HACIA ATRAS (BACKWARD)

La eliminacion Backward intenta encontrar un buen modelo trabajando en sentido opuesto a la
seleccion Forward. Esto es, inicia con el modelo completo que incluye los K regresores
candidatos para ir eliminando a cada paso un regresor o variable. Entonces la F' parcial se
calcula para cada regrresor como si fuera la ultima variable para entrar al modelo . El valor mas
pequefio de estas F parciales es comparado con un valor preseleccionado, Foyr (o F-to-remove),
por ejemplo, si el valor de F parcial mas pequeno es menor que Four, el regresor es removido del
modelo. Ahora el modelo de regresion con K-1 regresores es ajustado, se calculan los
estadisticos F parciales para este nuevo modelo y el procedimiento se repite. Una variable que
puede haber sido el mejor regresor para entrar en una etapa inicial de un analisis de regresion por
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pasos, en una etapa posterior, puede no ser el mejor debido a la relacion actual con otras
variables en la regresion, hecho por el cual, el valor F parcial resulta relevante.

El algoritmo de eliminacion Backward termina cuando el valor de F' parcial mas pequefio no es
menor que el valor de exclusion Foyr preseleccionado.

La eliminacion Backward es con frecuencia un muy buen procedimiento de seleccion de

variables y es particularmente favorecido por analistas que quieren ver los efectos de incluir
todas las variables candidatas antes de tener el modelo final.

3.14.3 METODO DE REGRESION PASO A PASO (STEPWISE)

Los dos procedimientos descritos anteriormente sugieren un niimero de posibles combinaciones.
Uno de los mas populares es el algoritmo de regresion Stepwise de Efroymson. La regresion
Stepwise es una modificacion de la seleccion Forward en la cual en cada paso todos los
regresores que entraron en el modelo previamente son reevaluadas via su estadistico F' parcial.
Un regresor adicionado en un paso temprano puede ahora ser redundante por la relacion entre
este y los demas regresores que ya se encuentran en la ecuacion y si su F parcial de es menor que
Four, entonces la variable es retirada del modelo. Se continua afadiendo y eliminando variables
hasta que el modelo sea estable.

La regresion paso a paso requiere dos cotas, Fiy y Four. Algunos analistas prefieren elegir Fjy =
Four, aunque esto no es necesario. Frecuentemente se propone elegir Fij>Four, para hacer
relativamente mas dificil la adicién que la eliminacién de un regresor.

3.15 COMENTARIOS GENERALES A LOS PROCEDIMIENTOS DE SELECCION DE
VARIABLES

Los algoritmos de seleccion de variables presentados anteriormente han sido criticados por varias
razones, la mas comun es que ninguno de estos procedimientos garantiza generalmente que el
mejor subgrupo de variables, de cualquier tamano, sea identificado para el modelo de regresion.
Ademas todos los tipos de procedimiento stepwise terminan con una ecuacion final y la
inexperiencia del analista puede conducir a que crean que encontraron un modelo que en algun
sentido es Optimo. Parte del problema es que es probable que no sea el mejor modelo, pero sera
igualmente bueno que otros.

La seleccion Forward, la eliminacion Backward y la regresion Stepwise no necesariamente
conducen a la misma eleccion del modelo final. La intercorrelacion entre los regresores afecta el
orden de entrada y remocion.

Algunos autores han notado que la seleccion Forward tiende a concordar con todas la posibles
regresiones para pequefios subgrupos (en tamafio) pero no para grandes, mientras que la
eliminacion Backward tiende a concordar con todas las regresiones de grandes subgrupos pero
no con los pequefios. Por estas razones los procedimientos de seleccion de variables deberan ser
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usados con precaucion. La recomendacion es usar el algoritmo de la regresion Stepwise seguida
por la eliminacion Backward. El algoritmo de la eliminacion Backward es, con frecuencia,
menos afectado adversamente por la estructura correlativa de la regresion que la seleccion
Forward.

La eleccioén del valor de cotas Fy y Four en los procedimientos tipo stepwise deben considerarse
para especificar un “alto a la regla” de este algoritmo. Algunos programas computacionales
permiten al analista especificar este numero directamente, mientras que otros requieren la
eleccion del Error Tipo I como a para generar Fyy y/o Four

Algunos usuarios prefieren elegir valores relativamente pequefios de Fjy y Foyr més que tener
varios regresores adicionales que ordinariamente puedan ser rechazados por valores de F' mas
conservadores. Una propuesta popular es elegir Fiy = Four = 4, que corresponde
aproximadamente al 5% superior de la distribucion F. También pueden elegirse diferentes
valores de Fiv y Four y observar los efectos de la eleccion del criterio en los subgrupos
obtenidos. Algunos autores recomiendan o = 0.25 para la selecciéon Forward, esto corresponde
numéricamente a un valor de Fjy de entre 1.3 y 2 y o = 0.10 para la eliminaciéon Backward.

Ejemplo 4 (Regresion Polinémica): Los siguientes datos acerca de y = concentracion de glucosa
(g/L) y x = tiempo de fermentacion (dias), para una mezcla en particular de licor de malta, se
obtuvieron de una grafica de dispersion incluida en el articulo “Improving Fermentation
Productivity with Reverse Osmosis” (Food Tech., 1984, pp. 92-96). Tomado de J. L. Devore,
(2001), Probabilidad y Estadistica para Ingenieria y Ciencias, 5°. ed., International
Thomson Editors, S. A. pp.561.

x| 1 2 3 4 5 6 7
y | 74 54 52 51 52 53 58 71

Solucion:
1. Crear un archivo con dos columnas, en la hoja de calculo de STATGRAPHICS, una para la
variable dependiente y otra para la variable independiente.
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Fig. 34 Datos del ejemplo 4

2. Seguir la secuencia
Relate — Polinomial Regression

3. En el didlogo que aparece colocar en el sitio correspondiente la variable respuesta, (Y)
Produccion, asi como la independiente(X), Tiempo.

Polynomial Regression le

"

|E0nc Glucosa

H

\E\ |Tiemp0

[Wwfeight:]

|

[Select:]

|
QK | Cancel | Delete | Transform... Help

I~ Sort column names

Fig. 35 Regresion Polindmica

4. Dar OK vy seleccionar las opciones tabulares y graficas, de manera semejante a la Regresion
lineal Simple
Tabular Options &|

Iv Analpsiz Summary

[™ Conditional Sums of Squares
[ Lack-of-Fit Test

[v Confidence Intervals

[¥ Farecasts

Iv Unuzual Residuals

Cancel All Help

Fig. 36 Opciones Tabulares
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Graphical Qptions

X

[v Flat of Fitted Model
[v Observed versus Predicted
[v Residuals versuz ¥

[v Residuals versus Predicted

[v Fesiduals versus Row Mumbes

ak | Cancel All Help

Fig. 36 Opciones Graficas

RESULTADOS
Polynomial Regression - Conc Glucosa versus Tiempo

Polynomial Regression Analysis

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
CONSTANT 84.4821 4.90361 17.2286 0.0000
Tiempo -15.875 2.50006 -6.34984 0.0014
Tiempon2 1.76786 0.27117 6.51937 0.0013

Source Sum of Squares Df Mean Square F-Ratio P-Value
Model 525.107 2 262.554 21.25 0.0036
Residual 61.7679 5 12.3536

Total (Corr.) 586.875 7

R-squared = 89.4751 percent

R-squared (adjusted for d.f.) = 85.2652 percent
Standard Error of Est. = 3.51476

Mean absolute error = 2.13839

Durbin-Watson statistic = 2.23489 (P=0.0555)
Lag 1 residual autocorrelation = -0.224957

The StatAdvisor

The output shows the results of fitting a second order polynomial model to describe the
relationship between Conc Glucosa and Tiempo.

The equation of the fitted model is
Conc Glucosa = 84.4821-15.875*Tiempo + 1.76786*Tiempo”2

Since the P-value in the ANOVA table is less than 0.01, there is a statistically significant
relationship between Conc Glucosa and Tiempo at the 99% confidence level.

The R-Squared statistic indicates that the model as fitted explains 89.4751% of the
variability in Conc Glucosa. The adjusted R-squared statistic, which is more suitable for
comparing models with different numbers of independent variables, is 85.2652%. The standard error
of the estimate shows the standard deviation of the residuals to be 3.51476. This value can be
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used to construct prediction limits for new observations by selecting the Forecasts option from
the text menu.

The mean absolute error (MAE) of 2.13839 is the average value of the residuals. The Durbin-Watson
(DW) statistic tests the residuals to determine if there is any significant correlation based on
the order in which they occur in your data Ffile. Since the P-value is greater than 0.05, there is
no indication of serial autocorrelation in the residuals.

In determining whether the order of the polynomial is appropriate, note first that the P-value
on the highest order term of the polynomial equals 0.00126938. Since the P-value is less than

0.01, the highest order term is statistically significant at the 99% confidence level.
Consequently, you probably don®"t want to consider any model of lower order.

Plot of Fitted Model
0 2 4 6
Tiempo

75
71
67
63
59
55
51

Conc Glucosa

8
INTERPRETACION

En el grafico se aprecia que el modelo lineal no es la mejor opcion de ajuste, ya que se
presenta una curvatura, entonces se propone un modelo cuadratico. Modelo que se ajusta
por “default” u omision, aunque con un clic derecho aparece un menu flotante donde se

puede seleccionar Opciones de Analisis y cambiar el orden a 3 = cubico o0 uno de mayor
orden.

Es importante considerar el valor de R? y de R ajustado, este ultimo con un valor del
85.27%

El ANOVA muestra que todos los coeficientes del modelo son diferentes de cero, entonces si
hay modelo.

El modelo es ConcGlu =84.4821—-15.875* Tiempo +1.76786 * Tiempo®

La estadistica de Durbin-Watson tiene un p-value de 0.0555 > 0.05, por lo que no hay
indicacion de no independencia de los residuos.
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Plot of Conc Glucosa
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Residual Plot
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row number
Unusual Residuals
Predicted Studentized
Row Y Y Residual Residual
1 74.0 70.375 3.625 3.28
2 54.0 59.8036 -5.80357 -3.53

The table of unusual residuals lists all observations which have Studentized residuals greater
than 2.0 in absolute value. Studentized residuals measure how many standard deviations each
observed value of Conc Glucosa deviates from a model fitted using all of the data except that
observation. In this case, there are 2 Studentized residuals greater than 3.0. You should take
a careful look at the observations greater than 3.0 to determine whether they are outliers which
should be removed from the model and handled separately.

Influential Points

Mahalanobis
Row Leverage Distance DFITS
1 0.708333 13.7143 5.11713
2 0.279762 1.47344 -2.20063

Average leverage of single data point = 0.375

The StatAdvisor

The table of influential data points lists all observations which have leverage values greater
than 3 times that of an average data point, or which have an unusually large value of DFITS.
Leverage is a statistic which measures how influential each observation is in determining the
coefficients of the estimated model. DFITS is a statistic which measures how much the estimated
coefficients would change if each observation was removed from the data set. In this case, an
average data point would have a leverage value equal to 0.375. There are no data points with more
than 3 times the average leverage. There are 2 data points with unusually large values of
DFITS.

INTERPRETACION

El siguiente paso es verificar los otros supuestos del modelo estadistico, que mediante los
graficos de residuales muestran que hay cierta desviacion de la normalidad.
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No parece haber desviaciones importantes de la homogeneidad de varianzas,

NOTA ACLARATORIA

Es costumbre realizar el analisis de supuestos con los datos originales, aunque se
recomienda que se haga con los residuos como se muestra en este ejemplo.

Se puede probar la normalidad de los residuos primero, guardandolos en la hoja de datos y
luego haciendo las pruebas de normalidad correspondientes.

124 STATGRAPHIGS Plus - Untitled StatFolio
File Edit Plot Describe Compars Relste Specal Spapstabs!! Ui Help

|8 @[] (0] o | B ] 8 ) 02
P

=1

Folynomi 1 Regre- .ion Analysis

Dependent variable: Conc Glucosa

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic
v

< | E1

95.0% confidence intervals for coefficient estimates

Standard
Estimate Error Lower Limit

84._4821 4.98361 71.877
~

Predicted Ualues

95.00%
Predicted Prediction Limits
Y Lover Upper

< |

Unusual Residuals

Predicted Studentized —
¥

¥ Residual Residual

748 78.375% 3.625 3.28
~

i

Influential Points

Mahalanobis
Leverage Distance

CAP UM

Fig. 38 Seleccion de la opcion SAVE RESULTS

En la VENTANA DE RESULTADOS DE LA REGRESION, dar clic en SAVE RESULTS
(4° boton de izquierda a derecha de la esquina superior izquierda de esta ventana).
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Save Results Options

Save

Standard Errors of Predictions
Lower Limits for Predictions
Upper Limits for Predictions
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Fig. 39 Guardando los resultados (Save Results Values)
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Guardar: Predicted values, Residuals y Studentized Residuals. Dar OK

Su hoja de datos aparece asi:
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0.177394

Bhi

HUM

Fig. 40 Hoja de Datos
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El siguiente paso es, del Menu, seguir la secuencia:

Describe — Distributions — Distribution Fitting (Uncensored Data)

Distribution Fitting (Uncensored Data)

Tiempo §

Conc Glucoza Data

PREDICTED |F|ESIDUALS
RESIDUALS

SRESIDUALS (Select ]

|

I Sort column names

QK | Cancel | Dielete | Tranzform. . Help

Fig. 41 Bondad de ajuste de los residuos

Tabular, Options

X

v Tests for Normality

W Goodness-of-Fit Tests
[ Tail Areas

[ Critical ¥ alues

[ Mammal Tolerance Limits

[ Distribution-Free Limits

0k | Cancel All Help

Fig. 42 Opciones tabulares
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Graphical Options ﬁl

[ Syrnmetry Plat

Iv Frequency Histogram

[~ Quantile Plat

[ Quantile-Ouantile Plat

| Distribution Functions 1

[ Distribution Functions 2

ak. | Cancel Al Help

Fig. 43 Opciones Graficas
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RESULTADOS
Uncensored Data - RESIDUALS

Analysis Summary
Data variable: RESIDUALS
8 values ranging from -5.80357 to 3.625

Fitted normal distribution:
mean = 3.75E-7
standard deviation = 2.97052

The StatAdvisor

This analysis shows the results of fitting a normal distribution to
the data on RESIDUALS. The estimated parameters of the fitted
distribution are shown above. You can test whether the normal
distribution fits the data adequately by selecting Goodness-of-Fit
Tests from the list of Tabular Options. You can also assess visually
how well the normal distribution fits by selecting Frequency Histogram
from the list of Graphical Options. Other options within the
procedure allow you to compute and display tail areas and critical
values for the distribution. To select a different distribution,
press the alternate mouse button and select Analysis Options.
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Histogram for RESIDUALS
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Tests for Normality for RESIDUALS

Computed Chi-Square goodness-of-fit statistic = 5.5
P-Value = 0.481457

Shapiro-Wilks W statistic = 0.943917
P-Value = 0.653312

Z score for skewness = 0.903239
P-Value = 0.366398

Z score for kurtosis not computed.

The StatAdvisor

This pane shows the results of several tests run to determine whether RESIDUALS can be
adequately modeled by a normal distribution. The chi-square test divides the range of RESIDUALS
into 9 equally probable classes and compares the number of observations in each class to the
number expected. The Shapiro-Wilks test is based upon comparing the quantiles of the fitted
normal distribution to the quantiles of the data. The standardized skewness test looks for lack
of symmetry in the data. The standardized kurtosis test looks for distributional shape which is
either flatter or more peaked than the normal distribution. The standardized kurtosis could not
be computed. The lowest P-value amongst the tests performed equals 0.366398. Because the P-
value for this test is greater than or equal to 0.10, we can not reject the idea that RESIDUALS
comes from a normal distribution with 90% or higher confidence.

Goodness-of-Fit Tests for RESIDUALS

Chi-Square Test

Lower Upper Observed Expected
Limit Limit Frequency Frequency Chi-Square
at or below -0.752577 3 3.20 0.01
above -0.752577 5 4.80 0.01

Insufficient data to conduct Chi-Square test.
Estimated Kolmogorov statistic DPLUS = 0.11117

Estimated Kolmogorov statistic DMINUS = 0.148011
Estimated overall statistic DN = 0.148011

Approximate P-Value = 0.994751
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EDF Statistic Value Modified Form P-Value
Kolmogorov-Smirnov D  0.148011 0.461639 >=0.10*
Anderson-Darling A"2 0.245289 0.276909 0.6547*

*Indicates that the P-Value has been compared to tables of critical values
specially constructed for fitting the currently selected distribution.
Other P-values are based on general tables and may be very conservative.

The StatAdvisor

This pane shows the results of tests run to determine whether
RESIDUALS can be adequately modeled by a normal distribution. The
chi-square test was not run because the number of observations was too
small.

Since the smallest P-value amongst the tests performed is greater
than or equal to 0.10, we can not reject the idea that RESIDUALS comes
from a normal distribution with 90% or higher confidence.

Todas las pruebas de normalidad, tienen p-values > 0.10, lo que indica que no existe ningin
problema con la normalidad de los residuos.

Por ultimo damos los intervalos de confianza del 95% de los parametros del modelo y para
la media y el pronodstico, cuando el tiempo es de 2.0 y 9.0:

95.0% confidence intervals for coefficient estimates

Standard
Parameter Estimate Error Lower Limit Upper Limit
CONSTANT 84.4821 4.90361 71.877 97.0873
Tiempo -15.875 2.50006 -22.3016 -9.44836
Tiempo”2 1.76786 0.27117 1.07079 2.46492

This table shows 95.0% confidence intervals for the coefficients in
the model. Confidence intervals show how precisely the coefficients
can be estimated given the amount of available data and the noise
which is present.

71.877 < B, <97.0873
~223016 < 3, < —9.44836
1.07079 < B, < 2.46492

Predicted Values

95 .00% 95.00%
Predicted Prediction Limits Confidence Limits
X Y Lower Upper Lower Upper
2.0 59.8036 49_.5826 70.0246 55.0247 64.5824
9.0 84.8036 69.2948 100.312 72.1984 97.4087
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The StatAdvisor

This table shows the predicted values for Conc Glucosa using the
fitted model. In addition to the best predictions, the table shows:

(1) 95.0% prediction intervals for new observations

(2) 95.0% confidence intervals for the mean of many observations
The prediction and confidence intervals correspond to the inner and
outer bounds on the graph of the fitted model.

55.0247 < u,, _, < 64.5824 72.1984 < 1,y <97.4087
49.5826 < Y._, < 70.0246 69.2948 <Y_, <100.312
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