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Resumen

En este trabajo se analiza el efecto del gradiente de presion pulsatil en el flujo de un fluido
no-Newtoniano viscoeldstico lineal en un capilar de radio r = a y longitud z = L. Para
modelar matematicamente el liquido no Newtoniano se emplea el modelo de Maxwell, el
cual se puede expresar como un resorte (ley de Hooke) conectado en serie a un piston (ley
de Newton dela viscosidad). Asumiendo flujo en estado no estacionario e isotérmico, fluido
incompresible y flujo cortante simple, se obtiene una ecuacién diferencial lineal parcial que
describe los mecanismos inerciales y los mecanismos viscoelasticos del sistema de flujo.
Aplicando el formalismo de Fourier, se obtiene una ecuacion de Bessel compleja para la
velocidad axial del sistema asumiendo que la velocidad es cero en la interfase del fluido,
es cero en la pared y es maxima en el centro del capilar. Integrando el perfil de velocidades
con respecto al 4rea de la seccion transversal, se obtiene el flujo volumétrico en funcién
de las propiedades materiales del sistema, el gradiente de presion, funcidn viscosidad
y la permeabilidad dindamica en el sistema. Finalmente, se usaron datos reométricos de
sangre con hipercolesterolemia con el fin de obtener las curvas resonantes del sistema de
estudio. Este trabajo de investigacion representa un esfuerzo en la busqueda constante de
soluciones de fluidos no Newtonianos biologicos en sistemas bioldgicos, tomando como
punto de partida Fenémenos de Transporte y Reologia de fluidos complejos.

Palabras claves: Flujo Cortante Simple, modelo de Maxwell, Flujo pulsatil, Permeabilidad
dindmica.
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Prdlogo

La primera edicidn de esta obra supuso un reto interesante por la oportunidad que
representa para que los alumnos de la carrera de Ingenieria Quimica, de la Facultad de
Estudios Superiores Zaragoza, profundicen sus conocimientos en el area de Fendmenos
de transporte y Reologia de los fluidos complejos.

El enfoque de este trabajo es introductorio, pero contiene el suficiente material para
considerarse avanzado lo cual lo vuelve atractivo a los profesionales de diversas areas
relacionadas que deseen adentrarse en estas disciplinas. Asimismo, se establecen los
antecedentes, y el marco tedrico detallado y suficiente para comprender, de manera precisa,
el punto fuerte de la investigacion: el flujo pulsatil sanguineo en un capilar. Las ecuaciones
de balance son desarrolladas completamente para los casos sencillos de flujo porque son la
antesala de problemas mas complejos, pero en esencia, para estos problemas, el algoritmo
de célculo es similar. Para aquellos interesados en profundizar en algtin tema de este libro,
se dispone de una amplia gama de referencias a articulos cientificos actualizados, asi como
referencias de textos clasicos de Reologia y Fenomenos de transporte tanto introductorios
como avanzados.

El lector podra encontrar en este escrito, de una manera explicita y resumida, el estado
del arte, las motivaciones, las aplicaciones, la descripcion, el analisis de las ecuaciones, la
interpretacion y las conclusiones del flujo sanguineo pulsatil de un fluido Maxwelliano en
un capilar con paredes inextensibles, asi como de los casos mas sencillos de flujo.

El propdsito del escrito versa en su metodologia de calculo de propiedades basicas del flujo
para una geometria cilindrica como lo son: el perfil de velocidades y el flujo volumétrico,
para diversas situaciones. Adicionalmente, se comparan los resultados teéricos con datos
reométricos de sangre humana tanto de personas sanas como de personas con alto nivel
de colesterol y se reporta una interpretacion tanto matematica como fisica.
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La Figura 0.1 muestra el orden de la informacién en que se recomienda consultar este
libro.
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CONCLUSIONES Y
TRABAJO A FUTURO

Figura [.I. Disposicién informativa de esta obra.




CAPITULD |
Introduccidn

2 Definicidn de flujo pulsatil

Elestudio delareologia de sistemas pulsatiles ha sido un temarecurrente enlainvestigacion
en fluidos Newtonianos y no-Newtonianos [1]. La idea principal es la de modificar el
gradiente de presion con el fin de obtener una modificacion en el flujo volumétrico con
respecto a aquel a gradiente de presidn constante [2-8]. El efecto del flujo pulsatil ha sido
utilizado para describir el flujo en sangre con bajo, medio y alto colesterol, debido al estilo
de vida que se lleva actualmente. Si suponemos que las venas son capilares inextensibles
y, adicionalmente, suponiendo que los mecanismos inerciales y gravitacionales son
pequenios, se tiene la siguiente expresion analitica:

Vp(t)=Vp, +eVp, = Vp, +&Vp,n(t)= Vp, (1+en(t)) (2.1)

En la Ec. (2.1) Vp(t) es el gradiente de presion pulsatil el cual, puede descomponerse
en dos contribuciones asociadas al gradiente de presion constante Vp(t),. El segundo
término Vp(t), se considera una perturbaciéon del sistema. Para facilitar los calculos, la
contribucion Vp(t), se aproxima mediante el producto del gradiente de presion constante
Vp(t), y una funcién estocastica que describe las variaciones temporales del gradiente de
presion pulsatil que, por ejemplo, es representado por una serie de Fourier. Noté que ¢ es
un parametro de perturbacion que puede considerarse como una amplitud de la funcién
estocastica n(t) [2, 9].

El aumento en el flujo volumétrico puede ser expresado de la siguiente manera y se conoce
también como mejora del flujo volumeétrico.

(%)= L(?ﬁo_ = 2.2)
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En donde Q(t) es el flujo volumétrico pulsatil, <Q(t)> es el promedio del flujo volumétrico
pulsatil el cual se define como:

S 2w
<Q(t)>:%£Q(t)dt:ﬁ ! Q(t)dt 23)
Y el flujo volumétrico se expresa mediante una doble integral volumétrico:
21 R,
Q(t)= .([ ﬁ[{ Vz(r,t)rdrd® o

Al integrar la Ec. (2.4) con respecto a la coordenada radial 1, se tiene la siguiente expresion
analitica:

0Vz
Q(t)=R2Vz(R,,t)— tR?Vz(R, t) - j—(rt)r dr 05

La rapidez de deformacion se puede expresar como el producto de la funcién fluidez y el
esfuerzo cortante zr, respectivamente:

5Vz

(r t)=¢(rt)o, (r.t) (2.6)
Del balance de momento, se tiene la siguiente expresion:
o, (t) = %Vp(t)r+% (2.7)

Combinando las Ecs. (2.5)-(2.7), se tiene la expresion final para el flujo volumétrico:

Vz(rt) = Vz(R,,t)+ I (rt)[ Vp(t) r+—}1 2.8)

Asumiendo que el perfil de velocidades se puede calcular de la Ec. (2.6), por lo que, se
tiene la siguiente expresion:

R,

VZ(Rz,t)—VZ(RI,t)—le(t) I (p(r,t)rdr

C, =

1

J- (rt

(2.9)
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Combinando las Ecs. (2.7) y (2.9), se tiene lo siguiente:

R
¢ 1
Q(1)=nR3Vz(R,,1)-nR;Vz(R,t) - nﬁ[ (p(r,l)(a Vp(t)r’+C, jrdr 2.10)

Para deducir la constante C,, se puede utilizar la condicion de frontera V (R,), por lo que
la Ec. (2.10) toma la forma:

r

Vz(r,t)=Vz(R,t)+ I (p(l_r,‘[)ozr (;,t)d;

R,

(2.11)

En el caso de un tubo y no una corona circular, la constante C, es igual a cero, i.e.,, C, =0.
En este caso, se pueden obtener expresiones analiticas para el flujo volumétrico dado por
la Ec. (2.2) en funcién de las propiedades materiales [2].

3 Reologia de la sangre humana

La sangre es un fluido formado por eritrocitos (glébulos rojos RCB), leucocitos (glébulos
blancos) y trombocitos (plaquetas), que son forzados por un gradiente de presion periddica
a través del sistema circulatorio humano [10, 11]. Los globulos rojos constituyen alrededor
del 45% de la sangre total en volumen, el plasma alrededor del 54.3% y los glébulos
blancos alrededor del 0.7%. Desde un punto de vista reolégico, la sangre (plasma y células)
es un fluido no Newtoniano complejo, y la principal explicacion de su comportamiento
complejo (viscoelasticidad, adelgazamiento por corte, tixotropia y esfuerzo de cedencia)
se encuentra en la capacidad de agregacion, desagregacion, deformacion, orientacion y
migracién de los eritrocitos [2, 12-15]. En muchos casos, el flujo de sangre dentro de los
vasos se ve fuertemente afectado por los niveles de colesterol y la hiperglucemia en las
venas, después de muchos afios de hipercolesterolemia el cual es un trastorno en el cuerpo
humano debido a un exceso de colesterol [16]. Esta condiciéon puede conducir a otras
enfermedades tales como: la aterosclerosis acelerada, angina de pecho, infarto, estenosis,
obesidad y diabetes tipo 2 debido a trastornos alimentarios y predisposiciones genéticas
[2, 10, 11], que han alcanzado el estatus de epidemia en todo el mundo, y herramientas
como el modelo matematico, simulacién computacional [17-19] y la medicina alternativa
basada en la plantas tradicionales utilizadas por médicos y aborigenes son alternativas
que permitirian encontrar soluciones a estos problemas [20].
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3.1 Hemorreologia: Sangre humana

La reologia es la ciencia que estudia la respuesta de los fluidos complejos en término de
dos parametros principales: el esfuerzo y deformacion (flujo). La sangre humana es un
fluido de reologia muy compleja, porque la viscosidad de la sangre no es proporcional
al esfuerzo aplicado, es decir, es un fluido no Newtoniano que cuenta con caracteristicas
adelgazantes al corte (cuanto mayor sea el esfuerzo aplicado menor es su viscosidad).
Esto se debe en parte a la formacion de estructuras transitorias (que se destruyen por el
flujo) de muy corta duracion, cuyo tamafio e intensidad dependen de la concentracion
de colesterol total, ente otros factores [21]. Por lo anterior, la Hemorreologia es la rama
de la Reologia que estudia la respuesta al flujo debido al esfuerzo y la deformacién de
la sangre.

El estudio de la sangre presenta un reto mundial, ya que el primer paso se concentra
en la caracterizacién de esta y, el segundo paso, se concentra en el efecto de trastornos
alimenticios que inducen diferentes patologias en el cuerpo humano, entre las cuales se
pueden citar:

(i) lahiperglucemia asociada con la diabetes tipo I y I, que se ha declarado epidemia
nacional,

ii) la hipercolesterolemia asociada con el colesterol alto que afecta las arterias y que
p q Yy q
provocan infartos al miocardio,

(iii) el cancer que es un desequilibrio en la produccion de glébulos blancos y todo tipo
de enfermedades de trasmision sexual.

La sangre humana es un fluido con gran cantidad de funciones dentro del cuerpo humano,
entre ellas la entrega de oxigeno y la remocién de didxido de carbono de tejidos distales,
y el transporte de nutrientes y metabolitos. Los trastornos metabdlicos en la actualidad
dan problemas que atafien a los seres humanos cada vez con mayor frecuencia: estos se
atribuyen a un sin nimero de factores de estrés, medio ambiente, alimentacion y genéticos,
como el hipercolesterolemia familiar. De los multiples trastornos metaboélicos presentes en
un ser humano, el hipercolesterolemia (altas concentraciones de colesterol en sangre >
200 mg/ dl) tiene grandes repercusiones en la fisiologia cardiovascular. La sangre es un
fluido con dos fases perfectamente diferenciadas: una suspension de células (eritrocitos
y leucocitos) que llamaremos fase dispersa en un medio liquido, como el plasma (agua,
sales, proteinas y metabolitos), que llamaremos fase contintia. La viscosidad de la sangre
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depende directamente de la relacion entre la cantidad de células y el contenido de
proteinas y metabolitos en el plasma. El colesterol total junto con los triglicéridos son las
sustancias que mas afectan la reologia de la sangre humana. La sangre con concentraciones
aumentadas de colesterol total presenta caracteristicas bioquimicas y mecanicas diferentes
de las de la sangre con concentraciones normales; la diferencia de viscosidad entre ambas
es de un orden de magnitud [21].

3.2 La sangre humana: un fluido no Newtoniano

La sangre humana se ha considerado con frecuencia como un fluido Newtoniano, es
decir, en muchas simulaciones y literatura cientifica se supone que su viscosidad no
depende del esfuerzo aplicado. Esto no es real, si la sangre exhibiera tal comportamiento
tendria que estar muy diluida o poseer un bajo peso molecular. La sangre esta compuesta
de células suspendidas en un medio liquido (plasma) y la interaccién entre las células
depende de la velocidad a la cual se mueve el fluido; cuando dicho fluido se encuentra
estatico, la repulsion entre las células de la sangre, debida a la carga negativa de sus
membranas, y el contenido de colesterol total y triglicéridos, interactiian en un balance
tal que los eritrocitos no muestran coalescencia generando estructuras estables al flujo,
esto ocurre solo cuando la sangre estd en presencia de un anticoagulante como el
acido etilen-diamin-tetra-acético (EDTA) y no existe una patologia que actiie como tal
sustancia [21, 22].

3.2.1 Las propiedades del flujo de la sangre dependen de varios factores

La sangre es un fluido con reologia muy compleja, cuyas propiedades de flujo resultan
afectadas por la orientacién y deformabilidad de las células sanguineas. Las propiedades
de agregacioén transitoria de las células sanguineas, en este caso los globulos rojos y las
plaquetas, obedecen a una teoria que sostiene que las macromoléculas, como el colesterol,
promueven la agregacion transitoria de los eritrocitos, ya que se interponen entre una
célula y otra, y generan puentes intermoleculares entre sus membranas para reducir la
interaccion electrostatica natural entre estas.
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3.2.1 Por qué la sangre humana se comporta como un fluido no Newtoniano

Un fluido Newtoniano como el agua es un sistema homogéneo de una sola fase, no tiene
particulas en suspension que puedan interactuar, ademas de que su estructura quimica es
simple por ser una molécula pequefia compuesta solo por un atomo de oxigeno unido a dos
atomos de hidrdégeno. Por esta razén el agua en estado liquido tendra la misma viscosidad
independientemente de la rapidez con la que se deforme. La sangre, por otro lado, es un
sistema que esta formado por una fase continua (plasma), que en esencia es un fluido
Newtoniano, pero tiene particulas en suspension (fase dispersa) que interacttian entre
si con el plasma. Esta fase dispersa esta compuesta de células cuyas membranas tienen
una carga eléctrica negativa y sustancias como el colesterol. Esto da lugar a un sistema
complejo cuya respuesta reologica es muy variada dependiendo del sistema de flujo y
las condiciones en las que se estudie. La Figura 3.1 ilustra las predicciones del modelo
constitutivo reologico de Carreau con datos reométricos de sangre humana con niveles de
colesterol normales. En el reograma, se observa que la curva presenta adelgazamiento al
corte, es decir, a mayor rapidez de deformacion, la funcién viscosidad disminuye. A bajas
rapidez de deformacidn, la sangre muestra una viscosidad constante, i.e. los hematocritos
forman conglomerados de particulas y todas las estructuras estan orientadas al azar (fase
dispersa) y por lo tanto mayor resistencia al flujo (Estado S, en la Figura 3.1).

La curva tedrica (roja) fue obtenida con el modelo de Carreau. Los datos reométricos
fueron obtenidos mediante un reémetro de cono y plato. El reograma muestra dos zonas
a viscosidad constante y una zona intermedia tipo ley de potencia.

A una rapidez de deformacion critica, la sangre presenta un cambio en su viscosidad
asociada a que los constituyentes de esta (eritrocitos, fase dispersa) se orientan mas en
la direccién de flujo, lo que da origen a estructuras que cada vez se oponen menos al
flujo y por lo tanto la viscosidad disminuye, i.e. el sistema presenta adelgazamiento al
corte. Por ultimo, a rapidez de deformacion alta, el sistema presenta una segunda zona
de viscosidad constante en donde la viscosidad sanguinea es del orden de la del plasma.
Estas estructuras no son estables pues al dejar de fluir, el sistema recobra su estructura
original y la viscosidad se eleva. Dentro del cuerpo humano, la sangre estd sometida a
rapideces de deformacion del orden de 1-100 s que corresponde a la parte central del
reograma tedrico [2, 10, 20, 21]. Notese que la viscosidad de la sangre depende de las
propiedades de agregacion de los glébulos rojos, y esta obedece a una teoria muy simple
la cual sostiene que las macromoléculas (colesterol, por ejemplo) promueven la agregacion
de los eritrocitos ya que se interponen entre una célula y otra generando puentes entre sus
membranas lo cual reduce la interaccion electroestatica natural entre dos células.
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Figura 3.1. Funcién viscosidad vs rapidez de
deformacién para un individuo sin colesterol.

3.2.3. Como se estudia la sangre en un redmetro

La sangre, como cualquier otro fluido, puede estudiarse mediante técnicas reométricas.
La sangre humana, para su estudio, se debe obtener de voluntarios humanos sanos, sin
coagulopatia en curso, mediante la aplicaciéon en un torniquete a la altura del musculo
biceps que genera turgencia para realzar las venas cefdlicas y basilica. Se procede a realizar
una puncion y extraer sangre (5 mL aproximadamente) en un tubo adicionado con EDTA
para evitar la coagulacion de la sangre durante el ensayo. Los ensayos efectuados se hacen
en situaciones de flujo controlado como el denominado flujo de corte simple en estado
estacionario, en el que fluido se coloca entre un disco y un cono (con un angulo pequefio
cercano a un grado) del mismo diametro, el cono gira a una velocidad angular controlada y
se determina la viscosidad a diferentes velocidades de giro. La temperatura es controlada
durante la prueba y se mantiene constante en condiciones similares a las de una persona
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sana (temperatura cercana a los 37°C). El equipo que controla la temperatura, la velocidad
de giro del cono y mide el torque generado se denomina redmetro. En esta investigacion,
se utilizé un equipo de la marca TA Instruments modelo AR-G2, con geometria de cono y
platos a una temperatura de 37 °C. Para caracterizar los fluidos, se han utilizado diferentes
ecuaciones constitutivas. Las investigaciones realizadas en este campo se han basado en
el estudio de liquidos Newtonianos y no Newtonianos. Los flujos oscilantes en sus dos
versiones han sido caracterizados con diferentes ecuaciones constitutivas para liquidos
débilmente elasticos y viscoelasticos. La mayoria de estos trabajos han empleado diferentes
ecuaciones reologicas [10, 21].




CAPITULD I
Objetivos e hipdtesis

4 (bjetivos e hipatesis de la investigacidn:

4.| Objetivo general

Estudiar la respuesta dinamica del flujo volumétrico y el gradiente de presiéon mediante
una funcién de transferencia para dos sistemas de estudio: (i) oclusiones periféricas y (ii)
oclusiones centrales.

4.2 Objetivos particulares

OP 1 Obtener expresiones analiticas para la velocidad axial y para el flujo volumétrico
de un fluido viscoelastico en funcién de las propiedades materiales del sistema.

OP 2 Analizar la funcién de transferencia en el espacio de Fourier en funcién de la
frecuencia y las propiedades del sistema.

OP 3 Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar las
ecuaciones y que se obtengan grupos adimensionales que describan los
mecanismos fisicos que gobiernan al sistema de estudio.

OP 4 Utilizar datos reométricos provenientes de la literatura con el fin de obtener las
curvas resonantes en funcion de la concentracion de colesterol en la muestra
bioldgica (sangre humana con hipercolesterolemia).
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4.3 Hipdtesis

Investigaciones muestran que el tamafio promedio de los eritrocitos es de = 6 um y el
diametro de las arterias, donde estos fluyen, es de 1-8 mm, es decir, 3 érdenes de magnitud
mayor en comparacion del didmetro de los eritrocitos [23]. Por lo anterior, se considera
el sistema sanguineo como un medio continuo monoféasico [24]. Adicionalmente, las
arterias se modelaran matematicamente como si se tratara de un capilar cilindrico, donde
el didmetro de éstas es mucho menor que su longitud L << D. Las paredes de los capilares,
en primera instancia, se consideran rigidas (inextensibles).
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Ecuaciones de transporte

9 Aproximaciones matematicas

En las ultimas décadas, el estudio del flujo oscilante se ha centrado basicamente en
métodos analiticos y numéricos avanzados, con el fin de obtener resultados que describan
con mayor precision la parte fenomenoldgica de estos sistemas fisicos utilizado diferentes
ecuaciones constitutivas. Por otra parte, existen trabajos en la literatura donde las técnicas
perturbativas antes descritas no son aplicables, por lo que se debe recurrir a métodos
variacionales y computacionales tipo Galerkin [25].

b Fendmenos de transporte

Los fendmenos de transporte se definen como la rama de la termodinamica irreversible
que estudia los mecanismos de transporte en la transferencia de momento, energia y masa.
Estos pueden ser estudiados a nivel macroscopico, microscépico y molecular [1, 22]. La
ecuacion diferencial parcial basica de transporte puede ser descrita en términos de una
ecuacion de balance de la forma siguiente [1, 22]:

0
—X=-V.Y+f
at 6.1)

El primer término de la Ec. (6.1) representa el cambio de la propiedad de transporte X con
respecto el tiempo, la cual es igual a los cambios espaciales del flux a través del negativo
de la divergencia del flux Y al cual se suma el término que esta relacionado a las fuerzas
de bulto (momento), trabajo irreversible en contra de las fuerzas viscosas o viscoelasticas
(energia) o la generacidn por reaccién quimica (masa).
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Tabla B.1. Variables dindmicas involucradas en las ecuaciones
basicas de transporte de movimiento, energia y masa.

ey . E :
MOMENTO pV pvRv-pl + o pPg
ENERGIA U =pCpT “kVT o:D
MASA C, N, =-cD,;Vx,+x,(N,+N,) R,
CONTINUIDAD o pV

B.I Transferencia de momentum (cantidad de movimientao)

La ecuacion de balance de cantidad de movimiento se basa principalmente en la segunda
ley de newton del movimiento aplicado a un medio continuo, la cual puede ser escrita de
la siguiente manera [1, 22]:

0

a(pV)+V-[pV®V]——Vp+V-G +pg 6.2)
En la Ec. (6.2) p es la densidad del fluido (puntual), V es el vector de velocidad, V®V es
el producto diadico de los vectores de velocidad, p es la presion termodinamica en el
sistema, O es el tensor de esfuerzos que puede ser de naturaleza viscosa o viscoelastica, y
g es el vector aceleracion de la gravedad, que en el campo terrestre es una constante igual a
9.81 m/s? Si el fluido que describe la relacion del tensor de esfuerzos con el tensor rapidez
de deformacion es lineal, i.e., que la potencia es del tensor rapidez de deformacion sea
uno, entonces:

6=2D=p(VV+VV') 6.3)

y suponiendo que el proceso es isotérmico (temperatura constante) y ademas se considera
que el fluido es incompresible, la Ec. (6.3) se transforma en la famosa ecuacion de Navier-
Stokes para los fluidos Newtonianos [1, 22]:
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DV 0 2
La Ec. (6.4) es base para describir la dinamica de flujo en fluidos Newtonianos y ha
sido ampliamente estudiada de manera analitica y numérica, en geometrias simples y

complejas [1].

6.2 Transferencia de energia

La ecuacién de balance energético se puede interpretar como una extension de la primera
ley de la termodindmica a un sistema irreversible y continuo de una sustancia pura, en
donde el tiempo si es una variable importante, en contraste con el punto de vista clasico
donde no es tomada en cuenta.
DU (0

E+V-V U=-V.qte:D

Dt (6.5)

Mediante una transformacién de Legendre [26], la Ec. (5.5) puede expresarse en términos
de la entalpia, i.e. U=H-pV, por lo que se tiene lo siguiente

E:R(p\/)—v-qﬂr:D

Si suponemos que el volumen puede expresarse en términos de cantidades especificas, i.e.
el volumen especifico es igual al inverso de la densidad, por lo que: V = 1/p entonces se
tiene lo siguiente:

@:B P —V-q-l—(;:D:B _1Dp + ! %—V-q-l-GID
Dt Dtlp pl pDt) (p)Dt 6.7)

La Ec. (6.7) se puede simplificar en términos de la ecuacion de continuidad

1D
1Dp oy
p Dt (6.8)
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Sustituyendo, la Ec. (6.8) en (6.7), se tiene lo siguiente:

E=E(v-v)+[1J%lt’—v-q+<s:D

Dt p p (6.9)

Como la entalpia H es una funcion de estado, se puede expresar en términos de las variables
intensivas H = H(T, P) por lo que, se tiene lo siguiente:

dH:[a—Hj dT+[a—HJ dp
ar ), ap ), (6.10)

La derivada parcial de la entalpia con respecto la temperatura se conoce como capacidad
calorifica a presion constante [26] (Ec. (6.11))

HE
oT , (6.11)

Si suponemos que el proceso se da a presion constante, la entalpia puede expresarse como:

T L= =
H(T):!;CP(T)dTJFH(To):%[CP(T)dTJFHO (6.12)

Si el fluido es incompresible, es decir su velocidad es un campo solenoidal y las variaciones
de la temperatura no son altas, el sistema se encuentra en el régimen de la termodinamica
irreversible lineal, lo que conlleva a que:

H(T)=Cp(T-T,)+H, (6.13)

La entalpia del sistema de estudio se puede expresar como el producto de la densidad,
la capacidad calorifica a presién constante y la temperatura, por lo tanto, la ecuacion de
balance de energia (Ec. (6.9)) toma la forma:

q=-kVT (6.14)

Suponiendo que, el flux de energia se puede expresar como el producto de la conductividad
térmica y el gradiente de temperaturas (Ley de Fourier), se tiene lo siguiente [1, 22]:
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D
E(PCPT) =-V-qta:D (6.15)

Al sustituir la Ec. (6.15) en (6.14), se tiene lo siguiente:

D D
pCpE(T)+Ta(PCP):Vk'VT+kV'VT +0:D (6.16)

Si suponemos que los cambios espaciales y temporales, no son grandes, es decir estamos
en régimen de gradientes de temperatura bajos, la Ec. (6.16) toma la forma:

DT

C
Pth

0 2
bt —_— . — + N
pCp(atJrV v |T=k9°T + 20(11, )(D:D) o
La Ec. (6.17) es punto de partida para estudiar problemas de transporte transitorio,
advectivos, moleculares y de disipaciéon de fluidos no-Newtonianos en geometrias
simples. En particular, si el fluido es newtoniano, i.e.,, no importa cémo se deforme el
fluido, su viscosidad permanece constante:

pCpE—pCp[§+V-VjT:kV2T +2u(D:D)

Dt (6.18)

B.3 Transferencia de masa

La ecuacion que describe los cambios espaciales y temporales del flujo molar de una
especie quimica A puede ser descrita a través de la siguiente expresion:

oC
WA =-V-N,+R, (6.19)

Donde C, es la concentracion molar de la especie quimica A, N, es el flux molar de la
especie quimica A y R, es la cinética quimica de la especie A en unidades molares [27].
Hay tantas ecuaciones de balance de materia como de especies quimicas presentes en el
sistema. Si s6lo estd presente una especie quimica, la Ec. (6.19) se reduce a la ecuacién de
continuidad. La Ec. (6.19) es punto de partida para estudiar los problemas de transferencia
de materia en diferentes sistemas fisicos [22] (Capitulo 18), por otro lado, el flux total
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combinado N,, en presencia dos especies quimicas que reaccionan, se expresa por medio
de la Ec.(6.20):

N, =—cD,;Vx, +x, (N, +N;) (6.20)
La Ec. (6.20) puede ser reescrita en términos de la velocidad global del sistema:
N, =-cD,;Vx, +C,V (6.21)

Al sustituir la Ec. (6.21) en la Ec. (6.19)

oC
Efurv.((jAv) =V:(D,,VC, )+R, (6.22)

La Ec. (6.22) describe los cambios temporales y espaciales de la concentracion de la especie
A por efecto de los mecanismos difusivos y de generacion asociados a la reaccion quimica
R,. Si la reaccion quimica es modelada mediante una cinética quimica de una reaccion
monomolecular irreversible de orden n, entonces:

=k (O 23
R AT = n A (6' )
Al substituir la Ec. (6.23), en la Ec. (6.22),

D(iA -, (V'V)+VDAB _VCA +DABV2CA- knCZ

(6.24)

La Ec. (6.24) describe los cambios espaciales y temporales de la concentracién como
funcion de los mecanismos difusivos y de reaccion quimica monomolecular, respec-
tivamente [1, 22].

7 Reologia

La Reologia es la disciplina cientifica que se dedica al estudio de la deformacioén y flujo
de la materia [28]. Su objetivo esta restringido a la observacion del comportamiento de
materiales sometidos a deformaciones muy sencillas, desarrollando posteriormente un
modelo matematico que permita obtener las propiedades mecanicas del material. Un
sistema es capaz de fluir debido a las fuerzas cortantes que se le apliquen, i.e. el sistema
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fluye debido a una deformacion continua e irreversible que se le aplique. Una de las
propiedades materiales mas importantes en reologia es la viscosidad, que se puede
interpretar como la resistencia que ofrecen los fluidos a ser deformados cuando son
sometidos a un esfuerzo [1, 22, 29].

1.1 Tipos de fluido

En esta seccion, se presentan los fundamentos matematicos de la reologia como lo son:
(i) Los tensores basicos y (ii) ecuaciones constitutivas que describen la naturaleza del
material de estudio. En mecanica del medio continuo, una ecuacion constitutiva describe
la relacion entre las variables dindmicas en el sistema, en particular para la reologia, el
esfuerzo y la deformacidn, i.e. o = f(e).

1.2 Tensores
1.2.1 Tensor de deformacidn

El tensor de deformacidn es un tensor de segundo orden, el cual describe la deformaciéon
relativa de un medio continuo con respecto a una variable. El tensor de deformacion es
adimensional debido a que *t,** L;*%;** L. Matematicamente, se puede representar de la
siguiente manera [1, 29, 30]:

au‘x auy auz
x  Oox o
vuz| 8 My O, (7.1)
oy Oy Oy
aux 6uy auz
0z E 0z

Notese, que el tensor de deformaciéon carece de unidades por ser el cociente de dos
longitudes caracteristicas.
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1.2.2 Tensor gradiente de velocidad

Al tomar la derivada temporal del tensor de deformacion, obtenemos el tensor gradiente
de velocidad, el cual se puede expresar de la siguiente manera [1, 22]:

6Vx 6Vy 6Vz
0x E 0z
VV = i(Vu) = o, % ov, (7.2)
dt ox 0Oy Oz
avx av}’ avz
Ox 5 0z

A diferencia del tensor de deformacion, el tensor gradiente de deformacidn tiene unidades
de inverso del tiempo.

1.2.3 Tensor rapidez de deformacian

El tensor gradiente de velocidad, fisicamente, proporciona informaciéon acerca de la
evolucidon temporal de la deformaciéon en el medio continuo, y sus unidades son de
inverso de tiempo. El tensor gradiente de velocidad VV puede ser descompuesto en una
parte simétrica D = (VV)_y otra parte anti simétrica W = (VV), llamados tensor rapidez de
deformacion y tensor de vorticidad, respectivamente [24, 29]:

VVzl(VV+VVT)+1(VV—VVT):D+W (7.3)
2 2

En coordenadas cartesianas (X, y, z), el tensor rapidez de deformacién puede ser descrito
matematicamente de forma matricial [1, 22]:

Es importante notar, que el tensor rapidez de deformacion es un tensor de segundo orden
simétrico, esto implica que su transpuesta es igual al tensor, i.e. D = D™. Fisicamente, esta
matriz simétrica nos muestra la rapidez con la que es deformado un elemento del medio
continuo [1, 22]
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aVx vy, oVx (8Vz anJ
ox 2 0x 8y 2\ ox oz
D:l(VV+(VV)T): = aV_X+5Vy aV_y l %4_8\/_}/ (7.4)
2 2 oy ox dy 20 ey @z
|2 o) J[Vy V) Ve
0z 0x 2\ 0z Oy oz

1.2.4 Tensor de Vorticidad

El tensor de Vorticidad en coordenadas cartesianas se define de la siguiente manera [1, 22]:

i %_a\/x (%_a\/xj
ox Oy ox 0z
1 T 1{0Vx 0Vy 1(o0Vz 0OVy
W=—(VV-(VV —-—=2 0 —-=
2 (V- )= 2[ oy 8x] 2(8}/ 62] (7.5)
1(avX_avZ] 1(oVy davz 0
0z 0ox 0z 0oy

El tensor de vorticidad es de segundo orden y anti-simétrico, es decir W=-W". Fisicamente
muestra la informacién acerca de las rotaciones de los elementos materiales en el medio
continuo.

7.2.3 Tensor de esfuerzos

Aligual que los tensores anteriormente definidos, el tensor de esfuerzos, es un de segundo
orden, el cual se puede describir como una matriz simétrica de 3x3 formada por nueve
elementos, siempre que las bases vectoriales espaciales sean ortogonales [31, 32]. Los
elementos fuera de la diagonal principal son llamados esfuerzos cortantes, mientras que
los elementos en la diagonal principal son llamados esfuerzos normales [29, 30]. Notese,
que los esfuerzos cortantes inducen el movimiento del elemento material del volumen de
control, mientras que los elementos en la diagonal principal modifican la forma geométrica
de este, pero no lo modifican. El tensor de esfuerzos se puede expresar como:
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XX Xy ze
6= b L3 ny yz
6, O, O, (7.6)

Matematicamente, es importante destacar que el tensor de esfuerzos es simétrico, es decir
los elementos fuera de la diagonal principal son iguales.

1.3 Viscoelasticidad

Se dice que un fluido es viscoelastico cuando exhibe un comportamiento sélido (elastico)
y liquido (viscoso), jde manera simultdnea! Los esfuerzos en un material eldstico
dependen de qué tan lejos se encuentra el material deformado del estado original, sin
considerar la escala de tiempo de la deformacién. En los sélidos elasticos, cuando el
esfuerzo cesa, el fluido o material adquiere su forma original; entonces se dice que dicha
sustancia posee una memoria perfecta [24]. Por otro lado, un liquido no tiene memoria,
por lo tanto, cuando el esfuerzo cesa, el liquido permanece en su tltima posicion. Desde
un punto de vista energético, el trabajo que se usa para deformar un soélido elastico se
almacena en el fluido como energia potencial y puede recuperarse totalmente cuando el
material regresa al estado sin deformacién, de la misma manera, el trabajo que requiere
un liquido viscoso para deformarse se disipa y no puede recuperarse, es decir, como se
dijo anteriormente, se deforma continua e irreversiblemente. En principio es importante
conocer la preponderancia de una u otra propiedad, la forma mas comun es por medio
de una constante de tiempo caracteristica del material, esta tltima es relativa a un tiempo
caracteristico de observacién o bien, de experimentacién. La relacion entre el tiempo
caracteristico del material y el tiempo caracteristico de observacion, se denomina niimero
de Deborah [1, 24, 29, 30, 33]:

t (7.7)
La forma de la expresidon del nimero de Deborah depende del tipo de flujo reométrico

empleado, sin embargo, para flujos mas complejos, depende de otros numeros
adimensionales [34].
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Tabla 7.1. Nttimero de Deborah en funcion de la
amplitud de deformacion aplicada al fluido

Amplitud de LR EE
P ., Deborah, Denominacion del Modelo constitutivo
deformacion, .
A . material representante
yO 0 o /1]/ o %la)
tobs
Alta Mucho menor a 1 L%qmdo VlSCO'SO Ley de viscosidad de
(Fluido Newtoniano) Newton
Se consideran
Moderada Menor a 1 Fluido de segundo términ9s de segunda
orden derivada de la
funcién o = {(y)
. . Fluido viscoelastico Ecuaciones de
Baja Aproximado a1 . ) L.
lineal analogias mecanicas.
Ecuaciones de
Fluido viscoelastico no analogfas mecdnicas
Moderada Aproximado a1 . con modificaciones a
lineal .
las derivadas de las
cantidades dinamicas
Modelo de potencia,
Fluido no Newtoniano modelo de Cross
Alt A imadoal !
a proxiadoa (inelastico) Modelo de Carreau
etc.
Ley de elasticidad
Alta Mucho mayoral | Solido eléstico no lineal ey de elastaca
Neo - hookeana
Baja Mayor a1 Solido elastico lineal | Ley de elasticidad de

Hooke
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No ideales

Reopéctico

Dependientes del
tiempo

Newtonianos Tixotrépico

Pseudoplastico

Engrosante

Independientes del Esf. de cedencia ->
tiempo Newtonioano

Esf. de cedencia ->
No newtonioano

Analogias
mecanicas

Liquidos No newtonianos

Lineales

—> iscoelast Gel débil o gel fuerte

No lineales (visco-
elasto-plasticos)

Figura 7.1. Clasificacién de los fluidos segun la reologia.

1.4 Ecuaciones constitutivas reoldgicas

Las funciones materiales y las ecuaciones constitutivas son aquellas relaciones entre dos o
mas cantidades fisicas de un material en especifico (comtinmente entre fenémenos cinéti-
cos y propiedades cinematicas). Adicionalmente, son combinadas con otras ecuaciones de
leyes fisicas para resolver problemas. Algunas ecuaciones constitutivas son simplemente
fenomenoldgicas (relaciones empiricas) y otras son deducidas de principios basicos. Sin
duda, conforme la complejidad del fluido es mayor, la forma de las ecuaciones constituti-
vas serd mas complicada.

La Reologia se enfoca en observar el comportamiento de los materiales a condiciones de
flujo controladas, es decir, a deformaciones y esfuerzos relativamente simples. Las ecua-
ciones constitutivas reoldgicas tienen 2 objetivos principales:
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1. Predecir el comportamiento del fluido, desde un punto de vista macroscopico, a
las condiciones de proceso dadas.

2. Estudiar y caracterizar de manera indirecta la estructura microscopica del fluido
e investigar los factores que la alteran; para esto se comparan los parametros

reologicos.

Por lo anterior, la caracterizacion reoldgica tiene una gran importancia en el control de
calidad y control de procesos industriales.

Tabla 7.2. Modelos viscoelasticos comunes en la descripcion del flujo pulsatil.

Régimen Nombre ECUE.ICIO’II Funcion Viscosidad
constitutiva
Ley de Potencia r-i
e Onedl D =ml2 .
(Ostwald) ° N*ip l](HD) m( 2(D.D))
(i) =——
Ellis 62l D o [Mj
Gip
1
II)=—
Inelastico Reinner . n(tl,) o, +-20 "%
(viscoso) Phillipoff G 'y, 5 [|G| ]z
1+ =
GS
Mo — Mo
ML =g h———2
e onedl, D (In)72
Carreau 6 2n°dl, |:1+(}\'|HD|)Z:|
Ny n-l
Hershel-Bulkley ¢ * 2ndl,*D (1) = ST +m(1l;)
D
P n= Mo
Maxwell G+A, 50 2n,D 142, g
Viscoelastico
lineal g ) 142 2
e — T
Jeffreys 0+}»Matc 2n0(1+kjatjD n=1, %t
I+X, —
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Régimen Nombre Ecua.icm.n Funcién Viscosidad
constitutiva
o6 6 25
Burgers [35] GleW(GlTh +sz +GzTh )Eﬂ]lnz Otz =2G Gzn D+2G1n1n2 8t
Viscoelastico
lineal 3 62
Tsay [35] (G +G)o+(n+1,)— 5 6=2G,G,D+2(Gn, Jerryl)—])+277,772 = -D
Convectiva .
Superior de 6+\,6=2nD
Maxwell
A o
Oldroyd-A 6+, 6=21,(D-2,D)
v v
OldI‘Oyd-B G+ }\‘M G = 2710 [DJr}‘J D)
Configuracional d e =, (D -1, l”)j
de Jeffreys
White-Metzner (1) v
o+ o =2n(ll,)D
[36] )
Phan-Thien- o
Tanner S(Tr(S)S+4,S =2n,D
Viscoelastico | generalizado con T=—pl+o, +6, =—pl+21,D+S
no lineal [37]
an,
Giesekus [38] S+4, s+ g 2n,D
P
Johnson- - P
Segalman [39] SIS,
2 A
X, S+ max| 0, | *|S=2nD
d

Saramito [40]

conS, =S—(1/N)Tr(S)I
conS, =S—(1/N)Tr(S)I

Bautista-
Manero-Puig
[21, 41-45]

v
6+LG:ED
Go ¢

co (th ‘pﬂx +k (I, 11, ) (0, -¢)o:D
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(13]

Régimen Nombre Ecue.acm.n Funcién Viscosidad
constitutiva
\%
6+A(P)o=2n(P)D
Rosenblatt [46] DP &P
— =—+V-VP=Kk(1-P)-a (Il )P
= (1-P)-a(Il;)
ON D, )
Viscogléstico 70 +V-VN, =D, V"N, _mvv -0
no lineal e = 1 b(IL)
Moyers-Owens |5 ¥ VM= D VM 7kBT‘;KVV 6 7Ea(IID)M2 4 TD(N(,-M)

6,+16—D,L(V’e, +(VV:6,)I)=2N, (k,T+c) D

- - -
6, +16-D,1(V’6, +(VV 6, )T)=2M (k,T+x) D

1.9 Derivadas temporales objetivas

Son derivadas temporales que no dependen del marco de referencia usado (derivadas
objetivas). Muestran la rapidez de cambio de un tensor en un pequefio trozo del material
que es descrito por el sistema de coordenadas mientras rota (o no) y/o se expande (o
contrae). La Tabla 7.3 muestra las derivadas temporales objetivas mas comunes [29]:

Tabla 7.3. Derivadas temporales objetivas.

Nombre

Expresion

Derivada convectiva superior

v
c=&—(L-c+c-LT) conL=VV
Dt

Derivada convectiva inferior

A De
i

—Ft—(L~0+G-LT)
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Nombre Expresion
Derivada corrotacional (o de T De
Jaumann) G:E_(W'(ﬁLG W)

Derivada configuracional

Derivada de Gordon-Schowalter

Do

SZE+G-W—W‘G—3(6-W+W-G)

Tabla 7.4. Definiciones de las variables dinamicas con unidades.

Nombre Simbolo | Unidades (MKS) Nombre
Tensor de esfuerzo o Pa Pascal
I d
Tensor rapidez de deformacion D 1/s fverso ge
segundo
I
Tensor de vorticidad \4 1/s nverso de
segundo
Funcion viscosidad n Pas Pascal-segundo
Segundo-invariante del tensor Inverso de
] ., IT, 1/s
rapidez deformacion segundo
Tiempo de relajacion de
Maxwell Ay s Segundo
Tiempo de retardo de Jeffreys A, s Segundo
Viscosidades a bajo n, Pas Pascal segundo
y alto corte n.

A pesar de existir distintos tipos de ecuaciones, a todas ellas se les exige una serie de

requisitos:

a) La relacion entre esfuerzo y deformacion debe ser independiente de rotaciones o

traslaciones impuestas al fluido.
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b) Debe ser independiente del sistema de coordenadas elegido.

¢) Larespuesta del material debe ser independiente de lo que ocurra en los alrededores
de los distintos elementos; es decir, para un elemento infinitesimal de fluido, se debe
satisfacer las condiciones de contorno, pero al margen de esto, su comportamiento

deberia ser independiente de lo que les ocurra a los elementos vecinos (principio de
localidad [32]).
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8 Fluido Newtoniano

Desde el punto de vista de la Reologia, los fluidos Newtonianos son aquellos, que no
importa la rapidez con la que sean deformados, su viscosidad permanece constante.
Matematicamente, un fluido Newtoniano se caracteriza por cumplir la Ley de Newton, es
decir, que existe una relacion lineal entre el esfuerzo cortante y la rapidez de deformacion.
La ecuacion tensorial basica de este tipo de fluidos se define como:

6 =2uD=p(VV+(VV)') 8.1)

La constante de proporcionalidad se denomina viscosidad newtoniana p y se mide en Pa s
(en SI). En la Ec. (8.1) el tensor de esfuerzos y el tensor de rapidez de deformacién, o y D
respectivamente, tienen unidades de Pa y s en el sistema internacional de unidades. Por
definicion, todos aquellos fluidos que no siguen la Ec. (8.1) son no-Newtonianos.

9 Fluidos no Newtonianos

Desde el punto de vista tecnoldgico e industrial, los fluidos no-Newtonianos, son punto
de partida en la mayoria de los procesos y el estudio de nuevos materiales, incluyendo
aplicaciones tecnoldgicas e investigacion basica. Las suspensiones densas, lodos,
emulsiones, soluciones de polimeros de cadena larga, soluciones jabonosas, fluidos
bioldgicos, alimentos liquidos, pastas, pinturas, suspensiones de arcillas y mezclas de
hormigoén son, en general, no-Newtonianos. La relacién entre esfuerzo cortante y la
velocidad de deformacidén para fluidos no Newtonianos no es lineal. Estos fluidos a su vez
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se diferencian en dependientes e independientes del tiempo. En este punto, la viscosidad
no es constante y depende de la rapidez con la que se deforme, temperatura, presion,
composicion, frecuencia y pH [1, 22]. La ecuacion basica del fluido no-Newtoniano
inelastico se puede expresar como:

& =2n(1l,)D=n(IL, ) (VV+(VV)') 9.1)

En la Ec. (9.1), n(I)) es la funcion viscosidad generalizada, la cual depende del segundo
invariante del tensor de rapidez de deformacion, de la siguiente forma:

I, =,/2(D:D) 9.2)

En la Ec. (9.2) D:D es el doble producto tensorial del tensor rapidez de deformacion,
también conocido como doble contraccion del tensor de rapidez de deformacion. Este
escalar nos da informacién del tipo de flujo que se esta estudiando, i.e. flujo cortante,
flujo extensional o una combinacién de estos [1, 22]. La Ec. (38) es valida para fluidos no-
Newtonianos ineldsticos, para incorporar los mecanismos elasticos esta tltima ecuacion
es modificada.

9.1 Fluidos viscoelasticos lineales

La viscoelasticidad, como ya se menciond, es un tipo de comportamiento reoldgico que
presentan ciertos materiales que exhiben tantas propiedades viscosas como propiedades
elasticas cuando son sometidos a deformaciones. Un material viscoeldstico es un
material para el cual existe una relacién lineal entre los tensores de esfuerzo y rapidez de
deformacion. Matematicamente, la relacion mas simple de un material viscoelastico lineal
puede ser expresado de la siguiente manera [1]:

(nl) o)

0
_no (O R TS o {07 R
at(m)c—B ¢+B 8‘[€+ +B 5 g ©93)

0
c+A“)§c+---+A(‘“)

Para generar modelos viscoeldsticos lineales, los valores de los coeficientes A y B de la
Ec. (9.3) son modificados. Los modelos mas comunes son: (i) Maxwell, (ii) Jeffreys, (iii)
Burgers, etc. Todos estos modelos son combinaciones de resortes y pistones (émbolos) lo
que genera los diferentes tipos de ecuaciones constitutivas. Cada uno de estos modelos
difiere enla disposicion de los pistones y delos amortiguadores. Ademas, solo son aplicados
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a fluidos con gradientes de desplazamiento extremadamente pequefio (deformaciones
pequenias). En la Figura 9.1 se observa un dispositivo clasico que representa al modelo
viscoelastico mas sencillo conocido como fluido viscoelastico de Maxwell. Cada uno de
estos modelos difiere en la disposicion de los muelles y amortiguadores. Ademas, solo son
aplicados a fluidos con gradientes de desplazamiento extremadamente pequefio.

o B o

Figura 5.1. Modelo de Maxwell: un piston (ley de Newton)
esta conectado a un resorte (ley de Hooke) en serie

9.1.1 Modelo de Maxwell

El modelo de Maxwell (Figura 9.1) se puede describir como la suma de una contribucion
viscosa y otra elastica que esta asociada con la recuperacién:

Y - YNewton + YHooke 9.4)

Derivando la deformacion total con respecto el tiempo, se tiene lo siguiente:

’Y - YNeMon+YHooke 9.5)

La contribucién de Newton y de Hooke se sustituye en la expresidn anterior:

o o .o dfe)_so 10
y YNeM011 YHOOk ,r.lo 8‘[ GO n(] GO at (9.6)

Multiplicando la Ec. (9.6) por la viscosidad a bajas rapidez de deformacién, se obtiene la
siguiente expresion:
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no:y =o+&gc= 1+n—02 c
G, ot G, @t

9.7)
Si se define el tiempo de relajacion de Maxwell, como A =n/G, por lo que la expresion
anterior toma la forma:

n, 0 :
1 i Gl =
( i at]ﬁ oY 9.8)

Finalmente, si el tensor que describe la evolucién de la deformacién ¥ se expresa en
términos del tensor rapidez de deformacion, i.e. (d/dt) y = 2D, se tiene el modelo tensorial
reologico de Maxwell:

0
o+ }\.0 ac = 2n0D (9.9)

El modelo de Maxwell predice que el esfuerzo decaera exponencialmente con el tiempo
en, por ejemplo, un polimero sometido a deformacién constante, lo cual se ajusta bastante
bien a lo observado experimentalmente para muchos polimeros liquidos. Sin embargo,
una limitacion importante es que no predice el comportamiento de flujo lento (creep) de
muchos polimeros ya que en este caso predice un aumento lineal de la deformacién con el
tiempo si el esfuerzo es constante, sin embargo, la mayor parte de los polimeros muestran
una tasa de deformacién decreciente con el tiempo. Por otra parte, esta ecuaciéon esta
limitada solamente a deformaciones bajas, mientras que los procesos industriales trabajan
a deformaciones moderadas y altas, respectivamente, por lo que se necesitan ecuaciones
diferentes al modelo explicado por la Ec. (9.9) [22](Capitulo 8).

9.2 Pruebas de flujo reoldgicas
9.2.1 Flujo cortante simple en estado estacionario

En esta prueba la muestra es deformada por medio de un esfuerzo cortante el cual se
puede representar por medio de dos placas paralelas en las cuales se aplica una fuerza en
direccién del flujo de tal manera que la transferencia de momento se da en la componente
ortogonal a la velocidad (eje coordenado y) como se muestra en la Figura 9.2.
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EL PLATO SUPERIOR SE MUEVE A VELOCIDAD CONSTANTE

7z
o

v, = Y -y

P

Figura 9.2. Sistema de placas paralelas.
El fluido es cortado y se produce un flujo homogéneo.

En el flujo cortante simple, las matrices de los tensores de esfuerzo y rapidez de deformacion
toman la forma:

1(oVz 0OVx
0 0 —| —+—
c, 0 o, 2\ 0ox oz
c=| 0 o, 0 [|;D= 0 0 0 (9.10)
0
o,, c,, l oVx 2 oVz 0 0
2\ 0z ox

Sustituyendo las Ecs. de (9.10) en la Ec. (9.9) del modelo de Maxwell, se tiene lo siguiente:

1(oVz 0OVx
0 0 —| —+
6, 0 o, 2 ., 0 o, 2\ ox oz
0 o, O +koa 0 o, 0 |=2n, 0 0 0
o, 0 o, o, 0 o, 1(0Vx &OVz 0 0
2\ &z " ox 6.1

Desacoplando el sistema de matrices descrito por la Ec. (9.11), se tiene que

6 .
[1+X0 5) 0 =Ny ¥ 9.12)

0 0
(Hw gj("xx -0,)= [Hko ngl =0 (9.13)
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0 0
[MO 5](% -0,)= [Me ngz =t 9.14)

En estado estacionario, el modelo de Maxwell se reduce a la ley de viscosidad de Newton,
y la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales, N, y N,, son cero, i.e.:

(9.15)

9.21. Funciones materiales del modelo de Maxwell

Las funciones materiales describen la naturaleza fisica del material sometido a un flujo.
En flujo cortante simple existen tres principales: (i) La funcién viscosidad, (ii) El primer
coeficiente de esfuerzos normales y (iii) el segundo coeficiente de esfuerzos normales. Para
el modelo de Maxwell (Ec. (9.15)) se tiene lo siguiente:

a) Funcién viscosidad

n [’sz ) = ._X7 - TI()
Y., (9.16)

b) Primera diferencia de esfuerzos normales

Vs 9.17)

¢) Segunda diferencia de esfuerzos normales

v, (9.18)

¢ Por lo tanto, en estado estacionario, el modelo de Maxwell en un flujo cortante simple
m coincide con el modelo de Newton de los fluidos viscosos y la primera y segunda diferencia
de esfuerzos normales son cero.
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9.2.2 Flujo oscilatorio de baja amplitud de deformacian

En flujo oscilatorio de pequena amplitud de deformacion (por sus siglas en inglés SAOS)
se estudia la respuesta mecanica oscilatoria de un flujo cortante en estado no estacionario
en términos de la frecuencia w (espacio de Fourier), a deformaciones muy pequeiias. Por
ejemplo, el modelo de Maxwell en el espacio de Fourier [47] toma la siguiente forma:

(141, -iw)o,, (0) =7, 7(0) (9.19)

Dividiendo el esfuerzo y la rapidez de deformacién, se obtiene la llamada viscosidad
compleja:
i®
n*(io) = ( ) _ no.
Y (i(D) 1 =+ }\,01(,0 (9.20)

La viscosidad compleja n*(io) se puede desacoplar en una parte real y otra imaginaria por
lo que, se tiene lo siguiente:

1 l-iro 1 Ay
*(im)=n"(0)-in"(w)= ——— =G, i

Separando la parte real y la parte imaginaria de la Ec. (9.21), se tiene la siguiente expresion
para la viscosidad real (Ec. (9.22)) y viscosidad imaginaria respectivamente (Ec. (9.23)):

o Gk
(0 — S S . S—
ve) 1+(1,0)" 9.22)

v ve MpAg®
(D = —
(@) 1+(A0)° 9.23)

La relacion del moédulo elastico y del médulo viscoso con las viscosidades real e imaginaria
estan dados por las siguientes expresiones [29]: G’ (w)=on (0) y G’ (w)=01n"'(®). Por lo que,
a partir de las Ecs. (9.22) y (9.23) se tiene lo siguiente:

2 2
A,

1+ (h0) (9.24)
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A,®
G"(0)=G,—2—
(@)=6, 1+(20)’ (9.25)

Las Ecs. (9.24) y (9.25) son las expresiones analiticas para los médulos de almacenamiento
y pérdida del modelo de Maxwell. Estas expresiones describen las propiedades
viscoelasticas del material a través de la variacion de la frecuencia angular. Un hecho
importante es cuando se igualan las dos expresiones (G'=G"’), el equimoédulo; y por medio
de 1/w_= A_se obtiene el tiempo de relajacion de Maxwell, por lo que, en el caso mas
simple, el sistema de flujo oscilatorio permite calcular una de las propiedades materiales
del sistema, conocido como tiempo de relajacion de Maxwell, se podria decir que esta
cantidad es la huella digital del fluido (a las condiciones de temperatura y concentracion
dadas). Obsérvese que, cuando la frecuencia disminuye, las Ec. (9.26) y (9.27) predicen, es
escala logaritmica, una pendiente de 2 y 1, respectivamente:

(1013 [Log(G'(m))] =2Log(®)+Log(nsh,) (9.26)
lim| Log (G"(0)) |= 1Log(w)+Log (n,) 9.27)

Adicionalmente, a altas frecuencias, el mdédulo elastico exhibe un valor constante

TG (o)1= | ho |
wllg[G (m)]_ == Go 1+(1 oo)2 =0 (9.28)
0 .

Los casos particulares de las Ecs. (9.26)-(19.4) nos permiten calcular los parametros
materiales del sistema (1, A, G,). La Figura 9.3 muestra las graficas de G’y G” que genera
el modelo viscoelastico lineal de Maxwell, el punto negro indica el equimédulo (G'=G"),
adicionalmente, el modelo de maxwell describe las propiedades viscoelasticas de, por
ejemplo, un polimero puro, es decir, sin diluir.

Otra ecuacién constitutiva viscoeldstica lineal proveniente de la Ec. (9.3) es el llamado
modelo de Jeffreys el cual acopla la contribucion del polimero viscoeldstico y la de un
solvente newtoniano. El modelo de Jeffreys contiene tres constantes materiales asociadas
a la viscosidad del polimero, viscosidad del solvente y el tiempo de relajacion del sistema.
La Figura 9.4 muestra las graficas de G’y G”” del modelo de Jeffreys, se puede observar un
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N
minimo (punto verde) debido al efecto del solvente en el sistema. La componente cortante
del sistema lo expresa la Ec. (19.4)
MAXWELL: POLIMERO
1.LE+1
>
wnn LE+0 G
8 (0‘)) G'(®):Modulo - Viscoso
8 8 1.E-1 G’(®)Modulo — Elastico
D)
> 2 1.E-2
=l
—_ =
5 & 1LE-3
8
= 1.E-4
1.E-5
1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.LE+3 1.LE+4
FRECUENCIA
Figura 9.3. Médulos de perdida y almacenamiento del modelo de Maxwell.
El modelo contiene dos constantes materiales que describen
la viscosidad y la elasticidad del sistema.
S| —2 n y
“o\1+ne, ) 9.29)
El operador viscosidad adimensional en el espacio de Fourier esta dado por
: "
0] (in)=—"—+
W)= (o) " (9.30)
P
Los mddulos elastico y viscoso se obtienen multiplicando el operador viscosidad compleja
por iw, se tiene que ®
|
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G(iv) = (i0)- O’ (im)zL“’))m(m) o

1+, (i

Las partes real e imaginaria de la Ec (19.4) son los moédulos de perdida y almacenamiento
del modelo de Jeffreys, los cuales son representados en la Figura 9.4.

JEFFREYS: POLIMERO MAS SOLVENTE
1.E+2

1.E+1
1.LE+0

[Modelo de Jefffreys

G

»

1.E-1

.

1.E-2

ELASTICO

1.E-3
LE-4 G'(®): Modulo - Viscoso
G(®)Modulo — Elastico

LY

MODULOS VISCOSOY

aft)

1.E-S
1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.LE+1 1.LE+2 1.LE+3 1.E+4
FRECUENCIA

Figura 8.4. Médulos de perdida y almacenamiento del modelo de Jeffreys.
Un fluido viscoelastico lineal de Maxwell (polimero) se encuentra
conectado en paralelo con un fluido newtoniano (pistén).

De la misma manera que en el caso del modelo de Jeffreys, si se conecta un fluido de
maxwell en paralelo con otro fluido de maxwell, es decir, representando una interacciéon
polimero-polimero, se obtiene el modelo de Burgers o también conocido como el modelo
de 4 elementos, la componente cortante del tensor de esfuerzo para el caso de estudio seria

Grz np + ns ’;/zr
1+1,0, 1+As0, (9.32)
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Cuyo operador viscosidad adimensional en el espacio de Fourier es

np 4 ns
1+, (i) 1+A(io) (9.33)

0; (in) =

Como ya se menciond, para obtener G" y G”” del modelo se multiplica por iw el operador
viscosidad por lo que se tiene

(9.34)

G(iﬁ)):(iw)-Oﬁ(iw):(iw)[ ﬂp(iw) N n, (i) }

1+, (i) 1+ A, (i)

Este modelo generaliza a los modelos de Maxwell, Jeffreys y Newtoniano. Vale la pena
observar que, como se muestra en la Figura 9.5, el modelo de Burgers posee cuatro tiempos
caracteristicos relacionados con el tiempo de relajacion de Maxwell del primer equimédulo
(punto negro), el minimo en G’ (punto verde), el segundo equimédulo debido al tiempo
de retardo de Jeffreys (punto azul) y la tltima contribucién relacionada a la memoria de la
interaccion polimero-polimero (punto amarillo).

BURGERS: POLIMERO-POLIMERO

1.E+1

1.E+0 \

.
» 1.E-
8 .
= z G, G,
=2 1.E-2
@)
= 1.E-3 n n,

L.E-4 G'(®):Modulo - Viscoso

G’(®)Modulo — Elastico
1.E-5
1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3 1.E+4 1.E+5

FRECUENCIA

Figura 8.3. Médulos de perdida y almacenamiento del modelo de Burgers.
Un fluido de Maxwell (polimero) se encuentra conectado en paralelo con otro
fluido de Maxwell (polimero) representando una interaccion polimero-polimero.
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En resumen, en esta seccion se presentaron algunas de las Ecuaciones reoldgicas
viscoelasticas mas sencillas desde el punto de vista matematico, las cuales pueden ser
generalizadas mediante un operador diferencial y puede ser utilizado para cualquier
funcioén viscoelastica lineal incluso reemplazando las derivadas temporales por derivadas
temporales fraccionadas [48].

Un hecho importante a destacar es que todos estos sistemas son casos especiales de una
funcién de transferencia que serd desarrollada en los capitulos posteriores. Por otra parte,
la importancia de la incorporacién de la interaccion solvente-polimero y la interaccion
polimero-polimero radica en que pueden describir transiciones viscosas y elasticas del
material a través de las propiedades materiales del sistema, es decir: (i) viscosidades, (i)
tiempos de Maxwell, (iii) tiempo de retardo de Jeffrey, (iv) pardmetros del modelo de
Burgers, etc.

Estas contribuciones podrian ayudar de cierta manera a entender o comprender algunos
de los fenémenos que ocurren en la sangre cuando esta esta sometida al flujo como son el
efecto de la deformacion del hematocrito y las propiedades elasticas del Rouleaux. Estos
temas por si solo representan fronteras de la ciencia que todavia no son comprendidas del
todo, esperemos que este trabajo contribuya en esa direccién.
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10 Flujo volumétrico de un fluido Newtoniano en un capilar

En esta seccion se calcula el flujo volumétrico asociado a capilar de r = a. La longitud
caracteristica axial es L. Se presenta un esquema del problema de estudio en la (Figura 10.1).

Pressure gradient
V.p(t)=V.p,

Figura 10.1. Capilar de radio r = a y longitud z = L. Los glébulos rojos indican eritrocitos
normales, los globulos amarillos representan eritrocitos anormales (con colesterol).

10.1 Balance de masa
A partir del balance de masa sin reaccién quimica de una sola fase, se tiene lo siguiente:

op _

v eY) (10.1)
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En la Ec. (10.1), V es la velocidad del sistema. Desarrollando la divergencia del producto
del campo escalar y vectorial

OVz

aZ =0=Vz# VZ( ) (10.2)

La Ec. (10.2) se puede escribir en términos de la derivada substancial
p _
o AN PV =D (10.3)

Combinando la Ec. (10.3) con la Ec. (10.4) se tiene el siguiente resultado

Dp 6p
+V-Vp
Dt &t (10.4)

Si imponemos que el fluido es incompresible, i.e. la derivada substancial es cero

D
p +p(V-V)=0 (10.5)

Entonces, la ecuacion de continuidad se simplifica de la siguiente manera

Dp
L -0=p=p(nt
Dt p=p(rt) (10.6)

Como la densidad es diferente de cero ¢ #0, la divergencia del campo de velocidades debe
ser cero, lo que implica que: (i) las lineas de corriente son las mismas que entran y salen
del elemento de control, (ii) Matematicamente es un campo solenoidal y (iii) el volumen
del liquido es constante. En un sistema de coordenadas cilindricas, se tiene lo siguiente:

La ecuacion de continuidad en coordenadas cilindricas (Ec. (10.7)) tiene la siguiente forma
analitica:

V-v=0 (10.8)
Asumiendo que el vector de velocidad V en el sistema esta dado por:

16\/9 oVz
s L bl il (10.9)
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Entonces combinando las Ecs. (8) y (9) se llega a la siguiente expresion analitica:

V=(Vr,V0,Vz)=(0,0,Vz(r,0,2t)) (10.10)

Esto implica que el campo de velocidades no depende de la coordenada axial z, y solo
depende dependeria da las coordenadas angulares 0 y r respectivamente.

Entonces el campo de velocidades se puede expresar de la siguiente manera:

Vz= Vz(1,0,2,t )=V2(r,0.0)

No-depende de z

(10.11)

Ademas, si consideramos estado estacionario, i.e. ninguna variable dinamica o intrinseca
del sistema depende del tiempo, se tiene que

oVz
E2o 0= Ve Vet
= z#Vz(t) (10.12)

Fisicamente, la Ec. (10.12) implica que los perfiles de velocidad se encuentran desarrollados
y no dependen del tiempo.

Vz= Vz(1,0,t )=Vz(1,0)

No-depende de t (10.13)
Finalmente, la ultima hipétesis que postulamos en este sistema es la de la simetria
cilindrica, es decir, el campo de velocidades no depende del dngulo polar 0.
Vz= Vz(r,0) =Vz(r)
e (10.14)

No-depende de 6

Por lo tanto, en flujo laminar, isotérmico, incomprensible, estacionario y en coordenadas
cilindricas, el campo de velocidades solo depende de la coordenada radial r.

10.2 Balance de cantidad de movimiento

La ecuacién de movimiento en forma vectorial se puede expresar de la siguiente manera

oV
p(§+V-VVj =V.-T+f (10.15)
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Enla Ec. (10.15), T es el tensor de esfuerzos totales, el cual se puede expresar como la suma
de dos contribuciones asociadas a las fuerzas esféricas y las fuerzas deviatorias [32], por lo
que se puede expresar de la siguiente manera:

T=-pl+o (10.16)

En donde p es un escalar que tiene unidades de fuerza normal por unidad de area y que
lo identificaremos con la presion del sistema. Notese que, para un fluido incompresible,
esta presion solo es mecanica mientras que, para un fluido compresible esta depende
de la densidad y se puede expresar en términos de una ecuacién constitutiva de la
termodinamica clasica (Gas ideal, Ecuacion de Van der Waals, etc.). Por otra parte, en la Ec.
(10.16), Iy o son los tensores de unidad y el tensor de esfuerzos deviatorio que representa
las fuerzas tangenciales y normales en el elemento de control.

1 00
I=/0 1 O
0 0 1 (10.17)
El tensor de esfuerzos para este flujo cortante, tiene la siguiente forma:
c, 0 o,
= 0 o, O
6, 0 o (10.18)

En el tensor de esfuerzos (Ec. (10.18)), orz = ozr son los esfuerzos cortantes los cuales
son simétricos. Los esfuerzos [orr, 000, 0zz] son esfuerzos normales y para un fluido
con viscosidad constante las diferencias N1 = 0zz-orr y N2 = orr-0o00 son iguales a cero
y distintas de cero cuando el fluido presenta mecanismos relacionados a la elasticidad
del sistema.

La ecuacién constitutiva que describe un fluido Newtoniano, como ya se menciond, es la
siguiente:
6 =2uD (10.19)

Enla Ec. (10.19) p es la viscosidad del sistema, D es el tensor rapidez de deformaciony VV
es el tensor rapidez de deformacidn, y tiene la forma:
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N
2D=VV+(VV)' (10.20)
Si se combinan las Ecs. (10.15)-(10.19), se obtiene lo siguiente:
N V.YV | =-Vp+uv?V +
P ot pTH pg (10.21)

En la Ec. (10.21), la fuerza de bulto f = pg, es definida por la densidad del sistema y el
vector aceleracion de la gravedad. La magnitud de este vector | g| en el campo terrestre es
una constante y cuyo valor numérico aproximadamente es de 9.77 m/s?.

Al descomponer la ecuacién tensorial Ec. (10.21) en sus tres componentes, se tiene lo
siguiente:

Componente en r:

— +Vz
ot or r o0 r oz

2 2
_ apw[i[lﬁ(v)j 1 8°Vr 2ave+aw}+

2
(GVr e OVT VOV Ve 8Vrj

Cor o |er 20 1 e o7 (10.22)
Componente en 0:
p(&VG o 8V9+V_66V9+VrV9 Vz GVGJ __1op
ot or r 09 r 0z r 00
o(l1¢o 1 6°V0 2 oVr  9°Ve
| — rVo +—= + + pgh
3 ( ar(rér( )j 2 00 o0 or j P&V o)
Componente en z:
p(avZ i BVE VBV 8\/2) _
ot or r 00 0z
ap " 10( dVz lanz +82VZ %
oz Mol ar ) 2 oo o2 ) (1024)
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10.2.1.1 Analisis de las componentes de la ecuacion de movimiento

Aplicando las hipdtesis de flujo en estado estacionario, incompresible, laminar,
unidireccional, simetria cilindrica, el fluido es deformado continua e irreversiblemente
por un gradiente de presidn constante en la direccion axial. La Ec. (10.22) toma la forma:

op
gszPiP(f) (10.25)

De la misma manera, para la componente en 0, se tiene lo siguiente:

1 op
— =P #p(0) (10.26)

Por lo que, en estado estacionario la presion solo depende de la coordenada axial z, i.e.:
p=p(z) (10.27)

La componente en z de la Ecuacién de movimiento, tiene la siguiente forma:

0z ror\ or (10.28)
Resolviendo la Ec. (10.28), se tiene lo siguiente:
10( ovz) 1
s [ el it 25
ror\ oOr ) p (10.29)
Resolviendo la Ec. (10.29) por separacién de variables:
0 oVz) 1
—|r— [==V pr
or\ o ’ (10.30)
Integrando, se tiene lo siguiente:
ovz 1 5
r—ar =—NL " 0 (10.31)
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Dividiendo la Ec. (10.31) porr, conr #0

ovz 1 C,
—=——Y pr4+—
o 2u r (10.32)

De la misma manera que en la Ec. (10.30), se integra la Ec. (10.31) con respecto a la
coordenada radial r por lo que se tiene lo siguiente:

z

J— 1 2
\Y, (r)_4_uvzpr +C,Lor +C, (10.33)

La Ec. (10.33) es el perfil de velocidades general, para un fluido Newtoniano deformado
por un gradiente de presion constante. La Ec. (10.33) contiene dos constantes de integracion
[C,, C,], por lo que estas deben ser calculadas mediante dos condiciones de frontera.

C.E.1. La velocidad axial en la frontera del tubo es cero, i.e., Vz (r=R) =0

C.E2. La velocidad axial en el centro del tubo es maxima, i.e., Vz (r = 0) = Vmax.

Aplicando las condiciones de frontera, en la Ec. (10.33) se tiene lo siguiente:

1
Vv, (r= 0):4—uvlp(o)2 +CLn(0) +C, =V, (10.34)
La Ec. (10.34) implica que se tiene lo siguiente:
C,-Ln(0)=V,, =C,-(-0)=V,, (10.35)

Por lo tanto, si la constante C, # 0, jla velocidad maxima en el tubo seria infinita! Esto no
tiene sentido fisico debido a que la velocidad en el centro de un tubo es maxima y finita.
La tnica posibilidad para este caso es que la constante C, debe ser cero, i.e. C, = 0. Para el
segundo caso, se obtiene la siguiente expresion analitica:

1
Vz(r:R):EV,p(R)2+C1Ln(O) +C,=0 (10.36)

Despejando C, de la Ec. (10.36), se tiene lo siguiente:

1

C,=——V,pR?
2= P (10.37)
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Por lo que el perfil de velocidades se reduce a lo siguiente:

z

_ 1 2
¥ (r)_fuvépr i (10.38)

La velocidad maxima se obtiene cuando r = 0, por lo que se tiene lo siguiente:

V.=V, (1=0)=C, (10.39)

10.2.1.2 Flujo volumétrico

Para calcular el flujo volumétrico, se calcula como la doble integral de superficie del perfil
de velocidades a través de la seccién transversal de area, por lo que:

Q= ! vas (10.40)
El vector diferencial de superficie, dS tiene la forma:
2R
Q= ! Ve, dA= ! { (0,0,vz)-(0,0,1)[3]drde 104D

EnlaEc. (10.41) e es un vector unitario en la direccién de la normal de la superficie, |J | es la
magnitud del jacobiano de la transformacién de coordenadas rectangulares a cilindricas,
i.e., |J]|=r. Porlo que, la Ec. (10.41) toma la forma:

2n

R
Q= ! -([Vz (r)rdrd® (10.42)

Notese que la ecuacién (10.42) es general para un sistema de coordenadas cilindrico. Al
sustituir la Ec. (10.38) en la Ec.(10.42), se tiene lo siguiente:

n R
0

1 2
Q= ! '[[4_u Vzpr-+ CerdrdG (1043)




CAPITULD V' DBTENCION DE LAS PROPIEDADES DE FLUJD

Finalmente, al realizar las integraciones en la Ec. (10.43) toma la forma:

Q=21 v r4|R+lc o
16p Pl Ty (10.44)
Simplificando la Ec. (10.44), se tiene lo siguiente:
R2
=nR?*| —Vzp+C
= [8u i 2] (10.45)

La Ec. (10.45) representa el flujo volumétrico de un fluido Newtoniano en una tuberia y es
conocido como la ecuacién de Hagen y Poiseuille, esta ecuacion describe la relacion entre
el gradiente de presion y el flujo volumétrico. En la siguiente seccidn, se presentan los
resultados de la corona circular para un fluido Newtoniano.

Il Flujo volumétrico de un fluido Newtoniano en una corona circular

En esta seccion se calcula el flujo volumétrico asociado a una corona circular de radios
mayor R, y menor R, respectivamente. La longitud caracteristica axial es L. Se presenta un
esquema del problema de estudio en la Figura 11.1.

R

2

Figura 11.1. Corona circular de radios r= R,yr=R, ylongitud z=L.

Para resolver el problema se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema:

a) Estado estacionario:
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b) Fluido incompresible

¢) Proceso isotérmico

d) Flujo unidireccional

e) Mecanismos gravitacionales despreciables

f) Elfluido es deformado por un gradiente de presion en la direccion axial.

g) Simetria cilindrica
Bajo las anteriores aseveraciones, obtenemos lo siguiente:

a) El vector de velocidad es solo funcién de a la coordenada radial r
b) El gradiente de presion es constante en la direccion z

c) Existe un balance entre las fuerzas viscosas y el gradiente de presion.

Por lo tanto, las siguientes ecuaciones se cumplen como en el caso de un a capilar
inextensible, por lo que se tiene:

1 2
Vz(r)_EVzpr +C,Lnr+C, (11.1)

La Ec. (11.1) contiene dos constantes de integracion [C,, C ], por lo que éstas deben ser
calculadas mediante dos condiciones de frontera.

C.F.1. La velocidad axial en la frontera del tubo es cero, i.e., Vz (r = R,) = 0 (interfase
solido-sélido).

C.F.2. La velocidad axial en el centro del tubo es maxima, i.e., Vz (r = R)=0 (interfase
sdlido-sélido).

Aplicando las condiciones de frontera, en la Ec. (11.1) se tiene lo siguiente:

1
Va(R,) = VAR +C LR, +C, =0 (112)

Y de la misma manera que en analisis del capilar:

1
Volr=Ry) = VRS A EaR, =0 a1.3)
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Al resolver las Ecs. (11.2) y (11.3), se tiene lo siguiente:

(R3-R}) 1

C,=—————-—Vzp
" Ln(R,/R,)4p (11.4)

— 1 2
C,= _EVZPRZ- C,LnR, (115

Por lo tanto, al sustituir las Ecs. (11.4) y (11.5) en la ecuacién general (11.1) se tiene el perfil
de velocidad general.

I1.L.11 Flujo volumétrico

A partir de la Ec. (11.1), se puede calcular el flujo volumétrico. Asumiendo que el vector
normal apunta con el vector unitario en z y utilizando la Ec. (10.42) junto con el perfil de
velocidades (11.1), de esta seccion:

21 R,
Q= _[ Vz(r)rdrdé
0 R, (11.6)
Al sustituir la Ec. (11.1) en la Ec. (11.6) se tiene la siguiente integral
2R,
Q= I J' Vzpr +C,Lnr+C, |rdrd®
0R (11.7)
1
Al realizar las tres integrales del flujo volumétrico, por lo que se tiene lo siguiente:
1
Q=2n—Vzp J' r’dr+2nC j Lnrrdr + 2nC j rdr
A & . (11.8)

Realizando las integrales se tiene lo siguiente:

2 2

1 R;-R
Q= RQ(R; —Rf)Vzp +nC, (RiLnRZ_RIZLnRI +—2 l ]+ nC, (Ri_Rlz ) (11.9)







CAPITULD VI
Funcidn de transferencia

v

12 Funcidn de transferencia de un fluido viscoelastico lineal en un capilar

Para realizar este calculo, se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema
(véase la Figura 12.1):

Figura I2.1. Capilar de radio r = a y longitud axial z=L.
Un gradiente de presion pulsatil deforma continua e irreversiblemente el fluido.

a) Liquido no-Newtoniano viscoeldstico lineal (Maxwelliano)
b) Liquido incompresible.

c) El proceso se lleva a cabo en estado no estacionario: La velocidad y la presion
dependen del tiempo (presion pulsatil).
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d) El fluido se deforma continua e irreversiblemente, debido a un gradiente de
presion pulsatil en la direccién axial.

e) Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto al gradiente de
presion pulsatil y los mecanismos viscoeldsticos lineales ya que el capilar (a << L)
se encuentra en posicion horizontal.

f) Existe simetria angular 0 € [0, 2]

12.1 Balance de cantidad de movimiento con mecanismos inerciales

La componente z de la ecuaciéon de movimiento, tomando en cuenta los mecanismos
inerciales, toma la siguiente forma:

P =5, oo (0n) (12.1)

El término pdV, es la masa por unidad de volumen multiplicada por la aceleracion
instantdnea en el sistema. El esfuerzo cortante o, es el producto de la funcién viscosidad
por la rapidez de deformacion:

oVz
0,=0,(D, )F (12.2)

En donde O,(D,) es un operador viscosidad que generaliza para cualquier fluido
Newtoniano o viscoelastico lineal. En la Tabla 12.1 se presenta el operador viscosidad
O, (D, y el operador viscosidad en el espacio de Fourier O, (iw) de modelos reoldgicos
mas comunes.

Tabla 12.1. Operador viscosidad para diferentes modelos constitutivos reolégicos.

0, (D) 0, (i)
Newton n, n,
Maxwell n,/1+A Dt n/1+A (i)
Jeffreys n,(1+A, Dt )/1+)A Dt N, (1+A, (iw))/1+A (iw)
Burgers n,(1+A, Dt )/1+A Dt+pD%t N, (1+A, (im)) / 1+A (i0)+B(im)*
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Al combinar las Ecs. (12.1) y (12.2), se tiene lo siguiente:

5)% 10 oV
pZ22 = 2. 120,(0,) 2]

ot 0z or (12.3)
Por lo tanto, se tiene lo siguiente:
ovVz _ Op 10( 0Vz
B e oz TR ;&(r o ] (12.4)
La Ec. (12.4) puede expresarse de la siguiente manera:
1 1
18,6 8 0l )
ror o O, (D,)eét 0,(D,) oz (12.5)

La Ec. (12.5) es una ecuacion diferencial parcial lineal y describe las variaciones de la
velocidad por efectos del espacio y tiempo. Aplicando el formalismo de Fourier, en las
derivadas temporales de la Ec. (12.5)

RV
a (i) (12.6)
Por lo tanto, para las funciones: (i) Velocidad axial Vz=Vz (x, t), (ii) Presion pulsatil p = p(t)
y (iii) flujo volumétrico Q = Q(t). Ademas, el operador viscosidad en el espacio de Fourier,

toma la forma:

0 .
o, [Dl = aj == (io) 12.7)

Por lo que al aplicar a la ecuacion diferencial parcial lineal (Ec. (12.5)) toma la forma:

, o (o
R

Y el pardmetro o, tiene la forma:

o’ (0) = o, ?ico) o =p0, (iv)i’n

(12.9)
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En la Ec. (12.9) se ha definido la fluidez compleja O, como el inverso del operador
viscosidad

3 1
O i0)=5 T} (12:10)

La Ec. (12.10) es punto de partida para el calculo de la velocidad y el flujo volumétrico
respectivamente.

12.1.1 Perfil de velocidades

Para resolver la Ec. (12.10), se propone que la solucién general se puede descomponer en
términos de una soluciéon homogénea y particular.

Vz(r,0) = Vz, (r,0)+ Vz, (r,o) (12.11)

12.1.11 Solucién de la ecuacidn diferencial homogénea

Para encontrar la solucién de la ecuacion diferencial homogénea, se reescribe la Ec. (12.8):

lof o) ,
-—|r—[+0" (o) Vz(r,0)=0
{r &( &j ( )} (r0) (12.12)
Multiplicando por r? se tiene la ecuacion diferencial de Bessel:
2
r’ a—erriﬂx2 (0)r® Vz(ro)=0
o or (12.13)

Para resolver la Ec. (12.13) se propone el siguiente cambio de variable z = ar

oz (12.14)

2
{zz a—2+z§+zz}Vz(r,w) =0

La solucion de la ecuacion diferencial Ec. (12.14) esta dada por la expresion:
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Vz(z,0)=CJ,(2)+C,Y,(2) (12.15)

En la Ec. (12.15), J, (2), Y, (z) son las funciones de Bessel de orden cero de primera y
segunda especie, respectivamente.

12.1.1.2 Solucidn de la ecuacitn diferencial no homogénea
La solucién particular para el problema de la Ec. (12.8) se puede expresar como:

Vz,(ro)=A;AeR (12.16)

Al sustituir la Ec. (12.16) en la Ec. (12.8)

N
(lz ((D) A= Om (1@)# (12.17)
Z
Por lo que, la constante A se despeja y se tiene lo siguiente:
. 0, (io)( op(w)
o’ (o) | oz (12.18)

La solucién de la Ec. (12.8) en términos de la coordenada radial r, se puede expresar como:

Vz(r.e)=CJ;(r)+C,Y, (r)+ O (i0) [81)((0)] (12.19)

o’ () S

12.1.1.3 Condiciones de frontera

La solucidén general (Ec. (12.19)) contiene dos constantes de integracion C, y C,, las cuales
deben de determinarse a partir de las siguientes condiciones de frontera:

CFl:r=0; |vz(0,0)<M (12.20)

CF2:r=R; Vz(Ro)=0 (12.21)
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La primera de estas condiciones obedece a que la solucion particular debe de permanecer
acotada, i.e. que para ningun valor que tome la coordenada radial debe ser infinita.

La segunda condicion de frontera, se relaciona con la condicién de no deslizamiento en la
frontera (pared del tubo capilar). Al sustituir la primera C.F.1 en la ecuacién diferencial,
se tiene lo siguiente:

Vz = VZ(I‘ = O,(D) =@J (UO)+ C,Y, ((10)+ O, (iu)) [5[)((0)}

o’ (o) | oz (12.22)
Simplificando la expresion se obtiene la siguiente expresion algebraica:
0. (;
vaaxzcl.0+cz-(—oo)+ﬂ i)
o’ (0) oz (12.23)
Simplificando la ecuacion anterior, se tiene lo siguiente:
0, (iw)( op(o)
vz, = C,-(- 2 = o
2= Gy () o’ (o) [ oz 2 () (12.24)

La tltima igualdad, demuestra que la velocidad en el centro del capilar es infinita lo que
carece de sentido fisico. Para evitar esta inconsistencia fisica, la constante C, debe ser cero,
i.e. C,=0. Por lo que la solucion general tiene la siguiente estructura:

Vz(r,o)=CJ, (ar) +M[MJ

o’ (0) | oz

La segunda condicion de frontera al sustituirla genera la siguiente informacion fisica:

Vz(Ro)=C]J, (m)+%[%} =[}

(12.25)

(12.26)

Como ya se menciono, para evitar una inconsistencia fisica, C, es cero, por lo que al
despejar C, se tiene lo siguiente:

(12.27)
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Finalmente, la velocidad axial V (1, w) tiene la siguiente forma:

Vel =Ci{a); (ar)+M[MJ

o’ (0) | oz

Esta expresion nos permite obtener el perfil de velocidades en funcién de los parametros
materiales del liquido, la fuerza motriz que deforma continua e irreversiblemente el fluido
asociado al gradiente de presién en la direccidn axial.

(12.28)

Notese, que el perfil de velocidades esta determinado por un cociente de funciones de
Bessel, 1o que podria inducir efectos resonantes en el sistema.

12.1.2 Flujo volumétrico en un capilar con mecanismos inerciales

La expresion para calcular el flujo volumétrico en un capilar de radior=a y longitud z=1L,
se puede expresar como la doble integral del producto interno del vector de velocidad y la
diferencial de superficie, como ya se menciond. El vector velocidad solo tiene componente
axial z y el vector unitario que describe la seccion de drea transversal es el vector unitario
en la direccion z,

2R

R
= =
Q(t) .([.([Vz(r,t)rdrde T Z[ Vz(r,t)rdr (12.29)

Al tomar la transformada de Fourier del flujo volumétrico, se tiene lo siguiente:

Q(0)=F{Q(t)} = F{ZnIVz(r,t)rdr}

(12.30)

Por otra parte, suponiendo que la funcién es continua, el operador de Fourier se puede
introducir en la doble integral por lo que se tiene lo siguiente:

F {27{'{ Vz (r,t)rdr} = 271T F {Vz (r,t)}rdr = 27:? Vz(r,o)dr

(12.31)
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El flujo volumétrico transformado en el espacio de Fourier toma la forma:

R
Q(w)= 27t£Vz(r,0))rdr (12.32)

Al sustituir el perfil de velocidades en el flujo volumétrico, se obtiene la siguiente expresion
analitica:

Q(m)=21t]:Vz(r,c0)rdr=2n_T(Cl fl, ) O‘D(iw)[ap(w)]}dr

! o’ (o) | oz (12.33)
Haciendo el cambio de variable,
_ f 0, (i0)( p(0) |
Q(®)= 2nC, (o) ! (J, (or) Jdr + 2nm — !rdr 1230

Definiendo las siguientes cantidades adimensionales: u= r/R; 3 = aR como una longitud
caracteristica adimensional, la Ec. (12.34) se puede expresar como:

2 B
2nR J'ZJ0 z)z+ 2n R4 [
0

Q(w)=

(D

1
]J; (12.35)

En donde z = Pr. Para integrar las funciones de Bessel, se utiliza la siguiente propiedad
matematica:

d
E [z],(2)]= 2] (2) (12.36)

Al sustituir la Ec. (12.36) en la integral de la expresion del flujo volumétrico (Ec. (12.35)),
se tiene lo siguiente por lo que,

_ 27‘[R2 ﬁi 40(1)(i(0) é‘p(m) 1
Q(w) 7 Cl(m)gdZ[ZJl(Z)]dZJr 21R —Bz(fﬂ { . !udu 12.37)

La Ec. (12.37), se puede simplificar a lo siguiente:

_ R e Qo (i0)(p(@) )
Qlo)=—5—G )!dm( )]+ 7R Bz(w)( . ]Jd

(12.38)
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Finalmente, se tiene lo siguiente:

4 Oy (i0)( op(@ 2 1. (B
Q(o)-mk' ((m))( a(Z )}LGR C, (m)% 1239

En donde la constante C (w), dada por la Ec. (12.27) se sustituye en la Ec. (12.39), y se
obtiene:

Qo) TR 8120, (i) (1_2J1(B)/B](_1 op(w) R]

) 1,(B) )\ 2 oz (12.40)
La Ec. (12.40) puede ser descrito en términos de la funcién de transferencia T(w),
R’ 1 0p(0)
0)=—T(o)| -———R
Q( ) 4 ( )[ 2 oz (12.41)
En donde la funcion de transferencia T (w), tiene la siguiente expresion analitica:
i J /
T(0) =82 20O 1,1 (Blo)jipo)
p* () 1, (B()) (12.42)

A muy bajas frecuencias, la funcién de transferencia T (w) toma la siguiente forma

O] )R
Lim,_,T(®)=8 B (o) {1 2 JO(B(O))) }

(12.43)
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12.1.3 Calculo del esfuerzo en la pared

A partir del perfil de velocidades, y calculando la rapidez de deformacion, se puede
obtener el esfuerzo en la pared, i.e.

. \0Vz(or
5, (0)=0, (io) % (12.44)

El campo de velocidades ya fue previamente calculado en las secciones anteriores, por lo
que se tiene la siguiente expresién analitica:

Vz(r,0)=C,(v)J,(ar) +M{%Zm)] (12.45)

o

Al sustituir la Ec. (12.44), en la Ec. (12.45) y utilizando la derivada de una composicién de
funciones y las propiedades de las derivadas de la funcidon de Bessel de orden cero, i.e.

al, (ar) =[6Jo(af)](a(“r)J ——aJ, (ar)

or o(ar) or (12.46)
Al combinar las Ecs. (12.44)-(12.46), se obtiene:
o, (®)=-0, (iw)aC, (w)J, (ar) (12.47)

La constante C, ya fue calculada previamente en el campo de velocidades, por lo que se
tiene lo siguiente:

_ o Afep(w)) 1 (ép(w)
-OI](lw)uCI(m)mea[ & j:aJo(B)[ oz ] (12.48)

Sustituyendo la Ec. (12.48) en la Ec. (12.47) la componente rz de la ecuaciéon de movimiento
es

J, (ar) (op(o
“v(‘”)=m{7)J (12.49)

Finalmente, escalando la coordenada radial r con la longitud caracteristica R de la
funcion de Bessel |, y empleando el hecho de que B = aR, el esfuerzo en la pared tiene la
siguiente forma:
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O; ((’O’B) =-0, ((D>r) -

5(B)/B(_1op(w) 5(B)/B
TP 0) [_E oz R]:z 1, (B) (@) 1250

Entonces el esfuerzo asociado a los mecanismos inerciales y los del esfuerzo en la pared,
se pude expresar como:

oy(w) T (B) (12.51)
La Ec. (12.51) tiene la siguiente estructura matematica:

o,(0,B)  Esfuerzo-Inercia
oy (o) Esfuerzo-Viscoso (12.52)

12.1.4 Parametro 3
12.1.4.1 Fluido Newtoniano

El parametro beta en forma adimensional tiene la siguiente forma:

B(0)=Ra(o) —i»*/z\/["“z"”jo@ (iw)o

tc (12.53)

En donde el operador fluidez fue escalado con la sigueintes variables adimensionales:

’ O, (i®
0, (o) = ‘D(p(c ) ;0 =tc® (12.54)

En donde la fluidez caracteristica ¢_y la frecuencia carateristica w_ para un fluido
Newtoniano estan dadas por las siguientes expresiones: (i) pc=1/p y (ii) tc = R*/u =R?/(/0)
=R?/v, en donde v es el coeficiente de transferencia de momento.

Por lo que el parametro beta, para un fluido Newtoniano se simplifica de la siguiente
manera:

B(w)=i""Vo (12.55)
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12.1.4.2 Fluido no-Newtoniano
Para un fluido no-Newtoniano viscoelastico lineal, la fluidez caracteristica ¢_=1/n, y el

tiempo caracteristico del sistema t_es el tiempo unimodal de Maxwell, i.e. t = A. Por lo
que el parametro f tiene la forma:

B(w)=i""De0, (i0)o (12.56)

En la Eq. (12.56) De es el numero adimensional de Deborah, el cual tiene la siguiente

expresion
2
De B B e
tc
( R/‘[c)2
g=r— )
1/ppcte (12.57)

O en terminos del namero de Mach (Ma),

B(w)= i*? /MaO,, (iw)w (12.58)

El niimero de Mach relaciona dos rapideces caracteristicas del sistema. Finalmente, el
resumen de las expresiones:

5(08) _,1(B)/P

oy (®) J,(B) (12.59)

B(w, De)=i"*y/(De)’ O, (iv)w (12.60)

En donde si =0, se tiene el modelo Newtoniano y para d =1 se tiene un fluido viscoelastico
lineal (Maxwell, Jeffreys, Burgers, o modelo fraccionado).
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13 Funcidn de transferencia de un fluido viscoelastico lineal en una
corona circular

Para resolver el problema se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema:

a) Estado estacionario.

b) Fluido incompresible.

¢) Proceso isotérmico.

d) Flujo unidireccional.

e) Mecanismos gravitacionales despreciables.

f) Elfluido es deformado por un gradiente de presion en la direccion axial.

g) Simetria cilindrica.
Bajo las anteriores aseveraciones, obtenemos lo siguiente:

a) El vector de velocidad es solo funcién de a la coordenada radial r.
b) El gradiente de presion es constante en la direccién z.

c) Existe un balance entre las fuerzas viscosas y el gradiente de presion.

Figura 13.1. @) capilar de radio r = R2 y longitud L, (b) corona
circular de radios r = R2 y r = R1 y longitud z = L. Ambos
sistemas estan sometidos a un gradiente de presion pulsatil.
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Por lo tanto, las siguientes ecuaciones se cumplen como en el caso de un a capilar
inextensible, por lo que se tiene:

Vz(r,m)=CJ,(ra)+C,Y, (ra)+ D) (613((0)] (13.1)

La Ec. (13.1) contiene dos constantes de integracion [C,, C ], por lo que estas deben ser
calculadas mediante dos condiciones de frontera.
C.F.1. La velocidad axial en la frontera del tubo es cero, i.e., Vz (r = R))=0.

C.F2. La velocidad axial en el centro del tubo es maxima, i.e.,, Vz (r=R ) = 0.

Aplicando las condiciones de frontera en la Ec. (13.1) se tiene lo siguiente:

V2(R,.0) = CJ, (Rya) +C,Y, (Rza)+M(ap(w)]:0

o’ oz (13.2)

Y para la segunda constante de integracion, se tiene lo siguiente:

o oz

Vz(Rl,m):CIJO(RIG)+C2Y0(R1Q)+M[M}:O (13.3)

Y para la segunda constante de integracion, se tiene lo siguiente:

CJ (Ry)+C,Y, (Ry) + (D(i“’)[ap(“’)] )

o’ 0z (13.4)

Las Ecs. (13.3) y (13.4) pueden ser rescritas de la siguiente forma:

, @ (i) (p(w) | _
Cljo(B)+C2Y0(B)+R2 Bz (7]‘0

(13.5)

Si se hace R =R /R, al resolver el sistema de ecuaciones algebraicas, podemos obtener las
constantes C, y C,. Adicionalmente, se obtiene la constante C, en terminos C,
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Al despejar C, de la Ec. (13.5)

- Jo(RB) 1 Cl)(im)[ap(m)JRg

Y, (RB) Y,(RB) B’

Al combinar las Ecs. (13.6) y (13.5)

Entonces C,, se define como:

_ Yo (B)_Yo (Rﬁ)
’ Jo (B)Yo (RB)_YO (B)Jo (RB)

Por lo que el perfil de velocidades puede ser reescalado de la siuiente manera

Vz(r,w)=CJ, (1B)+C,Y, (B) + %}0)[5‘138(203)]115

(13.6)

(13.7)

(13.8)

(13.9)

(13.10)

(13.11)

(13.12)




FENOMENDS DE TRANSPORTE Y REOLOGIA DE FLUIDOS COMPLE.JDS: FLUJO PULSATIL DE SANGRE HLIMANA

13.1 Flujo volumetrico en una corona circular con mecanismos inerciales

El flujo volumétrico transformado en el espacio de Fourier toma la forma:

Q(w)= ZJIT Vz(r,0)rdr

(13.13)

Al sustituir el perfil de velocidades en el flujo volumétrico, se obtiene la siguiente expresion
analitica:

Q(0)= 2an [CIJO (rB)+C2Y0(rB)+¥(MJR§}dr

g oz (13.14)
Escalando la Ec. (13.14) se tiene:
: d(io)( op(0) ). ,
=2m|| CJ C.Y, R; rd
Q((D) ni‘;[ 170 (I‘B)-I- 2 1o (rB)+ B ( o 2 fdr (13.15)
Aplicando linealidad a la Ec. (13.15), se tiene lo siguiente:
| b lm(w(ap(co)J
Q(w)=2nC, | J, (tf)rdr +2nC, | Y, (B )rdr + ——= |Rirdr
(o) li o (1) zl (1) i 7| a 1516
Escalando de nueva cuenta, la Ec. (13.16) toma la forma:
O (im)( op(w
Q(w)= [3 g .[J‘) rB)SrdBr+ j (rB)rdr +}[ 1(32 )[ 6(2 )jRirdr 1317
Finalmente, el flujo volumétrico puede ser descrito como:
_ @(io)R] ( dp()
Q((l)) BZ az
1-R* 2rm 2n
{ 5 JrFC3 [ (B)—JOR(R[})}+FC4 [Y,(B)-RY, (Rﬁ)}} 13.18)
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En resumen, en este capitulo se mostré de manera detallada la obtencion de la funcion
de transferencia de un fluido viscoelastico lineal tanto en un capilar como en una corona
circular. Se emplea la ecuacidon de balance de momentum en términos de la funcién de
transferencia O, (D), posteriormente se elige el modelo constitutivo viscoelastico lineal
y se procede a realizar una transformada de Fourier, se resuelve la ecuacion diferencial
ordinaria para obtener el perfil de velocidad y, finalmente, obtener el flujo volumétrico en
términos de una funcién de transferencia T(w). La metodologia anterior es aplicable para
el calculo del flujo volumétrico en un capilar y en una corona circular.

En el capitulo siguiente se dara un paso mas en complejidad se introducira un gradiente
de presion dependiente del tiempo, en particular, un gradiente de presién pulsatil descrita
por una serie de Fourier.







CAPITULD VI
Gradiente de presidn pulsétil

(AT
i ] {v\/{\f v'l\/r \ i

14 Gradiente de presion oscilatorio
14.1 Gradiente de presion cosenoidal

En esta esta seccion se calculard el flujo volumétrico cuando el gradiente de presion
depende del tiempo a través de una funcién oscilatoria. En esta primera etapa se construira
la solucion para un gradiente de presion que varia con el tiempo en forma del coseno y la
del seno.

FUNCION ESTOCASTICA
-~

2 ‘ .
TIEMPO ADIMENSIONAL

Vp(t) = Vp,Cos(m,t)
Q(t) =0, (m)Cos(mOt)
+Q, (®)Sin(w,t)

Figura |4.1. Ilustra el efecto del gradiente de presion
oscilatoria sobre el flujo volumétrico.
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En general, sea f(t) una funcion real de variable real continua e integrable en un intervalo,
subconjunto de los reales. La trasformada de Fourier, de una funcidn £(t), se define como:

-1t f

«/ﬂ j (14.1)

En particular, la funcién f(t) que se estudiara es una funcion oscilatoria para el gradiente
de presion oscilatoria, es decir,

{VZp VZpO J.( '(‘H)o)l_'_el(mno)l)dt

N

EnlaEc. (14.2), Vp, es la amplitud de la funcion oscilatoria, w, es la frecuencia caracteristica
de la funcién oscilatoria propuesta. Al sustituir la Ec. (14.2) en la Ec. (14.1), se tiene lo
siguiente:

(14.2)

V,p(t)=V,p,Cos(w,t) (14.3)

z

Para resolver la integral, se debe de emplear la férmula de De Moivre que relaciona la
funcién exponencial con las funciones trigonométricas, por lo que:

F{Vzp(t)} = Vzp, ﬁie'i‘”@os(mot)dt (14.4)
Y cuando el dngulo es negativo, i.e.,
¢ =cos(m,t)+isen (@,t) (14.5)
Sumando las Ecs. (14.4) y (14.5),
™™= cos (,t)-isen(w,t) (14.6)

Y para el seno, se tiene:

ein)ot 4+ e-i(n)ol
58 (ot) (14.7)
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Sustituyendo en el modelo de gradiente propuesto

iyt -yt

o - .
Ai————=sin (ot) (14.8)

Por la propiedad de linealidad de la integral de Riemann, se tiene la siguiente

1 ®© ot iyt SE -imgt
F{VZP(t)}ZEie Vzp, (—e 26 ]dt (14.9)

Aplicando las propiedades de la funcién exponencial compleja, por lo que:

F{Vzp(t)} = \/ZP—:I Io e (e e ot (14.10)

Sin embargo, la Ec. (8) se puede definir en términos de la funcién Delta de Dirac d, definida
como:

1 7 .
d(w-m, ) =— | e tdt
(@0)=o-]

-0

(14.11)

Para poder utilizar la Delta de Dirac a la aplicarla en la Ec. (14.10), es necesario hacer un
cambio de variable, es decir: Sea —t — t, la Ec. (14.10), se puede expresar como:

F{V VZpO J'( im0l gilorroo)t )dt

2«/%

Al utilizar las Ecs. (14.8)-(14.12), y haciendo algunos arreglos aritméticos,

(14.12)

1 T 1(o+o,
Vzp (o) \f VZpoﬂj (e e Nt (14.13)

Por linealidad de la integral de Riemann

T i(o-0 i(o+o,
Vzp(o))=\/7 ( J'e( )‘dt+ je( ”dtj (14.14)
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Utilizando la funcién & de Dirac para operar nuestras integrales

V_,p((n) _Vp()\/g [8(“"@0 )+8((D+mo)] (14.15)

Entonces, una funcién oscilatoria, como el gradiente de presion, se puede expresar como
una suma de dos funciones Delta de Dirac. Esto en principio nos va a permitir calcular el
flujo volumétrico en términos del espacio temporal t.

14.1.1 Flujo volumétrico en un capilar con mecanismos inerciales y gradiente de presidn
cosenoidal

El flujo volumétrico fue calculado anteriormente mediante el uso de la transformada de

Fourier, la cual puede ser expresada en términos de la funcion de transferencia, por lo que
se tiene lo siguiente:

R’ 1
Q(w)= ’ITT(UJ)E(*VZP(@))R (14.16)
Sustituyendo la Ec. (14.15) en la Ec. (14.16), se tiene la siguiente expresion analitica

4

Q(w)= n%T (m)(—leo)\/g[ﬁ (-0, )+ S(te,)] (14.17)

Aplicamos la anti-transformada de Fourier a nuestro flujo volumétrico:

Hulf

f(t)=F"{f(o \/ﬂ [J (14.18)

La Ec. (14.18) debe ser modificada, debido a que el tiempo t fue sustituido por -t, por lo
que la anti-transformada de Fourier, tiene la forma:

f(t)=F"'{f e"f(0)do

{ (03)} Zﬁ [O (14.19)

Al aplicar la Ec. (14.19) en el flujo volumétrico, se tiene lo siguiente:
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4

F! {Q(co)} =F"! {n%T((D)(—VZPO )\/%[8 (-, 8(0)4‘(00)]} (14.20)

Simplificando, la Ec. (14.20) se tiene lo siguiente:

F! {Q(CO)} _ TER?4 (—Vpo ) \/%FI {T (a)) [6 (0-0, )+ 8(0)+600)]} (14.21)

Al aplicar la transformada de Fourier en la Ec. (14.21) se tiene:

Q(t)= ”%(—Vpo )\/g (Ffl {T()[8 (@o)]}+F" {T(0)[ do+o,)]}) (14.22)

Aplicando la definicién de anti-transformada de Fourier, por lo que se tiene lo siguiente:

F {1(0)f8 @]} == [T (0)f6 @,)ldo 1429)
Y
F! {T(w)[é (+ mo)]} =F' {T(m)[& (- (-030))]} (14.24)
Entonces

FHT(0)[8 (- (-0,)) ]} = ﬁ Ioe_i(mT(“’)[s (o (-0, )) Jdoo (14.25)

En las Ecs. (14.23) y (14.25) aplicaremos la propiedad de traslacién para la funcion o de
Dirac definida como:

j f(x)5(x-x,) = f(x,) (14.26)

Y analogamente

j fx)8(x-+x, )dx :j fx)(x-(x,)) = f(x,) (14.27)

-0
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Aplicando las propiedades de las Ecs. (14.26) y (14.27) en las Ecs. (14.23) y (14.25) se tiene
lo siguiente:

-iot 1 -iogt
FH{T(0)[5 (@w,)]f = J—j T [5@""0)]‘1‘”:@6 ") (1428

= 1 o 10)0
F ‘{T(m)[S (o -(-mo)ﬂ}=Ef T(0)[8 (0 (-, )) ]do=—= \/_n T(-0) (1420
Finalmente, al sustituir las Ecs. (14.28) y (14.29) en el flujo volumétrico Ec. (14.22),

R* 1

QW T[T )] s

Simplificando la Ec. (14.30)

I YL

4 2 2

(14.31)

Definiendo que

T(-0,)=T(e,) (14.32)

Al sustituir la Ec. (14.32) en la Ec. (14.31), se tiene la siguiente expresion analitica para el
flujo volumétrico:

Q)= & L (o, )+em0T(m°)J(leoRj

2 2 (14.33)
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14.1.1.1 Parte real e imaginaria del flujo volumétrico

Antes de calcular la parte real de la Ec. (14.33), se hace el cambio de variable, de t — -t,
entonces se tiene lo siguiente:

Q)& {e"“‘“‘T(wO)+e“"°tT(wo)JGVpOR]

4 2

(14.34)

Entonces en este punto, la Ec. (14.33) es una funcién compleja de variable compleja. El
flujo volumétrico se puede separar en una parte real e imaginaria, por lo que se tiene lo
siguiente:

Q(t)=Re[ Q(t)]+iIm[Q(t)] (14.35)
Al descomponer T(w,) y el complejo conjugado de T(w,), se tiene lo siguiente:
T(w,) =Re[ T(w,)]+ilm[ T(w,)] (14.36)
El complejo conjugado de la Ec. (14.36) es,
T(0,)=Re[T(w,)]-ilm[ T(w,)] (14.37)

Y de nueva cuenta, utilizando las férmulas de De Moivre para expresar las exponenciales
complejas en términos de senos y cosenos

€' = cos(m,t ) +isin (o,t) (14.38)
Y el complejo conjugado de la Ec. (14.38), tiene la forma:
™" = cos (w,t)-isin(w,t) (14.39)

Al sustituir las Ecs. (14.36)-(14.39) en la Ec. (14.35), la parte real queda expresada de la
siguiente manera:

Re[Q(1)]= R’ Re{e'i“’o‘T(mo)+ei‘°°‘T(mo)][lvpoRj

2 2 (14.40)
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En donde la parte real del flujo volumétrico

Re{em(ma)+e“"o‘T(‘°°)}:cos(mot)Re[T(wo)PSin(wot)lm[T(‘”oﬂ

2 (14.41)
Y la parte de imaginaria
-Cos (w,t)Im[ T (o, ) |+ Sin (o,t)Re[ T(w, )]
- ™' T (0, ) +e™' T(0,) | +Cos(@,t)Im [T (o, )] —Sin(o,t)Re [T(m0 )] g
2 2 (14.42)

Por lo tanto, el flujo volumétrico tiene la siguiente forma:

R’ . 1
Re[Q(t)]= e (Cos (wpt)Re[ T(w, ) |+Sin(w,t)Im[ T (w, )]) (_E VpORj (14.43)
De la parte imaginaria, se tiene:

m[Q(t)]=0 (14.44)

Finalmente, se tiene que, para una funcidn cosenoidal del gradiente de presién, se tiene
una respuesta oscilatoria del flujo volumétrico, por lo que:

3

R’ R :
Re[Q(1)]~ E-Re[T(0,)]o, Cos(o,0)+ “S-mm[T(0,)]o, Sin(oy)
En fase con el gradiente de presion Tuera de fase en el gradiente de presion (14'45)
En donde el esfuerzo en la pared, se define como:
1 .
0, = =5 VPR; (14.46)

2
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14.2 Gradiente de presidn sinusoidal

En esta esta seccidn se calculara el flujo volumétrico real cuando el gradiente de presion
depende del tiempo a través de una funcién oscilatoria. En esta primera etapa se construira
la solucion para un gradiente de presion que varia en forma con el tiempo en forma del
coseno y la del seno.

FUNCION ESTOCASTICA

H 4 6
TTEMPO ADIMENSIONAL

Vp (t) = VpoCos(mot)
Q(t)=Q,(w)Cos(w,t)
+Q, (©)Sin(w,t)

Figura |4.2. Efecto del gradiente de presion oscilatoria sobre el flujo volumétrico.

En general, sea f(t) una funcion real de variable real continua e integrable en un intervalo,
subconjunto de los reales. La trasformada de Fourier, de una funcién £(t), se define como:

u)lf

J_ I (14.47)

En particular, la funcién f(t) que se estudiara es una funcion oscilatoria para el gradiente
de presidn oscilatoria.

F{f(t)}=

Vzp(t)=Vzp,Sen(w,t) (14.48)




FENOMENDS DE TRANSPORTE Y REOLOGIA DE FLUIDOS COMPLE.JDS: FLUJO PULSATIL DE SANGRE HLIMANA

En la Ec. (2), Vp, es la amplitud de la funcion oscilatoria, w, es la frecuencia caracteristica
de la funcién oscilatoria propuesta. Al sustituir la Ec. (14.47) en la Ec. (14.48), se tiene lo
siguiente:

1 T 10 1 [ Ao
F{Vap(} == | e VapSen(opt)drVap, —— [ e™Sen(ot)dt g

Para resolver la integral, se debe de emplear la formula de De Moivre que relaciona la
funcién exponencial con las funciones trigonométricas, por lo que:

€= cos(m,t)+isen (w,t) (14.50)

Y cuando el angulo es negativo, i.e.,

&' = cos (,t) -isen (ot ) (14.51)

Sumando las Ecs. (14.50) y (14.51), se obtiene lo siguiente

iyt -imgt

;€7 =€ ;
Aim————=Sin(oyt) (14.52)

Sustituyendo en el modelo de gradiente propuesto

F{Vzp (t)} T - _[ e'Vzp, (—e _26 jdt (1453)

Por propiedad de linealidad de integral de Riemann, se tiene la siguiente

F{VZp VZp T lmt( 100r 1030[ Ft

—0

(14.54)

Aplicando las propiedades de la funcion exponencial compleja, por lo que:

V 'w -i(®-m, lll)H\
F{Vap()} = 2\/22% i (e (14.55)
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De la misma manera, que en las ecuaciones previas se realiza el cambio de variable, -t—t
y -dt—dt, por lo que la Ec. (14.55), toma la forma:

T (1 F . 1 2 .
V = —V 1| — “(“"““o)dt__ it(wtog) dt
() \/; o 1(2“[06 271[,6 J (14.56)

La Ec. (14.56) se obtiene después de hacer el cambio de variable -t = x, -dt = dx. Utilizando
la funcion d de Dirac para operar nuestras integrales

Vzp(®)=Vzp, \/g - [3(0-0,)-3(0+0, )] (14.57)

Entonces, una funcién oscilatoria, como el gradiente de presion, se puede expresar como

una suma de dos funciones Delta de Dirac. Esto en principio nos va a permitir calcular el
flujo volumétrico en términos del espacio temporal t.

14.2.1 Flujo volumétrico en un capilar con mecanismos inerciales y gradiente de presidn
sinusoidal

El flujo volumétrico fue calculado anteriormente mediante el uso de la transformada de

Fourier, la cual puede ser expresada en términos de la funcién de transferencia, por lo que
se tiene lo siguiente:

R’ 1
Q(w)=n=T(0)Z(-Vzp(w))R (14.58)
Sustituyendo la Ec. (14.57) en la Ec. (14.58), se tiene la siguiente expresion analitica

4

Q)= n% T(o) Vzpo\/g -i[3 (@-m,)- 3(w+em,)] (14.59)

Aplicamos la anti-transformada de Fourier

£(t)=F"{f(0)}= ﬁzemf(@)dw (14.60)
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y el cambio de variable -t—t, por lo que

£(t)=F'{f (o)} = \/—I (o (14.61)

Al aplicar la Ec. (14.61) en el flujo volumétrico (14.59) se tiene lo siguiente:

Q)= v [T {103 @ T 30%00})  gagn

Aplicando la definicién de anti-transformada de Fourier, por lo que se tiene lo siguiente:

®©

F{T(0)[3 (0-0,)]} = I e T (0)[8 (0-0,)]do (14.63)

—©

FYT(0)[3 (@ + o,)]} =F {T((D)[S (o- (-030))]} (14.64)
Entonces

F'{T(0)[8 (- (-,) ]} = J—L T (0)[8 (-(-0,)) do (14.65)

En las Ecs. (14.63)-(14.65) aplicaremos la propiedad de traslacion para la funcién o de
Dirac definida como:

j f(x)3(x-x,) = f(x,) (14.66)

Aplicando las propiedades de las Ec. (14.66) en las Ecs. (14.63) y (14.64) se tiene lo siguiente:

-imt 1 1wt
F{T(0)[8 (0-0,)]} \/_j T(w S(w-wo)]dw=Ee "T(w,) (14.67)

—1 1 1()t 1 imgt
FH{T(0)[3 (@'('@()))]}:Ef (@)[8 (o-(-0 )]d@—me "T(00) (1468
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Finalmente, al sustituir las Ecs. (14.67) y (14.68) en el flujo volumétrico Ec. (14.62),

Q(t)= Ui [-i ST (00)- e_imOtT(_wO)JG(—Vzpo)Rj

4 2 (14.69)
Definiendo que

T(-00,)=T(,) (14.70)

Al sustituir la Ec. (14.70) en la Ec. (14.69), se tiene la siguiente expresion analitica para el
flujo volumétrico:

Q(t)= L (-i e_imntT(mo)'eiwm](%(_vwo)Rj

4 2 (14.71)

Entonces en este punto, la Ec. (14.71) es una funcién compleja de variable compleja. El
flujo volumétrico, se puede separar en una parte real e imaginaria, por lo que, se tiene lo
siguiente:

Q(t)=Re[ Q(t) ]+ilm[ Q(t)] (14.72)
Al descomponer T(w,) y el complejo conjugado de T(w,), se tiene o siguiente:
T(o,)=Re| T(w,) ]+ ilm| T(w,)] (14.73)
El complejo conjugado de la Ec. (14.73) es,
T(w,)=Re[T(w,)]-ilm[T(e,)] (14.74)

Y de nueva cuenta, utilizando las férmulas de De Moivre para expresar las exponenciales
complejas en términos de Senos y Cosenos

¢ = cos (,t)+isin(w,t) (14.75)

Y el complejo conjugado de la Ec. (14.75), tiene la forma:

-0y,

e™" = cos(w,t)-isin (w,t) (14.76)
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Al sustituir las Ecs. (14.73)-(14.76) en la Ec. (14.71), la parte real queda expresada de la
siguiente manera:

e [Q (t):l - 7'[1:3 Re(_i el ((90 ) - gl m}(l (_VZPO ) RJ

2 2

(14.77)

En donde la parte real del flujo volumétrico

2

m“T((’)O)}:CoS(wot)Im[T(‘”o)]'Sin(wot)Re[T(wO)] (14.78)

Y la parte de imaginaria

Cos(o,t)Re[T (m, ) 1+Sin(@,t) Im[T (o, )]
- e ' T(0,)- "' T(w,) | . [~Cos(w,t)Re[T(w,)-Sin(m,t)Im[T (w,)] 0
2 B 2 (14.79)

Por lo tanto, el flujo volumeétrico tiene la siguiente forma:

7R’ . 1
Re[Q(t)]= 7 (Cos (0,t)Im[ T(0,)]-Sin(w,t)Re[ T (wo)])(a (—Vzpo)Rj (14.80)
De la parte imaginaria, se tiene:

Im[Q(t)]=0 (14.81)

Finalmente, se tiene que, para una funcion cosenoidal del gradiente de presidn, se tiene
una respuesta oscilatoria del flujo volumétrico, por lo que:

Re[Q(t)]f Im[T () ]0 Cos(w,t)— TRe[T(mO)]G Sin (w,t)
Ln fase con el gradiente de presion Tuera de fase en el gradiente de presion (14’82)
En donde el esfuerzo en la pared, se define como:
Ow =75 VP! (14.83)
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14.2.2 Flujo volumétrico en un capilar con mecanismos inerciales y gradiente de presidn
pulsatil (serie de Fourier)

En esta seccidn se utilizara la informacion obtenida para un gradiente de presion oscilatorio
cosenoidal y sinusoidal, previamente explicados. La serie de Fourier de la presion pulsatil
se puede expresar como:

Vzp(t ):%VzpﬁZ (Vzp,) Cos(no,t) +i Vzp,) Sin(no,t)

n=1 I

(14.84)

Al calcular la transformada de Fourier de la Ec. (14.84), se tiene la siguiente expresion
analitica:

T (mo )) Oy (14.85)

re[(0)]- 2

Entonces la funcion de transferencia T, se expresa de la siguiente manera
iy ——Re[T )]+ z(Re[T nw, ) |+Im[ T (nw, )Cos no,t)

+i(hn[T(nm0 )] - Re[T(an )]ﬁin(nmot);

n=

(14.86)

Y el esfuerzo en la pared

6, =—=Vp, (HDR (14.87)







CAPITULD VI
Simulaciones y anélisis de resultados
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En este capitulo, se presentan las principales predicciones de las ecuaciones desarrolladas,
las cuales describen las propiedades de flujo de un fluido viscoelastico sin inercia, i.e. a
numero de Reynolds bajos.

13 Variables adimensionales

Con el fin de simplificar las simulaciones en el programa Wolfram Mathematica e introducir
grupos adimensionales que describan la fisica del sistema, se propone el siguiente conjunto
de variables adimensionales para el flujo volumétrico, funcion de transferencia compleja
y frecuencia:

_ ; _T(@B). o). o
I oy TP, o)y e, B

(15.1)

En la Ec. (15.1) el flujo viscoelastico se hizo adimensional con el flujo volumétrico
Newtoniano, la funcién de transferencia compleja y la fluidez se hicieron adimensional
con la fluidez a bajo corte, el pardmetro beta con la longitud caracteristica a (radio del
capilar). Finalmente, la frecuencia se hizo adimensional con los tiempos caracteristicos
materiales que dependen del fluido estudiado. El caso de un fluido newtoniano, el tiempo
caracteristico es el tiempo inercial

t,=t,=a’Q,p (15.2)
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En el caso de un fluido viscoelastico, el tiempo caracteristico es el tiempo de relajaciéon de
Maxwell A, =1 /G, el cual se pude expresar como un cociente entre la viscosidad a corte
bajo y el modulo de corte. Por lo que, se tiene lo siguiente:

t, =X, =N,/G, (15.3)

En el caso del modelo multimodal de Maxwell, se tendra que escoger entre el espectro de
tiempos que describan el comportamiento viscoso y elastico del sistema. En este caso, se
seleccionara el tiempo dominate o tiempo de cruce del espectro, i.e.

t, =t ={t;},icIcN (15.4)

c cruce

Bajo este contexto, el grupo adimensional {3, en el caso newtoniano es:

'B =1, (15.5)

En el caso viscoelastico, se tiene:

B= i3’2«/De2md)(m) (15.6)

En donde De es el nimero de Deborah, el tiempo caracteristico del material y el tiempo de
observacién o experimental, como ya se menciond

t,_pa’e,
t t (15.7)

c c

De =

El niimero de Deborah tambien puede ser expresado en terminos del nimero de Mach, el
cual puede ser escrito como un cociente de velocidades, i.e.
1 a/\,

Ma=—=
De 1/¢,pa (15.8)

Este nimero ha sido utilizado para describir el comportamiento de Membranas flexo
eléctricas en medios newtonianos y no newtonianos, en particular, en medios viscoelasticos
lineales (Maxwell, Jeffreys, Burgers, fraccionarios y variantes de modelos tipo Voigt-
Kelvin).
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I6 Propiedades reoldgicas vs frecuencia sin mecanismos inerciales

16.1 Mddulo elastico &'

La Figura 16.1 muestra la simulacion para el médulo elastico adimensional en funcién de
la frecuencia adimensional. Este se puede expresar como el producto de la frecuencia con
la funcién de transferencia imaginaria.

(Dz

G (@)= wim[®] = —2 16.1

El mddulo eldstico G* tiene dos comportamientos asintdticos a baja y alta frecuencia
respectivamente. A frecuencias bajas, i.e., w << 1, el médulo de almacenamiento tiene la
siguiente forma asintdtica

G'(co):(mz(1+o)2)71 ;mz(l—m2)+0(w2);®2 (16.2)

Por lo que, el comportamiento de la funcién de transferencia a bajas frecuencias es
cuadratico. Por otra parte, a frecuencias altas, el sistema tiende a un valor limite, i.e.

Lim, G’ (®)=olm[d]=Lim,_, e 1 (16.3)

()

Este comportamiento se observa claramente en la Figura 16.1 por lo que coincide con
el tratamiento clasico de flujo oscilatorio a bajas amplitud en sistemas poliméricos.
Fisicamente, el mdédulo G” describe el almacenamiento de la energia en el sistema asociado
con la elasticidad del fluido complejo.

16.2 Madulo viscoso G

Asimismo, la Figura 16.1 también muestra el comportamiento de G"'(w) representado
matematicamente por la Ec. (16.4) adimensional en funcién de la frecuencia adimensional

G”(0)= wRe[®]= —

1t wP (16.4)
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VISCOELASTICIDAD LINEAL:
SANGRE HUMANA CON COLESTEROL

@ ’j{‘fﬁ:{

MM : (G, [Pa], ),[s]) = (28.5,0.0052)

1LE+2

1LE+0
1E-2 G'((;))

1.E-4 =

1.E-6

MODULOS
3\

1E-8

LE-10

1.E-12 Py e
1.E-4 1.E-2 1.E+0 1.E+2 1.E+4 1.E+6
FRE CUENCIA
Figura |6.l. Moédulo elastico G’ (linea negra) y médulo viscoso G”
(linea roja) en funcidn de la frecuencia para el modelo de Maxwell.

Los limites de la ecuacion para G’ (w) son:
G”(O)):Q)(1+(1)2)71 zw(l—m2)+0(m2)za) (16.5)

Es decir, a bajas frecuencias el comportamiento del médulo es lineal con la frecuencia, por
lo que a frecuencias altas el sistema tiene el siguiente limite:

Lim, _G”(w)=Lim,  —2_=0 (16.6)

®—>0 {4 2

[Q)

Adicionalmente, G"’ relaciona la energia disipada en el sistema por efecto de la viscosidad.
Notese, que sin tomar en cuenta los efectos inerciales, la G”* solo presenta un maximo
resonante, se esperaria que, incluyendo los mecanismos inerciales, esta respuesta seria
alterada. Las dos ecuaciones tienen un punto en comun que corresponde al equimodulo,
i.e. el punto en donde los moédulos son iguales (punto negro de la Figura 16.1),

o =1 (16.7)
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Es decir, la parte real y compleja de la funcion de transferencia son iguales y se tiene lo
siguiente:

G’ ()= G’(m) (16.8)

Sustituyendo el valor de la parte real e imaginaria de la funcion de transferencia, se tiene
lo siguiente:

Re[®@]=Im[®] (16.9)

Esta ecuacion tiene soluciones, para la frecuencia, para cero y el valor de 1 por lo que, en
el caso adimensional, el tiempo viscoeldstico de cruce en el sistema es igual a la unidad.

w B 1

[<]

1+ 1+’ (16.10)

Este valor de la frecuencia de cruce esta asociado a la viscoelasticidad del material, por
lo que es un parametro muy importante, ttil en la caracterizacion reoldgica y en las
pruebas reométricas y, en pocas palabras, corresponde al valor en el cual el tiempo de
observacion/experimentacion del proceso equivale al tiempo caracteristico del material
(tiempo de relajacién de Maxwell), lo cual, como el lector seguramente recordara,
es unico para cada fluido. Es importante destacar que la mayoria de sistemas fisicos
presentan un comportamiento que no ajusta al modelo de Maxwell por si solo, por lo
que se debe de ajustar a modelos mas complejos (i.e. Modelo de Maxwell multimodal),
que, por ejemplo, puede arrojar informacion fisica concerniente a la distribucién del peso
molecular en el sistema.

16.3 Viscosidad real n’

La viscosidad real es la parte real de la funcidn de transferencia la cual, sin mecanismos
inerciales, se describe matematicamente de la siguiente forma:

1

Lt e (16.11)
Los limites de la viscosidad real estan dados por:

n(0)=(1+0?) =1-0*+0(w*)=1 (16.12)




FENOMENDS DE TRANSPORTE Y REOLOGIA DE FLUIDOS COMPLE.JDS: FLUJO PULSATIL DE SANGRE HLIMANA

Es decir, cerca de una vecindad del cero, la funcidén viscosidad real tiende a la unidad,
mientras que, a frecuencias altas, se tiene lo siguiente

1

Lim =
1+

oM (@) =Lim,_ =0 (16.13)

I6.4 Viscosidad imaginarian”

Por otra parte, la viscosidad imaginaria esta dada por la siguiente expresion:

o @
n(0)=1 = (16.14)

Como en el caso anterior, la viscosidad imaginaria tiene dos limites asintéticos, los cuales
se describen a continuacion:

1’]”(00):00(1—4—002)71 :o)(l—co2 +O((,02))E(D (16.15)
Mientras que, a frecuencias altas, se tiene el siguiente resultado:

n"(co):co(l+c02)7l zo)(l—oo2+0(m2))zoo (16.16)

16.9 Viscosidad compleja

La viscosidad compleja puede ser calculada de la siguiente manera:

0 (@) =y[n" ()] +[n"" ()] =_1\/——01—_c0_2- (16.17)

La viscosidad compleja a frecuencia bajas es 1y a frecuencias altas, la viscosidad compleja
tiende a cero.

La Figura 16.2 ilustra la viscosidad compleja n* en funcién de la frecuencia adimensional
para el modelo de Maxwell. Las predicciones muestran un comportamiento de 1 a
frecuencias baja, mientras que, al aumentar esta, la viscosidad disminuye mono6tonamente
hasta un valor minimo.
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Finalmente, la viscosidad compleja es la magnitud de las viscosidades real e imaginaria y
describe estd en el sistema oscilatorio de baja amplitud.

VISCOELASTICIDAD LINEAL: SANGRE CON BAJO COLESTEROL

1.E+0

i=1,(28.5,0.0052)
MM :(G,};)=1i=2,(0.37,0.03)
i=3,(0.01,0.79)

VISCOSIDAECOMPLEJA
[
-

1.E-2
1.E-1 1.LE+0 1.LE+1 1.LE+2 1.E+3
FRECUENCIA

Figura |6.2. Se ilustra el comportamiento de la viscosidad compleja como funcion de la
frecuencia angular adimensional para el modelo de Maxwell multimodal con 3 modos.

|7 Simulacién con datos reométricos con colesterol

En esta seccidn, se predice la mejora de la fluidez con datos reales de sangre humana con
hipercolesterolemia. Los parametros materiales se dan en la Tabla 7.4. El radio sanguineo
tipico de las venas varia de 0,02 a 0,35 cm y la densidad de la sangre es aproximadamente
de 1,05 g / cm?® [49].

Los datos reométricos de colesterol en sangre no pueden ajustarse con un solo modelo en
pruebas oscilatorias de flujo, por lo que es necesario emplear mas modos para ajustarse
a las medidas experimentales [42, 50]. Las fluideces reales e imaginarias pueden ser
sustituidas por el modelo Maxwell generalizado para N = 3 modos, de acuerdo con la
Tabla 17.1.
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Tabla 17.1. Valores de los parametros materiales para el modelo de Maxwell Multimodal.

Modelo i-ésimo modulo elastico [Pa] i-ésimo tiempo de relajacion [s]
Maxwell 1=1:28.5 1=1: 0.0052
G, =49172:0.37 A, =41=2:0.03
Multimodal 1=3: 0.01 1=3:0.79

17.1 Flujo oscilatorio de pequeiia amplitud de deformacian (SAOS)

La Figura 17.1 muestra la simulacion para predecir el médulo elastico (a), y el mdédulo
viscoso (b) versus la frecuencia angular adimensional con datos reométricos de sangre con
contenido de colesterol. El modelo de Maxwell predice el valor del modulo eléstico de la
siguiente manera:

G ()= tim) -

Al > AL, A2,
—5 2T 7T = (17.1)
M1+ A2 1+ A2, 1+A2,® .

Y finalmente, el mddulo viscoso

G” (@)= 3G (@) =

Ao @ . Apr® N Aoz O
M1+ AZm? P 1+a2m? S 14 30" (17.2)

Al sustituir los datos reométricos de la tabla 7.1 em las Ecs. (17.1) y (17.2) por lo que, se
tiene lo siguiente:

Matematicamente, la funcion del mddulo elastico (a) muestra un comportamiento
creciente en el intervalo de frecuencias, pero tiende a decrecer de manera que aumenta
significativamente la frecuencia angular. Mientras que al igual que el moédulo elastico
(a), el mddulo viscoso (b) muestra un comportamiento creciente pero a cortos mdodulos
decrece de manera que aumenta la frecuencia angular. Es importante resaltar que a
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frecuencias altas se tiene una interseccion entre ambos mddulos de tal manera que se
obtiene el médulo de almacenamiento debido a la tension aplicada y pérdida del material,
que determina la disipacion de energia del modelo de Maxwell. Fisicamente, el médulo
complejo esta relacionado con el mecanismo viscoso y elastico, que describen la respuesta
mecanica del fluido viscoelastico a través de las variaciones de la frecuencia. Ambos
modulos dependen del esfuerzo cortante y la deformacion del material.

VISCOELASTICIDAD LINEAL:
SANGRE HUMANA CON BAJO COLESTEROL

1.E+1 G’(®): Modulo elastico
@ 1.E-1 G"(m):Modulo viscoso
C -
= 1.E-3 m i
= . m' 3
g 1.E-5 © H¥E

LET — i=1,(28.5,0.0052).i = 2,(0.37,0.03)

HGoh) i=3,(0.01,0.79)
1.E-9
1.E-3 1.E-2 1E-1 1.E+0 1.E+1 1E+2 1.E+3 1.E+4

FRECUENCIA

Figura 17.1. Médulo elastico G’ (linea azul) y médulo viscoso
G’ (linea roja) en funcion de la frecuencia angular.

Notese, que a frecuencias bajas, el sistema se comporta como un fluido, ya que domina la
parte viscosa, y a frecuencias altas, el sistema se comporta como un sélido, lo cual rige
la elasticidad.

w—0;t—;Fluido

A,—>1/w;Viscoelastico

w—>0;t—0;Sdlido
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17.1.1 Viscosidad Compleja

La viscosidad compleja es la magnitud del vector complejo |n*(w)|, por lo que se tiene lo
siguiente:

n () :\/[n’(co)jz +[m ()] (17.3)

La viscosidad compleja debe ser revaluada con tres modos para los datos de sangre con
colesterol. La expresion para la parte real de la viscosidad compleja, con tres modos, es
la siguiente:

Ao @ ) Az ®

(@)= Gt T 5EF Ot e FOele T o a7

Por otro lado, para la parte imaginaria de la viscosidad compleja, es aplicable la siguiente
ecuacion:

1 1 1

(@)= Gorana t Gute Tz Y Oeta T ars)

VISCOELASTICIDAD LINEAL: SANGRE CON BAJO COLESTEROL

& G

i=1,(28.5,0.0052)
MM :(G,,k,)=1i=2,(0.37,0.03)
i=3,(0.01,0.79)

1.E+0

VISCOSIDAD COMPLEJA
=

1.E-2
1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.LE+3
FRECUENCIA

Figura 17.2. Viscosidad compleja como funcion de la frecuencia angular.
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La Figura 17.2 muestra la simulacién para la viscosidad compleja como funcién de la
frecuencia angular adimensional con datos reométricos de sangre con hipercolesteronemia.
Matematicamente, la funciéon del moédulo viscoelastico muestra un comportamiento
monoétono decreciente pero constante en el intervalo de frecuencias 0.1 rad/s — 150 rad/s,
y tiende a decrecer de manera que aumenta significativamente la frecuencia angular. Es
importante resaltar que a frecuencias altas se tiene una viscosidad compleja menor que
tiende a ser muy pequefia, incluso menores a cero. Fisicamente, la viscosidad compleja
esta relacionada con los mecanismos viscosos y eldsticos asociadas con la disipacion y
la recuperacién, ademas, describen las propiedades viscoelasticas del fluido a través
la frecuencia angular. Obsérvese que, cuando la frecuencia de oscilacién disminuye,
la viscosidad compleja tiende a comportarse un fluido en estado estacionario y por el
contrario, a frecuencias altas se comporta como un sélido.

18 Flujo pulsatil de un fluido de Maxwell (parte Real y parte Imaginaria)
18.1 Nimero de Womersley

El nimero de Womersley (Wo), se puede definir por la relacion:

,_mecanismo oscilatorio  poU _ol’ _ol’

Wo
fuerzas viscosas ~ pUL? pp' v (18.1)

Es una expresién adimensional de la frecuencia de flujo pulsatil en relacién con los efectos
viscosos. Es utilizado para determinar el grosor de la capa limite para ver si los efectos de
entrada pueden ser ignorados.

. |op
ok (18.2)
Donde Lesunaescala delongitud, weslafrecuencia angular de las oscilaciones, y v, o, [t son
la viscosidad cinematica, la densidad y la viscosidad dinamica del fluido, respectivamente.
El nimero de Womersley surge en la solucion de las ecuaciones linealizadas de Navier
Stokes para el flujo oscilatorio (supuestamente laminar e incomprensible) en un tubo.
Expresa la relacion entre el mecanismo oscilatorio y la fuerza de corte dado por la
viscosidad. Cuando Wo es pequefo (<1), significa que la frecuencia de pulsaciones es lo
suficientemente baja como para que un perfil de velocidad parabdlica tenga tiempo para
desarrollarse durante cada ciclo, y el flujo estara casi en fase con el gradiente de presion,
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y se le dara a una buena aproximacion segtn la ley de Poiseuille, usando el gradiente de
presion instantaneo. Cuando Wo es grande (>10), significa que la frecuencia de pulsaciones
es lo suficientemente grande como para que el perfil de velocidad sea relativamente plano
o parecido a un flujo tapdn, y el flujo promedio se retrasa en el gradiente de presion
unos 90 grados. Junto con el nimero de Reynolds, el nimero de Womersley rige la
similitud dindmica. Su aplicacién en un sistema cardiovascular, la frecuencia de pulsacion
disminuye a medida que la sangre se aleja del origen de la pulsacion. Por lo tanto, el
cambio de frecuencia en el flujo sanguineo no afecta las caracteristicas definidas por el
numero de Womersley.

Tomando las expresiones anteriormente obtenidas en secciones anteriores, la funcion de
transferencia puede expresarse en funciéon del nimero de Womersley:

T Sisz | s Ti (i”Wo(:, ((x)))/i”Wom (o)
Wo T (13/2W0w (0)) (18.3)
En donde el nimero de Womersley generalizado tiene la siguiente forma:
a a
Wo (w)= —«/EZWO\/CI_); Wo=—F——
(@) 1/po,® 1/ Jpo,0 (18.4)

La relacién de fluidez adimensional esta dada por:

22 (1-+i0) (14 24, () (1 + 25 (i)

0 Mor (1 (1)) (1 Aoy (100)) + 15 (11 100) (1245 (100)) #1105 (14 10) (12, () (18.5)

En donde se tiene las siguientes definiciones

_ Mo _ Golo

ok — -

3
n
‘ ;Gmxm (18.6)

A
Ao = )\‘_Ok; k={2,3}

01

(18.7)

® =y (18.8)
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19 Flujo pulsatil de un fluido multimodal de Maxwell de sangre humana
con cuiesternl: Oclusiones periféricas

La Figura 19.1 representa la simulaciéon de la funcion de transferencia del flujo pulsatil,
tanto de la parte real (a) como de la parte imaginaria (b), como funcion de la frecuencia
angular adimensional ajustados a datos reométricos de sangre con hipercolesterolemia.
Suponiendo que la sangre tiene una densidad de 1060 kg/m®y el radio de la vena es de 0.0025
m [49]. Matematicamente, la parte real (a) del sistema presenta una sucesion de curvas
resonantes en el intervalo de (0.001-800) siendo este el pico resonante dominante a bajas
frecuencias. Conforme el sistema va evolucionando, las curvas resonantes van atenuandose
hasta llegar al momento en que se vuelven lineales e independientes del sistema. En la parte
imaginaria (b), se puede observar un comportamiento de curvas discontinuas negativas
(0.001-800) siendo este el pico resonante dominante, se puede observar un punto maximo
positivo que después es sucedido por un punto minimo negativo; la transicion existente,
sOlo entre estos dos puntos, es lineal, ademas, conforme el sistema va evolucionando,
existe una sucesion de puntos que se asemejan al comportamiento antes mencionado
dando lugar a un comportamiento tipo diente de sierra.

MAXWELL MULTIMODAL

p=1060kg / m’
a=0.0025m
i=1,(28.5,0.0052)
G, =1i=2,(0.37,0.03)
i=3,(0.01,0.79)

FUNCION DE TRANSFERENCIA
=%

0
i T(o)- gpz R Jl(iS/ZWo(:ffu))/i“Wom(w)
Wo I, (1' *Wo,, (m))
-2
1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3 1.E+4
WOMERSLEY

Figura 19.1. Funcién de transferencia para el modelo de
Maxwell multimodal como funcidn de la frecuencia.
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19.1 Mecanismos elasticos del Rouleaux

En las siguientes simulaciones se tomara un término adicional en la fluidez debido a la
contribucion elastica del hematocrito o del Rouleaux. Para incorporar esto, se utilizard una
variante del modelo de Voigt-Kelvin, i.e.,

Nor N . Mo
O, =— ¥zt 0¥, + o+ _
ik, ® R LB B T, (19.1)

La funcion fluidez en el régimen de viscoelasticidad lineal en el espacio de Fourier, puede
ser descrito como:

0, =0,(d, )q'(zr (19.2)

Donde el operador fluidez esta dado por

On(at)=ai|: T]Ola‘ +G+ nozat + T]mat :|
t

1+2X,,0, 1+2,0, 1+A.0, (19.3)
Y el operador fluidez adimensional, en el espacio de Fourier esta dado por:
) ) ) -1
O(D (1(1)) — L T]()ll.(D NE G i n()Zlu? 4 n()fil(’l.)
io| 1+im I+ Xl 1+ A i0 (19.4)

Esta ecuacion nos permite incorporar la elasticidad en el sistema a través de una variante
de la familia de ecuaciones de Voigt-Kelvin. El intento de esta expresion es tratar de
involucrar la elasticidad del Hematocrito y las interacciones del hematocrito o del Rouleaux
en el régimen de deformaciones pequenas, es decir, en el régimen de viscoelasticidad lineal.

Notese que, el comportamiento de las curvas antes mencionadas, son las que se presentan
en otros sistemas complejos [49]. Conforme los tiempos de relajacion de Maxwell
aumenta, los valores maximos y minimos disminuyen y el comportamiento irregular se va
atenuando, al mismo tiempo, el material cambia para mostrar una respuesta independiente
de la frecuencia. Es importante resaltar que la contribucién de las curvas resonantes se da
a frecuencias altas, ya que tienden a atenuarse e incluso a desaparecer. Fisicamente, la
maxima respuesta del gradiente de presion pulsatil, se ve inducida con respecto al valor
de los tiempos de relajacion de Maxwell y la relacion entre el mecanismo viscoso y elastico,
que representa el tiempo reducido adimensional.
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MAXWELL MULTIMODAL: SANGRE CON COLESTEROL

< 14 -
— p=1060kg /m
% 12 a=0.0025m
§ 10 i=1,(28.5,0.0052)
= g Wl G,k =1i=2,(0.37,0.03)
% m P e i=3,(0.01,0.79)
6 NOJ ! 3 Y !
é Low ~ Cholesterol 8’ Jl(imwom(m))/iyzwow (CO)
= 4 ' T(w):W 2| 302
= o 0, (1 Wom(m))
R 2
Z Wo=1G=1
= -
Q
% -2
=~ LE-2 1.E-1 1.LE+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3 1.E+4
WOMERSLEY

Figura 19.2. Parte real e imaginaria de la funcidn de transferencia como
funcion de la frecuencia angular para el modelo multimodal de Maxwell.

MAXWELL MULTIMODAL: SANGRE CON COLESTEROL

8
= ; p=1060kg / m’
. 6 - [ 2=0.0025m
= 4 - & PO, Ji=1,(28.5,0.0052)
B 5T e ot " G,k =1i=2,(0.37,0.03)
Z ' {i =3,(0.01,0.79)
é 0
2 Rl (e G B LN
a4 Wo T (i Wou,(w))
Z
Q6 Wo=1
—
Q G=1
% -8
= LE-2 1.E-1 1.E+0 1.LE+1 1.LE+2 1.E+3 1.LE+4
WOMERSLEY

Figura 19.3. Parte real e imaginaria de la funcién de transferencia como
funcion de la frecuencia angular para el modelo multimodal de Maxwell.
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20 Flujo pulsatil de un fluido multimodal de Maxwell de sangre humana
con [:I]|JEStBl'[I| oclusiones centrales

En esta seccién se modela la funcién de transferencia para el modelo multimodal de
Maxwell para datos de sangre humana con colesterol en una corona circular. Esta
geometria simula las oclusiones periféricas en un flujo completamente desarrollado, i.e.,
un liquido viscoelastico que depende de la posicién y el tiempo y que fluye en direccion
axial en la seccién anular.

20.! Efecto de la geometria

MAXWELL MULTIMODAL: CORONA CIRCULAR

5 Wo=1G=0 p=1060kg/m’
Z, 1 a=0.0025m
g L I =1,(28.5,0.0052)
= 0.5 b:R=01 G,,\, =1i=2,(0.37,0.03)
E i=3,(0.01,0.79)
= 0 c:R=0.5
g r' Vz(r=R,,t)=0;i=12
=0 -a\

S USRS
5 i —
z
E 1 E-2 1.E-1 1.LE+0 1.LE+1 1.LE+2 1.E+3 1.E+4

WOMERSLEY

Figura 2011, Parte real e imaginaria de la funcién de transferencia como
funcion de la frecuencia angular para el modelo multimodal de Maxwell.
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MAXWELL MULTIMODAL: CORONA CIRCULAR

p=1060 kg / m’
‘ ﬁ a:R=0.01 2-0.0025m
Vzp (o) Q(w) i=1,(28.5,0.0052)
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i=3,(0.01,0.79)
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WOMERSLEY

Figura 20.2. Parte real e imaginaria de la funcién de transferencia como
funcion de la frecuencia angular para el modelo multimodal de Maxwell.

20.2 Efecto de la elasticidad del Rouleaux

MAXWELL MULTIMODAL: CORONA CIRCULAR

8
5 § R=0.01 —— p=1060 kg /m’
W, =1 2=0.0025m
Z 0
= 4 b:G=1 i=1,(28.5,0.0052)
2, o G,.h, =1i=2,(0.37,0.03)
z bt i=3,(0.01,0.79)
\
é 0 |
=-2 V . r’ Vz(r=R,,t)=0;i=12
Z 3
$ . =) —> 4 m——
S 4 Vzp(w) Q(w) '
© LE2  LE1  LE+0  LE+l  LE+2  LE+3  LE+4

WOMERSLEY

Figura 2[0.3. Parte real e imaginaria de la funcién de transferencia como
funcién de la frecuencia angular para el modelo multimodal de Maxwell.
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MAXWELL MULTIMODAL: CORONA CIRCULAR

14
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% 12 a=0.0025m
= 10 ﬁ i=1,(28.5,0.0052)
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Figura 20.4. Parte real e imaginaria de la funcion de transferencia como
funcion de la frecuencia angular para el modelo multimodal de Maxwell.

Matematicamente, la parte real del sistema presenta una sucesién de curvas resonantes
a bajos valores de frecuencia angular adimensional. Para asi, conforme el sistema va
evolucionando, las curvas resonantes van atenudndose hasta llegar el momento en que se
vuelven lineales e independientes de la frecuencia. Se observan dos curvas resonantes las
cuales describen la frecuencia multimodal de Maxwell, unimodal (a) y multimodal (b) con
datos de modulos elasticos y tiempos de relajacion iguales, ya que se necesitan tres modos
para ajustar todo el rango de datos en la zona de baja velocidad de corte. Ambos describen
un comportamiento que se asemejan a la funcion dientes de sierra. Noétese, que el modo
principal (a) describe los datos a lo largo de las regiones de corte bajo, donde se produce
el fenémeno de tension de fluencia. El comportamiento entre las curvas resonantes (a) y
(b) antes mencionadas son semejantes, pero con un ligero desplazamiento, lo que muestra
que el modelo de Maxwell decentemente la respuesta de las propiedades viscoelasticas
del material a través de la variacion de la frecuencia adimensional sin importar la cantidad
de modos que se utilicen para describir a dicho sistema. Cuando los valores maximos y
minimos disminuyen, el comportamiento irregular se va atenuando, conforme el sistema
evoluciona, para posteriormente volverse estable.
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Es importante resaltar que la contribucién de las curvas resonantes se da a frecuencias
altas pero presentado un pico de resonancia mas pronunciada y produciendo una
frecuencia de resonancia maxima a bajas frecuencias, a su vez tienden a atenuarse e
incluso a desaparecer. Fisicamente, el aumento de flujo para sangre humana real para el
flujo pulsatil (a) representa la aproximacion de orden cero (sin mejora de flujo) y el flujo
pulsatil (b) representa la aproximacion de primer orden. La maxima respuesta entre el
flujo oscilante y el gradiente de presion pulsatil, se ve inducida con respecto a la frecuencia
multimodal de Maxwell y la relacion entre los mecanismos viscosos y eldsticos, que
definen al tiempo reducido adimensional. Como consecuencia de esto, es posible notar
que, a valores pequefios de la frecuencia adimensional, se tiene el maximo valor obtenido
para el flujo pulsatil, i.e. el flujo maximo posible se da en este punto. Conforme el sistema
va evolucionando se puede observar una mitigacion en el aspecto antes mencionado.
Entonces a medida que aumenta el contenido de colesterol, el maximo del aumento de
flujo es mas evidente ya que el colesterol induce un esfuerzo cortante mas fuerte.







CAPITULD IX
Conclusiones

21 Modelado tedrico

En este trabajo se estudi6 el efecto del gradiente de presion pulsatil de un fluido
bioldgico viscoelastico (sangre humana con hipercolesterolemia) fluyendo en un capilar
de radio r = a y longitud axial z = L. Para describir la transferencia de momento y los
fenémenos reologicos se postularon las siguientes condiciones: (i) proceso isotérmico,
(i) fluido incompresible, (iii) estado no estacionario, (iv) fluido viscoelastico, (v) los
efectos gravitacionales son despreciables, (vi) el sistema (fluido) es deformado continua e
irreversiblemente por un gradiente de presion pulsatil en la direccion z y (vii) la reologia
del sistema de flujo fue caracterizada por la ecuacién constitutiva de Maxwell de un modo
y de tres modos aplicada a un sistema biologico particular (sangre con colesterol), la cual
acopla los mecanismos elasticos y viscosos en el sistema.

Al combinar la ecuacién de momento con la ecuacion constitutiva reoldgica (Maxwell) se
obtuvo una ecuacion diferencial parcial lineal que describe los cambios de la velocidad
debido a la inercia y la viscoelasticidad, inducidos por el gradiente de presion pulsatil.
Suponiendo, que la funcion velocidad es continua, el espacio temporal es transformado al
espacio de frecuencias utilizando el formalismo de Fourier (Operador integral de Fourier
con el ntcleo exponencial complejo).

Aplicando la condicion de no deslizamiento en el capilar, se obtienen expresiones analiticas
para el perfil de velocidad, el flujo volumétrico y la funcion de transferencia que relaciona
la variable de entrada (gradiente de presién pulsatil) con la de salida (flujo volumétrico),
las cuales dependen del nimero adimensional de Womersley y del tiempo reducido de
Maxwell. Notese que el nimero de Womersley relaciona los mecanismos oscilatorios y
viscosos respectivamente.
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La ventaja del formalismo de Fourier fue la de generalizar la funcion de transferencia
para cualquier modelo viscoso-inercia y viscoelastico-inercia (Maxwell, Jeffreys, Burgers,
Multimodal de Maxwell). Por ejemplo, el modelo de Jeffreys relaciona los tiempos de
retardo y relajacion respectivamente. Fisicamente, el tiempo reducido se puede interpretar
como un cociente entre las viscosidades del solvente y del polimero.

Por una parte, tanto la parte real como imaginaria de la funcién de transferencia muestra
curvas discontinuas y resonantes respectivamente deducidas con anterioridad en sistemas
de medio poroso [49], las cuales se ven afectadas por las propiedades materiales del medio,
asociados a los niimeros adimensionales caracteristicos en el sistema.

Finalmente, las bondades y predicciones del modelo de Maxwell son probadas con datos
reométricos de sangre con contenido de colesterol [10, 50] y se demuestra la concordancia
entre las proyecciones teoricas y los datos experimentales, todo esto en el ambito del
régimen de viscoelasticidad lineal o deformaciones bajas.

A continuacidn, se mencionan las principales contribuciones de la presente investigacion:

22 Simulaciones computacionales

® Utilizando el formalismo de Fourier se obtuvo una expresién cerrada para la
funcion de transferencia en el sistema, la cual, es una relacidon entre la variable de
entrada (gradiente de presion) y la de salida (flujo volumétrico).

® La funcién de transferencia compleja que se obtuvo es un cociente de series de
Bessel, las cuales inducen a un comportamiento resonante, el cual es regulado a
través del nimero de Womersley y la funcién fluidez compleja que depende de la
ecuacion constitutiva que se esté analizando.

* Las curvas generadas mediante las simulaciones son caracteristicas de otros
sistemas dindmicos que involucran una variable de entrada y salida y mecanismos
de tipo inercial modificados por los efectos elasticos. Por citar algunos: (i) Medios
porosos, (ii) Fluidos electroreoldgicos [51], (iii) Sistemas bioldgicos [52-54](células
ciliadas externas, flujo sanguineo).
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" Notese que la manera de modificar el nimero de Womersley es a través de la
geometria (radio del capilar) y las propiedades materiales del sistema, como son:
(i) pH, (ii) Concentracion y (iii) Peso molecular.

® En el caso del flujo volumétrico real sin inercia, se observa un comportamiento
monotono creciente, y para un valor critico de frecuencia adimensional el flujo
volumétrico es independiente de la frecuencia. El efecto que tiene el nimero
adimensional A* sobre el sistema es definir la zona asintotica (véase Figura 17.1).

® Para el caso del flujo volumétrico imaginario, se observa un comportamiento
resonante y la forma de la campana depende exclusivamente del tiempo
adimensional A*. Notese que este ntimero describe los procesos del tiempo de
retardo asociado al polimero y del tiempo de relacion de Maxwell.

® El flujo volumétrico real e imaginario en funcion de las frecuencias muestra un
comportamiento oscilatorio, es decir un comportamiento no-monétono inducido
por el valor de la frecuencia y de las propiedades materiales del medio. Es
importante resaltar la siguiente propiedad:

® A una frecuencia en especifico, y un nimero de Womersley, la funcién e
transferencia estda completamente determinada. Esta, estd relacionada a la
amplitud de las oscilaciones mientras que, la frecuencia de oscilacion esta
directamente relacionada con el nimero de ciclos en el sistema.

23 Aplicacion de sangre con contenido de colesterol

* De datos reométricos extraidos de experimentos oscilatorios a baja amplitud,
se obtienen las propiedades materiales del modelo de Maxwell para sangre con
hipercolesterolemia. El ajuste con el modelo de Maxwell se hiz6 con tres modos
caracteristicos los cuales fueron simulados mediante un programa de Mathematica
11.0 [50].

" Seobservé que el comportamiento mecanico de un material se puede estudiar tanto
en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia y se obtuvo las caracteristicas
mecanicas dinamicas de un material viscoelastico, en este caso sangre humana
con colesterol, cuando esta sometido a estados tensionales dinamicos, como son: i)
Moédulo elastico ii) Médulo viscoso y iii) Modulo complejo.
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® Elntimero de modos fue seleccionado de tal manera que fueran el menor nimero
de parametros materiales con el fin de no pérder la interpretacion fisica del sistema.
El niimero minimo de modos resultd ser de tres[10, 50].

® El punto de cruce, entre el mddulo eldstico y viscoso, es el tiempo dominante
vicoelastico de Maxwell y este se obtiene directamente del experimento a
amplitudes bajas, i.e. A, = 1/ wc. Este tiempo describe los procesos acoplados de
elasticidad (almacenamiento) o perdida (viscosidad) en el sistema.

® Laviscoelasticidad compleja depende de los mdédulos elasticos y viscosos asi como
de la frecuencia angular, debido a las caracteristicas mecanicas del material. A
frecuencias bajas (tiempos largos) el sistema se comporta como un fluido, miemtras
que, a frecuenias altas (tiempos cortos), el sistema se comporta como un sélido.

w—0;t—;Fluido
A,—1/w ;Viscoelastico

w—x;t—0;Sdlido

® La funcién de transferencia real con datos reométricos de sangre con colesterol
muestra un comportamiento resonante en el intervalo de [0.001-800] siendo este el
pico resonante dominate y para valores mayores, los maximos resonates decrecen
considerablemente. Por otra parte, a funcion de transferencia imaginaria, presenta
las clasicas curvas discontinuas que se han encontrado en otros sistemas [49].

" Se demostro que no existe mucha diferencia entre el modelo de Maxwell unimodal
y el mutimodal ya que, las curvas resonantes asociadas a la funcion de transferencia
son muy similares). Notese que la curva resonante dominante se encuentra en el
tiempo viscoelastico de cruce por lo que la respuesta entre el fluido Newtoniano
y el viscoelastico esta determinado por las propiedades del tiempo de relajacion
dominante.




CAPITULD IX CONCLUSIONES

24 Trabajo a futuro

A continuacion, se presentan algunas de las aplicaciones de flujo pulsatil y puedan ser

viables a diferentes ramas de las ciencias:

Comparar las predicciones tedricas del efecto de los mecanismos cinéticos,
viscoelasticos y de ruptura mediante el uso de sangre humana con diferentes
patologias humanas, por ejemplo, la hiperglucemia asociada con la diabetes
tipo I y 1II, el hipercolesterolemia asociado con el colesterol alto que afecta a las
arterias, el cancer que es un desequilibrio en la produccion de glébulos blancos y
las enfermedades de transmision sexual [21].

El analisis del flujo pulsante y oscilante combinado en las funciones de fluidez
junto con la disipacién viscosa en flujos complejos merece un analisis adicional.

La extension a fluidos viscoeldstico no lineales, es decir, que se aplique a medianasy
altas rapideces de deformacién. Un ejemplo de este tipo de ecuaciones constitutivas
que describen este régimen es la ecuacion reoldgica de Bautista-Manero-Puig.

Comprobar las predicciones tedricas de este modelo utilizando datos provenientes
de experimentos reoldgicas en estado estacionario y no estacionario.

Aplicar el modelo de Maxwell para otro tipo de sistemas complejos como son:
Sistemas bioldgicos que presente las propiedades viscoelasticas del material y que
toman en cuenta los mecanismos inerciales.

Este trabajo se puede aplicar a fluidos micelares utilizados en la extraccién
terciaria de petrdleo. Este tipo de fluidos se inyectan en los yacimientos de
petrdleo y debido a los gradientes de presion elevados, la roca se fractura y se
puede recuperar mayores cantidades de crudo. La solucion micelar consiste en
una mezcla de tensoactivo, alcohol, salmuera y crudo. Los reactivos quimicos
empleados, sus concentraciones en los procesos de inyeccion y los tamafios de los
mismos, dependeran de las propiedades de los fluidos y del medio poroso de la
formacion, asi como de las consideraciones econémicas correspondientes. Dada
la situacién actual en el mercado de precio del petrdleo, la recuperacion mejorada
por métodos quimicos se constituye una de las principales vias para aumentar el
factor de recobro en los yacimientos.
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® Implementando esta investigacion en la Facultad de Estudios Superiores Zaragoza
en asignaturas como Fenémenos de Transporte, Transferencia de Masa, Flujo de
Fluidos, Matematicas, Laboratorio y Taller de Proyectos entre otras. Ampliando
estos conocimientos y llevarlos a la parte computacional y experimental.




Nomenclatura

Q

Letras griegas

Ny M.

app

/700, zz

Radio del capilar [m]
Modulo elastico [Pa]
Longitud del capilar [m]

Flujo volumétrico [m?/s]

Parametro de perturbacion [1]

Funcién viscosidad [Pa s]

Viscosidades a bajo y alto corte [Pa s]

Funcién fluidez [1/Pas]

Funcion fluidez a bajo corte [1/Pas]

Funcion fluidez aparente [1/Pas]

Fluidez a alto corte [1/Pas]

Escalar rapidez de deformacion [s™]

Tiempo estructural [s]

Tiempo de relajacién de Maxwell a bajo corte [s]
Tiempo de relajacion de Maxwell a alto corte [s]
Componente rz del tensor de esfuerzos [Pa]
Componentes normales del tensor de esfuerzos [Pa]

Propiedad material del modelo de Reiner-Philippoff [Pa]
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o, Esfuerzo en la pared [Pa]
c(II1,) Funcion estructural [Pas]
0 Coordenada angular [Rad]

Vector, diadas y tensores

\'% Vector velocidad [m/s]

VeV Producto diadico del vector de velocidad [m?/s?]

D Tensor rapidez de deformacion [1/s]

f Fuerza de cuerpo [N/m?]

o Tensor de esfuerzos [Pa]

W Tensor vorticidad [1/s]

\AY Tensor gradiente de velocidad [1/s]

vvT Transpuesta del tensor gradiente de velocidad [1/s]

IT, Segundo invarante del tensor rapidez de defromacién [1/s]
|U‘ Magnitud del tensor de esfuerzos [Pa]

Otros simbolos

OF Transpuesta de una matrix [1]

\% Operador gradiente [m™]

% Operador divergencia [m™]

V2 Operador Lapalciano [m™]

;, Derivada convectiva superior del modelo de Maxwell [1/s]
Tr Traza de una matriz [1]

<> Valor promedio [1]




Glosario

Deformacion:

Ecuacion constitutiva:

Ecuacion de continuidad:

Ecuacion de movimiento:
Esfuerzo en la pared:

Estado estacionario:

Fluido:

Fluido biolégico:

Fluidos complejos:

Flujo cortante:

Flujo homogéneo:

Cambio de posicién de un punto material a otro.

Ecuacién que relaciona las variables dinamicas en un sistema
(Rapidez de deformacion, Esfuerzo, Deformacion)

Ecuacién diferencial parcial que representa la conservacion
de materia en un sistema fisico.

Segunda ley newton aplicada aun medio continuo.
Esfuerzo evaluado en la pared.

Estado en el que ninguna propiedad dindmica del sistema
depende del tiempo.

Es aquel que al aplicarle un esfuerzo cortante sufre una
deformacién continua e irreversiblemente.

Son las diferentes excreciones y secreciones que provienen
del organismo.

Son aquellos que presentan comportamiento reoldgico en
estado estacionario y no estacionario.

Flujo que se aplica una fuerza tangencial al sistema que se
deforma continua e irreversiblemente.

Es el flujo en la cual las propiedades del sistema no dependen
de la posicién.
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Fluido incompresible:

Fluido Newtoniano:

Fluido que tiene una densidad constante.

Son aquellos donde la viscosidad muestra una relacion lineal

entre el esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion.

Fluido no-Newtoniano:

Flujo oscilante:

Flujo pulsatil:

Fluido viscoelastico:

Flujo volumétrico:

Frecuencia angular:

Funcion de transferencia:

Funcion estocastica:

Gradiente:

Modelo de Jeffreys:

Modelo de Maxwell:

Maodulo elastico

La viscosidad no muestra una relacion lineal entre el esfuerzo
cortante y la velocidad de deformacion.

Es el flujo que se origina cuando un plato oscila a una funcién
periddica.

Flujo asociado a un gradiente de presion pulsatil representado
por una funcién matematica estocastica.

Es aquel fluido que tiene una contribucién viscosa y otra
elastica.

Volumen por unidad de tiempo.

Se refiere a la frecuencia del movimiento circular expresada
en proporcién del cambio de angulo.

Relaciona la variable de entrada y salida en un estado
dindmico.
Funcién probabilistica que evoluciona en el tiempo.

Operador matematico espacial que fisicamente describe los
cambios de la propiedad respecto al espacio.

Ecuacién geoldgica viscoelastico lineal que acopla un
solvente con un polimero.

Ecuacion constitutiva que describe el estado viscoelastico de
un sistema en el régimen de rapideces de deformacién bajas
(viscoelasticidad lineal).

Esta asociado con la energia almacenada en el material, y se
mide en pascal.




GLOSARIO

Maodulo viscoso

Médulo complejo

Rapidez de deformacion:
Sangre:
Reologia:

Tensor de esfuerzo:

Tiempo de relajacion:

Tiempo de retardo:

Velocidad promedio:

Viscoelasticidad lineal:

Viscoelasticidad no lineal:

Viscosidad:

Esta asociada con la energia disipada por el material, y se
mide en pascal.

Es el médulo del vector obtenido como suma de las
contribuciones de los moddulos elasticos y viscosos.

Rapidez con la que se deforma un fluido.
Fluido bioldgico que presenta dos fases y que es viscoelastico.
Ciencia que estudia el flujo de materia y su deformacion.

Es una matriz simétrica de nueve elementos (3x3) en el cual
se describe el estado de las fuerzas en un elemento de control.

Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar un estado de
equilibrio después de un periodo.

Es el tiempo en el que tarda el material en llegar al equilibrio
debido a la aplicacion de un esfuerzo cortante.

Es la velocidad axial promediada a través del area de flujo.

Es la region a bajas deformaciones, en donde el fluido
presenta repuestas viscosas y elasticas.

Es la region a medias y altas deformaciones, en donde el
fluido presenta repuestas viscosas y elasticas.

Es una medida de la resistencia a fluir de un material.
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Fendmenos de transporte
y reologia de fluidos complejos:

Flujo pulsatil de sangre humana

El flujo sanguineo ha sido tépico de interés tanto para académicos como para profesionales desde
comienzos del siglo XVI aunque su dilucidacion se remonta a la antigua Grecia debido a Galeno. El
descubrimiento del aparato circulatorio, en su tiempo, no solo fue incomprendido sino también
condenado. Varios médicos han dedicado su vida entera al entendimiento del sistema circulatorio. Sin
embargo llegado el siglo XX, junto con la revolucion industrial, el avance tecnoldgico y la globalizacidn,
la descripcion del sistema circulatorio no solo quedaba en manos de Médicos sino también de
Matematicos, Fisicos, Quimicos, Bidlogos e Ingenieros, es decir, el sistema circulatorio se volvia un
tema multidisciplinar.

Esta obra plantea, desde el enfoque de la ingenieria quimica, el estado del arte, el diagrama de proceso,
el analisis de proceso, el modelado matematico, las simulaciones numéricas, el andlisis de resultados
junto con las conclusiones, asi como el trabajo a futuro del flujo sanguineo humano. Dicho proceso es
aproximado mediante un flujo pulsatil (gradiente de presion pulsétil sinusoidal o cosenoidal)
isotérmico-isotrépico de un fluido no newtoniano viscoeldstico lineal incompresible en una tuberia de
paredes rigidas. Se obtienen expresiones explicitas de las propiedades de flujo y se plantea, con una
vision inspirada en la teoria del control, una funcién de transferencia compleja en el espacio de Fourier
que relaciona la variable de entrada (gradiente de presidn pulsatil) con la variable de salida (flujo
volumétrico). Las expresiones anteriores quedan en funcién de un operador viscoelastico lineal que
puede ser sustituido por cualquier modelo mecanico reoldgico. Finalmente, la funcion de transferencia
compleja es usada para la descripcion del flujo sanguineo de personas con bajo y alto contenido de
colesterol, con oclusiones periféricas y con oclusiones centrales cuyo hallazgo principal muestra que el
maximo valor de la funcién de transferencia se relaciona con la frecuencia natural de oscilacién del
material y su tiempo de relajacién.
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