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En este trabajo se analiza el efecto del gradiente de presión pulsátil en el flujo de un fluido 
no-Newtoniano viscoelástico lineal en un capilar de radio r = a y longitud z = L. Para 
modelar matemáticamente el líquido no Newtoniano se emplea el modelo de Maxwell, el 
cual se puede expresar como un resorte (ley de Hooke) conectado en serie a un pistón (ley 
de Newton de la viscosidad). Asumiendo flujo en estado no estacionario e isotérmico, fluido 
incompresible y flujo cortante simple, se obtiene una ecuación diferencial lineal parcial que 
describe los mecanismos inerciales y los mecanismos viscoelásticos del sistema de flujo. 
Aplicando el formalismo de Fourier, se obtiene una ecuación de Bessel compleja para la 
velocidad axial del sistema asumiendo que la velocidad es cero en la interfase del fluido, 
es cero en la pared y es máxima en el centro del capilar. Integrando el perfil de velocidades 
con respecto al área de la sección transversal, se obtiene el flujo volumétrico en función 
de las propiedades materiales del sistema, el gradiente de presión, función viscosidad 
y la permeabilidad dinámica en el sistema. Finalmente, se usaron datos reométricos de 
sangre con hipercolesterolemia con el fin de obtener las curvas resonantes del sistema de 
estudio. Este trabajo de investigación representa un esfuerzo en la búsqueda constante de 
soluciones de fluidos no Newtonianos biológicos en sistemas biológicos, tomando como 
punto de partida Fenómenos de Transporte y Reología de fluidos complejos.

Palabras claves:  Flujo Cortante Simple, modelo de Maxwell, Flujo pulsátil, Permeabilidad 
dinámica.

Resumen
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La primera edición de esta obra supuso un reto interesante por la oportunidad que 
representa para que los alumnos de la carrera de Ingeniería Química, de la Facultad de 
Estudios Superiores Zaragoza, profundicen sus conocimientos en el área de Fenómenos 
de transporte y Reología de los fluidos complejos.

El enfoque de este trabajo es introductorio, pero contiene el suficiente material para 
considerarse avanzado lo cual lo vuelve atractivo a los profesionales de diversas áreas 
relacionadas que deseen adentrarse en estas disciplinas. Asimismo, se establecen los 
antecedentes, y el marco teórico detallado y suficiente para comprender, de manera precisa, 
el punto fuerte de la investigación: el flujo pulsátil sanguíneo en un capilar. Las ecuaciones 
de balance son desarrolladas completamente para los casos sencillos de flujo porque son la 
antesala de problemas más complejos, pero en esencia, para estos problemas, el algoritmo 
de cálculo es similar. Para aquellos interesados en profundizar en algún tema de este libro, 
se dispone de una amplia gama de referencias a artículos científicos actualizados, así como 
referencias de textos clásicos de Reología y Fenómenos de transporte tanto introductorios 
como avanzados. 

El lector podrá encontrar en este escrito, de una manera explícita y resumida, el estado 

del arte, las motivaciones, las aplicaciones, la descripción, el análisis de las ecuaciones, la 
interpretación y las conclusiones del flujo sanguíneo pulsátil de un fluido Maxwelliano en 
un capilar con paredes inextensibles, así como de los casos más sencillos de flujo.

El propósito del escrito versa en su metodología de cálculo de propiedades básicas del flujo 
para una geometría cilíndrica como lo son: el perfil de velocidades y el flujo volumétrico, 
para diversas situaciones. Adicionalmente, se comparan los resultados teóricos con datos 
reométricos de sangre humana tanto de personas sanas como de personas con alto nivel 
de colesterol y se reporta una interpretación tanto matemática como física.

Prólogo
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La Figura 0.1 muestra el orden de la información en que se recomienda consultar este 
libro. 
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Figura 0.1. Disposición informativa de esta obra.
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2  Definición de flujo pulsátil

El estudio de la reología de sistemas pulsátiles ha sido un tema recurrente en la investigación 
en fluidos Newtonianos y no-Newtonianos [1]. La idea principal es la de modificar el 
gradiente de presión con el fin de obtener una modificación en el flujo volumétrico con 
respecto a aquel a gradiente de presión constante [2-8]. El efecto del flujo pulsátil ha sido 
utilizado para describir el flujo en sangre con bajo, medio y alto colesterol, debido al estilo 
de vida que se lleva actualmente. Si suponemos que las venas son capilares inextensibles 
y, adicionalmente, suponiendo que los mecanismos inerciales y gravitacionales son 
pequeños, se tiene la siguiente expresión analítica:

                          (2.1)

En la Ec. (2.1) ∇p(t) es el gradiente de presión pulsátil el cual, puede descomponerse 
en dos contribuciones asociadas al gradiente de presión constante ∇p(t)0. El segundo 
término ∇p(t)1 se considera una perturbación del sistema. Para facilitar los cálculos, la 
contribución  ∇p(t)1 se aproxima mediante el producto del gradiente de presión constante 
∇p(t)0 y una función estocástica que describe las variaciones temporales del gradiente de 
presión pulsátil que, por ejemplo, es representado por una serie de Fourier. Noté que ε es 
un parámetro de perturbación que puede considerarse como una amplitud de la función 
estocástica n(t) [2, 9]. 

El aumento en el flujo volumétrico puede ser expresado de la siguiente manera y se conoce 
también como mejora del flujo volumétrico.

                                                      (2.2)

CAPÍTULO I
   Introducción
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En donde Q(t) es el flujo volumétrico pulsátil, <Q(t)> es el promedio del flujo volumétrico 
pulsátil el cuál se define como:

                                    (2.3)

Y el flujo volumétrico se expresa mediante una doble integral volumétrico:

                                                (2.4)

Al integrar la Ec. (2.4) con respecto a la coordenada radial r, se tiene la siguiente expresión 
analítica:

                     (2.5)

La rapidez de deformación se puede expresar como el producto de la función fluidez y el 
esfuerzo cortante zr, respectivamente:

                                               (2.6)

Del balance de momento, se tiene la siguiente expresión:

                                                   (2.7)

Combinando las Ecs. (2.5)-(2.7), se tiene la expresión final para el flujo volumétrico:

                          (2.8)

Asumiendo que el perfil de velocidades se puede calcular de la Ec. (2.6), por lo que, se 
tiene la siguiente expresión:

                           (2.9)
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Combinando las Ecs. (2.7) y (2.9), se tiene lo siguiente:

       (2.10)

Para deducir la constante C1, se puede utilizar la condición de frontera Vz(R2), por lo que 
la Ec. (2.10) toma la forma:

                               (2.11)

En el caso de un tubo y no una corona circular, la constante C1 es igual a cero, i.e., C1 = 0. 
En este caso, se pueden obtener expresiones analíticas para el flujo volumétrico dado por 
la Ec. (2.2) en función de las propiedades materiales [2].

3  Reología de la sangre humana 

La sangre es un fluido formado por eritrocitos (glóbulos rojos RCB), leucocitos (glóbulos 
blancos) y trombocitos (plaquetas), que son forzados por un gradiente de presión periódica 
a través del sistema circulatorio humano [10, 11]. Los glóbulos rojos constituyen alrededor 
del 45% de la sangre total en volumen, el plasma alrededor del 54.3% y los glóbulos 
blancos alrededor del 0.7%. Desde un punto de vista reológico, la sangre (plasma y células) 
es un fluido no Newtoniano complejo, y la principal explicación de su comportamiento 
complejo (viscoelasticidad, adelgazamiento por corte, tixotropía y esfuerzo de cedencia) 
se encuentra en la capacidad de agregación, desagregación, deformación, orientación y 
migración de los eritrocitos [2, 12-15]. En muchos casos, el flujo de sangre dentro de los 
vasos se ve fuertemente afectado por los niveles de colesterol y la hiperglucemia en las 
venas, después de muchos años de hipercolesterolemia el cual es un trastorno en el cuerpo 
humano debido a un exceso de colesterol [16]. Esta condición puede conducir a otras 
enfermedades tales como: la aterosclerosis acelerada, angina de pecho, infarto, estenosis, 
obesidad y diabetes tipo 2 debido a trastornos alimentarios y predisposiciones genéticas 
[2, 10, 11], que han alcanzado el estatus de epidemia en todo el mundo, y herramientas 
como el modelo matemático, simulación computacional [17-19] y la medicina alternativa 
basada en la plantas tradicionales utilizadas por médicos y aborígenes son alternativas 
que permitirían encontrar soluciones a estos problemas [20]. 
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3. 1  Hemorreología: Sangre humana

La reología es la ciencia que estudia la respuesta de los fluidos complejos en término de 
dos parámetros principales: el esfuerzo y deformación (flujo). La sangre humana es un 
fluido de reología muy compleja, porque la viscosidad de la sangre no es proporcional 
al esfuerzo aplicado, es decir, es un fluido no Newtoniano que cuenta con características 
adelgazantes al corte (cuanto mayor sea el esfuerzo aplicado menor es su viscosidad). 
Esto se debe en parte a la formación de estructuras transitorias (que se destruyen por el 
flujo) de muy corta duración, cuyo tamaño e intensidad dependen de la concentración 
de colesterol total, ente otros factores [21]. Por lo anterior, la Hemorreología es la rama 
de la Reología que estudia la respuesta al flujo debido al esfuerzo y la deformación de 
la sangre.

El estudio de la sangre presenta un reto mundial, ya que el primer paso se concentra 
en la caracterización de esta y, el segundo paso, se concentra en el efecto de trastornos 
alimenticios que inducen diferentes patologías en el cuerpo humano, entre las cuales se 
pueden citar:

(i) la hiperglucemia asociada con la diabetes tipo I y II, que se ha declarado epidemia 
nacional,

(ii) la hipercolesterolemia asociada con el colesterol alto que afecta las arterias y que 
provocan infartos al miocardio, 

(iii) el cáncer que es un desequilibrio en la producción de glóbulos blancos y todo tipo 
de enfermedades de trasmisión sexual.

La sangre humana es un fluido con gran cantidad de funciones dentro del cuerpo humano, 
entre ellas la entrega de oxígeno y la remoción de dióxido de carbono de tejidos distales, 
y el transporte de nutrientes y metabolitos. Los trastornos metabólicos en la actualidad 
dan problemas que atañen a los seres humanos cada vez con mayor frecuencia: estos se 
atribuyen a un sin número de factores de estrés, medio ambiente, alimentación y genéticos, 
como el hipercolesterolemia familiar. De los múltiples trastornos metabólicos presentes en 
un ser humano, el hipercolesterolemia (altas concentraciones de colesterol en sangre > 
200 mg/ dl) tiene grandes repercusiones en la fisiología cardiovascular. La sangre es un 
fluido con dos fases perfectamente diferenciadas: una suspensión de células (eritrocitos 
y leucocitos) que llamaremos fase dispersa en un medio líquido, como el plasma (agua, 
sales, proteínas y metabolitos), que llamaremos fase continúa. La viscosidad de la sangre 
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depende directamente de la relación entre la cantidad de células y el contenido de 
proteínas y metabolitos en el plasma. El colesterol total junto con los triglicéridos son las 
sustancias que más afectan la reología de la sangre humana. La sangre con concentraciones 
aumentadas de colesterol total presenta características bioquímicas y mecánicas diferentes 
de las de la sangre con concentraciones normales; la diferencia de viscosidad entre ambas 
es de un orden de magnitud [21].

3.2  La sangre humana: un fluido no Newtoniano 

La sangre humana se ha considerado con frecuencia como un fluido Newtoniano, es 
decir, en muchas simulaciones y literatura científica se supone que su viscosidad no 
depende del esfuerzo aplicado. Esto no es real, si la sangre exhibiera tal comportamiento 
tendría que estar muy diluida o poseer un bajo peso molecular. La sangre está compuesta 
de células suspendidas en un medio líquido (plasma) y la interacción entre las células 
depende de la velocidad a la cual se mueve el fluido; cuando dicho fluido se encuentra 
estático, la repulsión entre las células de la sangre, debida a la carga negativa de sus 
membranas, y el contenido de colesterol total y triglicéridos, interactúan en un balance 
tal que los eritrocitos no muestran coalescencia generando estructuras estables al flujo, 
esto ocurre sólo cuando la sangre está en presencia de un anticoagulante como el 
ácido etilen-diamin-tetra-acético (EDTA) y no existe una patología que actúe como tal 
sustancia [21, 22].

3.2.1  Las propiedades del flujo de la sangre dependen de varios factores 

La sangre es un fluido con reología muy compleja, cuyas propiedades de flujo resultan 
afectadas por la orientación y deformabilidad de las células sanguíneas. Las propiedades 
de agregación transitoria de las células sanguíneas, en este caso los glóbulos rojos y las 
plaquetas, obedecen a una teoría que sostiene que las macromoléculas, como el colesterol, 
promueven la agregación transitoria de los eritrocitos, ya que se interponen entre una 
célula y otra, y generan puentes intermoleculares entre sus membranas para reducir la 
interacción electrostática natural entre estas.
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3.2.1  Por qué la sangre humana se comporta como un fluido no Newtoniano 

Un fluido Newtoniano como el agua es un sistema homogéneo de una sola fase, no tiene 
partículas en suspensión que puedan interactuar, además de que su estructura química es 
simple por ser una molécula pequeña compuesta solo por un átomo de oxígeno unido a dos 
átomos de hidrógeno. Por esta razón el agua en estado líquido tendrá la misma viscosidad 
independientemente de la rapidez con la que se deforme. La sangre, por otro lado, es un 
sistema que está formado por una fase continua (plasma), que en esencia es un fluido 
Newtoniano, pero tiene partículas en suspensión (fase dispersa) que interactúan entre 
sí con el plasma. Esta fase dispersa está compuesta de células cuyas membranas tienen 
una carga eléctrica negativa y sustancias como el colesterol. Esto da lugar a un sistema 
complejo cuya respuesta reológica es muy variada dependiendo del sistema de flujo y 
las condiciones en las que se estudie. La Figura 3.1 ilustra las predicciones del modelo 
constitutivo reológico de Carreau con datos reométricos de sangre humana con niveles de 
colesterol normales. En el reograma, se observa que la curva presenta adelgazamiento al 
corte, es decir, a mayor rapidez de deformación, la función viscosidad disminuye. A bajas 
rapidez de deformación, la sangre muestra una viscosidad constante, i.e. los hematocritos 
forman conglomerados de partículas y todas las estructuras están orientadas al azar (fase 
dispersa) y por lo tanto mayor resistencia al flujo (Estado S1 en la Figura 3.1). 

La curva teórica (roja) fue obtenida con el modelo de Carreau. Los datos reométricos 
fueron obtenidos mediante un reómetro de cono y plato. El reograma muestra dos zonas 
a viscosidad constante y una zona intermedia tipo ley de potencia.

A una rapidez de deformación crítica, la sangre presenta un cambio en su viscosidad 
asociada a que los constituyentes de esta (eritrocitos, fase dispersa) se orientan más en 
la dirección de flujo, lo que da origen a estructuras que cada vez se oponen menos al 
flujo y por lo tanto la viscosidad disminuye, i.e. el sistema presenta adelgazamiento al 
corte. Por último, a rapidez de deformación alta, el sistema presenta una segunda zona 
de viscosidad constante en donde la viscosidad sanguínea es del orden de la del plasma. 
Estas estructuras no son estables pues al dejar de fluir, el sistema recobra su estructura 
original y la viscosidad se eleva. Dentro del cuerpo humano, la sangre está sometida a 
rapideces de deformación del orden de 1-100 s-1 que corresponde a la parte central del 
reograma teórico [2, 10, 20, 21]. Nótese que la viscosidad de la sangre depende de las 
propiedades de agregación de los glóbulos rojos, y esta obedece a una teoría muy simple 
la cual sostiene que las macromoléculas (colesterol, por ejemplo) promueven la agregación 
de los eritrocitos ya que se interponen entre una célula y otra generando puentes entre sus 
membranas lo cual reduce la interacción electroestática natural entre dos células.
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Figura 3.1. Función viscosidad vs rapidez de

deformación para un individuo sin colesterol.

3.2.3.  Como se estudia la sangre en un reómetro

La sangre, como cualquier otro fluido, puede estudiarse mediante técnicas reométricas. 
La sangre humana, para su estudio, se debe obtener de voluntarios humanos sanos, sin 
coagulopatía en curso, mediante la aplicación en un torniquete a la altura del musculo 
bíceps que genera turgencia para realzar las venas cefálicas y basílica. Se procede a realizar 
una punción y extraer sangre (5 mL aproximadamente) en un tubo adicionado con EDTA 
para evitar la coagulación de la sangre durante el ensayo. Los ensayos efectuados se hacen 
en situaciones de flujo controlado como el denominado flujo de corte simple en estado 
estacionario, en el que fluido se coloca entre un disco y un cono (con un ángulo pequeño 
cercano a un grado) del mismo diámetro, el cono gira a una velocidad angular controlada y 
se determina la viscosidad a diferentes velocidades de giro. La temperatura es controlada 
durante la prueba y se mantiene constante en condiciones similares a las de una persona 
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sana (temperatura cercana a los 37°C). El equipo que controla la temperatura, la velocidad 
de giro del cono y mide el torque generado se denomina reómetro. En esta investigación, 
se utilizó un equipo de la marca TA Instruments modelo AR-G2, con geometría de cono y 
platos a una temperatura de 37 °C. Para caracterizar los fluidos, se han utilizado diferentes 
ecuaciones constitutivas.  Las investigaciones realizadas en este campo se han basado en 
el estudio de líquidos Newtonianos y no Newtonianos.  Los flujos oscilantes en sus dos 
versiones han sido caracterizados con diferentes ecuaciones constitutivas para líquidos 
débilmente elásticos y viscoelásticos. La mayoría de estos trabajos han empleado diferentes 
ecuaciones reológicas [10, 21].
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4  Objetivos e hipótesis de la investigación:

4.1  Objetivo general

Estudiar la respuesta dinámica del flujo volumétrico y el gradiente de presión mediante 
una función de transferencia para dos sistemas de estudio: (i) oclusiones periféricas y (ii) 
oclusiones centrales. 

4.2  Objetivos particulares

OP 1 Obtener expresiones analíticas para la velocidad axial y para el flujo volumétrico 
de un fluido viscoelástico en función de las propiedades materiales del sistema.

OP 2 Analizar la función de transferencia en el espacio de Fourier en función de la 
frecuencia y las propiedades del sistema.

OP 3 Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar las 
ecuaciones y que se obtengan grupos adimensionales que describan los 
mecanismos físicos que gobiernan al sistema de estudio.

OP 4 Utilizar datos reométricos provenientes de la literatura con el fin de obtener las 
curvas resonantes en función de la concentración de colesterol en la muestra 
biológica (sangre humana con hipercolesterolemia).

CAPÍTULO II
   Objetivos e hipótesis
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4.3  Hipótesis

Investigaciones muestran que el tamaño promedio de los eritrocitos es de ≈ 6 μm y el 
diámetro de las arterias, donde estos fluyen, es de 1-8 mm, es decir, 3 órdenes de magnitud 
mayor en comparación del diámetro de los eritrocitos [23]. Por lo anterior, se considera 
el sistema sanguíneo como un medio continuo monofásico [24]. Adicionalmente, las 
arterias se modelarán matemáticamente como si se tratara de un capilar cilíndrico, donde 
el diámetro de éstas es mucho menor que su longitud L << D. Las paredes de los capilares, 
en primera instancia, se consideran rígidas (inextensibles).
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5  Aproximaciones matemáticas

En las últimas décadas, el estudio del flujo oscilante se ha centrado básicamente en 
métodos analíticos y numéricos avanzados, con el fin de obtener resultados que describan 
con mayor precisión la parte fenomenológica de estos sistemas físicos utilizado diferentes 
ecuaciones constitutivas. Por otra parte, existen trabajos en la literatura donde las técnicas 
perturbativas antes descritas no son aplicables, por lo que se debe recurrir a métodos 
variacionales y computacionales tipo Galerkin [25].

6  Fenómenos de transporte

Los fenómenos de transporte se definen como la rama de la termodinámica irreversible 
que estudia los mecanismos de transporte en la transferencia de momento, energía y masa. 
Estos pueden ser estudiados a nivel macroscópico, microscópico y molecular [1, 22]. La 
ecuación diferencial parcial básica de transporte puede ser descrita en términos de una 
ecuación de balance de la forma siguiente [1, 22]:

                                                             (6.1)

El primer término de la Ec. (6.1) representa el cambio de la propiedad de transporte X con 
respecto el tiempo, la cual es igual a los cambios espaciales del flux a través del negativo 
de la divergencia del flux Y al cual se suma el término que está relacionado a las fuerzas 
de bulto (momento), trabajo irreversible en contra de las fuerzas viscosas o viscoelásticas 
(energía) o la generación por reacción química (masa).

CAPÍTULO III
   Ecuaciones de transporte
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Tabla 6.1. Variables dinámicas involucradas en las ecuaciones 

básicas de transporte de movimiento, energía y masa.

Mecanismo de 
transporte

X Y f

MOMENTO ρV ρv⊗v-pI + σ ρg

ENERGÍA U = ρCρT - k∇T σ : D

MASA CA NA = -cDAB∇xA+xA(NA+NB) RA

CONTINUIDAD ρ ρV 0

6.1  Transferencia de momentum (cantidad de movimiento)

La ecuación de balance de cantidad de movimiento se basa principalmente en la segunda 
ley de newton del movimiento aplicado a un medio continuo, la cual puede ser escrita de 
la siguiente manera [1, 22]:

                                    (6.2)

En la Ec. (6.2) ρ es la densidad del fluido (puntual), V es el vector de velocidad, V⊗V es 
el producto diádico de los vectores de velocidad, p es la presión termodinámica en el 
sistema, σ es el tensor de esfuerzos que puede ser de naturaleza viscosa o viscoelástica, y 
g es el vector aceleración de la gravedad, que en el campo terrestre es una constante igual a 
9.81 m/s2. Si el fluido que describe la relación del tensor de esfuerzos con el tensor rapidez 
de deformación es lineal, i.e., que la potencia es del tensor rapidez de deformación sea 
uno, entonces:

                                                 (6.3)

y suponiendo que el proceso es isotérmico (temperatura constante) y además se considera 
que el fluido es incompresible, la Ec. (6.3) se transforma en la famosa ecuación de Navier-
Stokes para los fluidos Newtonianos [1, 22]:
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                                       (6.4)

La Ec. (6.4) es base para describir la dinámica de flujo en fluidos Newtonianos y ha 
sido ampliamente estudiada de manera analítica y numérica, en geometrías simples y 
complejas [1].

6.2  Transferencia de energía

La ecuación de balance energético se puede interpretar como una extensión de la primera 
ley de la termodinámica a un sistema irreversible y continuo de una sustancia pura, en 
donde el tiempo sí es una variable importante, en contraste con el punto de vista clásico 
donde no es tomada en cuenta.

                                          (6.5)

Mediante una transformación de Legendre [26], la Ec. (5.5) puede expresarse en términos 
de la entalpia, i.e. U = H-pV, por lo que se tiene lo siguiente

                                                 (6.6)

Si suponemos que el volumen puede expresarse en términos de cantidades específicas, i.e. 
el volumen especifico es igual al inverso de la densidad, por lo que: V = 1/ρ entonces se 
tiene lo siguiente:

                      (6.7)

La Ec. (6.7) se puede simplificar en términos de la ecuación de continuidad

                                                          (6.8)
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Sustituyendo, la Ec. (6.8) en (6.7), se tiene lo siguiente:

                                        (6.9)

Como la entalpía H es una función de estado, se puede expresar en términos de las variables 
intensivas H = H(T, P) por lo que, se tiene lo siguiente:

                                            (6.10)

La derivada parcial de la entalpía con respecto la temperatura se conoce como capacidad 
calorífica a presión constante [26] (Ec. (6.11)) 

                                                         (6.11)

Si suponemos que el proceso se da a presión constante, la entalpía puede expresarse como:

                             (6.12)

Si el fluido es incompresible, es decir su velocidad es un campo solenoidal y las variaciones 
de la temperatura no son altas, el sistema se encuentra en el régimen de la termodinámica 
irreversible lineal, lo que conlleva a que:

                                                 (6.13)

La entalpia del sistema de estudio se puede expresar como el producto de la densidad, 
la capacidad calorífica a presión constante y la temperatura, por lo tanto, la ecuación de 
balance de energía (Ec. (6.9)) toma la forma:

                                                            (6.14)

Suponiendo que, el flux de energía se puede expresar como el producto de la conductividad 
térmica y el gradiente de temperaturas (Ley de Fourier), se tiene lo siguiente [1, 22]:
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                                                (6.15)

Al sustituir la Ec. (6.15) en (6.14), se tiene lo siguiente:

                          (6.16)

Si suponemos que los cambios espaciales y temporales, no son grandes, es decir estamos 
en régimen de gradientes de temperatura bajos, la Ec. (6.16) toma la forma:

                    (6.17)

La Ec. (6.17) es punto de partida para estudiar problemas de transporte transitorio, 
advectivos, moleculares y de disipación de fluidos no-Newtonianos en geometrías 
simples. En particular, si el fluido es newtoniano, i.e., no importa cómo se deforme el 
fluido, su viscosidad permanece constante:

                        (6.18)

6.3  Transferencia de masa

La ecuación que describe los cambios espaciales y temporales del flujo molar de una 
especie química A puede ser descrita a través de la siguiente expresión:

                                                (6.19)

Donde CA es la concentración molar de la especie química A, NA es el flux molar de la 
especie química A y RA es la cinética química de la especie A en unidades molares [27]. 
Hay tantas ecuaciones de balance de materia como de especies químicas presentes en el 
sistema. Si sólo está presente una especie química, la Ec. (6.19) se reduce a la ecuación de 
continuidad. La Ec. (6.19) es punto de partida para estudiar los problemas de transferencia 
de materia en diferentes sistemas físicos [22] (Capítulo 18), por otro lado, el flux total 
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combinado NA, en presencia dos especies químicas que reaccionan, se expresa por medio 
de la Ec.(6.20):

                                      (6.20)

La Ec. (6.20) puede ser reescrita en términos de la velocidad global del sistema:

                                               (6.21)

Al sustituir la Ec. (6.21) en la Ec. (6.19)

                                       (6.22)

La Ec. (6.22) describe los cambios temporales y espaciales de la concentración de la especie 

A por efecto de los mecanismos difusivos y de generación asociados a la reacción química 
RA. Si la reacción química es modelada mediante una cinética química de una reacción 
monomolecular irreversible de orden n, entonces:

                                                          (6.23)

Al substituir la Ec. (6.23), en la Ec. (6.22),

                       (6.24)

La Ec. (6.24) describe los cambios espaciales y temporales de la concentración como 
función de los mecanismos difusivos y de reacción química monomolecular, respec-
tivamente [1, 22].

7  Reología

La Reología es la disciplina científica que se dedica al estudio de la deformación y flujo 
de la materia [28]. Su objetivo está restringido a la observación del comportamiento de 
materiales sometidos a deformaciones muy sencillas, desarrollando posteriormente un 
modelo matemático que permita obtener las propiedades mecánicas del material. Un 
sistema es capaz de fluir debido a las fuerzas cortantes que se le apliquen, i.e. el sistema 
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fluye debido a una deformación continua e irreversible que se le aplique. Una de las 
propiedades materiales más importantes en reología es la viscosidad, que se puede 
interpretar como la resistencia que ofrecen los fluidos a ser deformados cuando son 
sometidos a un esfuerzo [1, 22, 29].

7.1  Tipos de fluido

En esta sección, se presentan los fundamentos matemáticos de la reología como lo son: 
(i) Los tensores básicos y (ii) ecuaciones constitutivas que describen la naturaleza del 
material de estudio. En mecánica del medio continuo, una ecuación constitutiva describe 
la relación entre las variables dinámicas en el sistema, en particular para la reología, el 
esfuerzo y la deformación, i.e. σ = f(ε). 

7.2  Tensores

7.2.1  Tensor de deformación

El tensor de deformación es un tensor de segundo orden, el cual describe la deformación 
relativa de un medio continuo con respecto a una variable. El tensor de deformación es 
adimensional debido a que •• •• •• ••i iu L; x L• • • •. Matemáticamente, se puede representar de la 
siguiente manera [1, 29, 30]:

                                                (7.1)

Nótese, que el tensor de deformación carece de unidades por ser el cociente de dos 
longitudes características. 
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7.2.2  Tensor gradiente de velocidad

Al tomar la derivada temporal del tensor de deformación, obtenemos el tensor gradiente 
de velocidad, el cual se puede expresar de la siguiente manera [1, 22]:

                                        (7.2)

A diferencia del tensor de deformación, el tensor gradiente de deformación tiene unidades 
de inverso del tiempo. 

7.2.3  Tensor rapidez de deformación

El tensor gradiente de velocidad, físicamente, proporciona información acerca de la 
evolución temporal de la deformación en el medio continuo, y sus unidades son de 
inverso de tiempo. El tensor gradiente de velocidad ∇V puede ser descompuesto en una 
parte simétrica D = (∇V)

s
 y otra parte anti simétrica W = (∇V)

A
 llamados tensor rapidez de 

deformación y tensor de vorticidad, respectivamente [24, 29]:

                               (7.3)

En coordenadas cartesianas (x, y, z), el tensor rapidez de deformación puede ser descrito 
matemáticamente de forma matricial [1, 22]:

Es importante notar, que el tensor rapidez de deformación es un tensor de segundo orden 
simétrico, esto implica que su transpuesta es igual al tensor, i.e. D = DT. Físicamente, esta 
matriz simétrica nos muestra la rapidez con la que es deformado un elemento del medio 
continuo [1, 22]
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         (7.4)

7.2.4  Tensor de Vorticidad

El tensor de Vorticidad en coordenadas cartesianas se define de la siguiente manera [1, 22]:

         (7.5)

El tensor de vorticidad es de segundo orden y anti-simétrico, es decir W = –WT. Físicamente 
muestra la información acerca de las rotaciones de los elementos materiales en el medio 
continuo.

7.2.5  Tensor de esfuerzos

Al igual que los tensores anteriormente definidos, el tensor de esfuerzos, es un de segundo 
orden, el cual se puede describir como una matriz simétrica de 3x3 formada por nueve 
elementos, siempre que las bases vectoriales espaciales sean ortogonales [31, 32]. Los 
elementos fuera de la diagonal principal son llamados esfuerzos cortantes, mientras que 
los elementos en la diagonal principal son llamados esfuerzos normales [29, 30]. Nótese, 
que los esfuerzos cortantes inducen el movimiento del elemento material del volumen de 
control, mientras que los elementos en la diagonal principal modifican la forma geométrica 
de este, pero no lo modifican. El tensor de esfuerzos se puede expresar como:
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                                                (7.6)

Matemáticamente, es importante destacar que el tensor de esfuerzos es simétrico, es decir 
los elementos fuera de la diagonal principal son iguales.

7.3  Viscoelasticidad 

Se dice que un fluido es viscoelástico cuando exhibe un comportamiento sólido (elástico) 
y líquido (viscoso), ¡de manera simultánea! Los esfuerzos en un material elástico 
dependen de qué tan lejos se encuentra el material deformado del estado original, sin 
considerar la escala de tiempo de la deformación. En los sólidos elásticos, cuando el 
esfuerzo cesa, el fluido o material adquiere su forma original; entonces se dice que dicha 
sustancia posee una memoria perfecta [24]. Por otro lado, un líquido no tiene memoria, 
por lo tanto, cuando el esfuerzo cesa, el líquido permanece en su última posición. Desde 
un punto de vista energético, el trabajo que se usa para deformar un sólido elástico se 
almacena en el fluido como energía potencial y puede recuperarse totalmente cuando el 
material regresa al estado sin deformación, de la misma manera, el trabajo que requiere 
un líquido viscoso para deformarse se disipa y no puede recuperarse, es decir, como se 
dijo anteriormente, se deforma continua e irreversiblemente. En principio es importante 
conocer la preponderancia de una u otra propiedad, la forma más común es por medio 
de una constante de tiempo característica del material, esta última es relativa a un tiempo 
característico de observación o bien, de experimentación. La relación entre el tiempo 
característico del material y el tiempo característico de observación, se denomina número 
de Deborah [1, 24, 29, 30, 33]:

                                                               (7.7)

La forma de la expresión del número de Deborah depende del tipo de flujo reométrico 
empleado, sin embargo, para flujos más complejos, depende de otros números 
adimensionales [34].
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Tabla 7.1. Número de Deborah en función de la
amplitud de deformación aplicada al fluido

Amplitud de 

deformación, 

γ
0

Número de 
Deborah,

0

obst
.

0o o

Denominación del 

material

Modelo constitutivo 
representante

Alta Mucho menor a 1
Líquido viscoso 

(Fluido Newtoniano)
Ley de viscosidad de 

Newton

Moderada Menor a 1
Fluido de segundo 

orden

Se consideran 
términos de segunda 

derivada de la 
función σ = f(γ)

Baja Aproximado a 1
Fluido viscoelástico 

lineal
Ecuaciones de 

analogías mecánicas.

Moderada Aproximado a 1
Fluido viscoelástico no 

lineal

Ecuaciones de 
analogías mecánicas 
con modificaciones a 
las derivadas de las 

cantidades dinámicas

Alta Aproximado a 1
Fluido no Newtoniano 

(inelástico)

Modelo de potencia, 
modelo de Cross, 

Modelo de Carreau 
etc.

Alta Mucho mayor a 1 Solido elástico no lineal
Ley de elasticidad 
Neo – hookeana

Baja Mayor a 1 Sólido elástico lineal Ley de elasticidad de 
Hooke
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Figura 7.1. Clasificación de los fluidos según la reología.

7.4  Ecuaciones constitutivas reológicas

Las funciones materiales y las ecuaciones constitutivas son aquellas relaciones entre dos o 
más cantidades físicas de un material en específico (comúnmente entre fenómenos cinéti-
cos y propiedades cinemáticas). Adicionalmente, son combinadas con otras ecuaciones de 
leyes físicas para resolver problemas. Algunas ecuaciones constitutivas son simplemente 
fenomenológicas (relaciones empíricas) y otras son deducidas de principios básicos. Sin 
duda, conforme la complejidad del fluido es mayor, la forma de las ecuaciones constituti-
vas será más complicada. 

La Reología se enfoca en observar el comportamiento de los materiales a condiciones de 
flujo controladas, es decir, a deformaciones y esfuerzos relativamente simples. Las ecua-
ciones constitutivas reológicas tienen 2 objetivos principales:
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1. Predecir el comportamiento del fluido, desde un punto de vista macroscópico, a 
las condiciones de proceso dadas.

2. Estudiar y caracterizar de manera indirecta la estructura microscópica del fluido 
e investigar los factores que la alteran; para esto se comparan los parámetros 
reológicos.

Por lo anterior, la caracterización reológica tiene una gran importancia en el control de 
calidad y control de procesos industriales.

Tabla 7.2. Modelos viscoelásticos comunes en la descripción del flujo pulsátil.

Régimen Nombre Ecuación 

constitutiva
Función Viscosidad

Inelástico 
(viscoso)

Ley de Potencia
(Ostwald) •• ••D2η II• •ı '

Ellis •• ••D2η II• •ı '

Reinner
Phillipoff •• ••D2η II• •ı '

Carreau •• ••D2η II• •ı '

Hershel-Bulkley •• ••D2η II• •ı '

Viscoelástico 
lineal

Maxwell

Jeffreys
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Régimen Nombre Ecuación 

constitutiva
Función Viscosidad

Viscoelástico 
lineal

Burgers [35]

Tsay [35]

Viscoelástico 
no lineal

Convectiva 
Superior de 

Maxwell

Oldroyd-A

Oldroyd-B

Configuracional 
de Jeffreys

White-Metzner 
[36]

Phan-Thien-
Tanner 

generalizado 
[37]

Giesekus [38]

Johnson-
Segalman [39]

Saramito [40]

Bautista-
Manero-Puig 

[21, 41-45]
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Régimen Nombre Ecuación 

constitutiva
Función Viscosidad

Viscoelástico 
no lineal

Rosenblatt [46]

Moyers-Owens 
[13]

7.5  Derivadas temporales objetivas

Son derivadas temporales que no dependen del marco de referencia usado (derivadas 
objetivas). Muestran la rapidez de cambio de un tensor en un pequeño trozo del material 
que es descrito por el sistema de coordenadas mientras rota (o no) y/o se expande (o 
contrae). La Tabla 7.3 muestra las derivadas temporales objetivas más comunes [29]: 

Tabla 7.3. Derivadas temporales objetivas.

Nombre Expresión
Derivada convectiva superior

Derivada convectiva inferior
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Nombre Expresión
Derivada corrotacional (o de 

Jaumann)

Derivada configuracional

Derivada de Gordon-Schowalter

Tabla 7.4. Definiciones de las variables dinámicas con unidades.

Nombre Símbolo Unidades (MKS) Nombre

Tensor de esfuerzo σ Pa Pascal

Tensor rapidez de deformación D 1/s
Inverso de 
segundo

Tensor de vorticidad W 1/s
Inverso de 
segundo

Función viscosidad η Pa s Pascal-segundo

Segundo-invariante del tensor 
rapidez deformación

II
D

1/s
Inverso de 
segundo

Tiempo de relajación de 
Maxwell

λM s Segundo

Tiempo de retardo de Jeffreys λ
J

s Segundo

Viscosidades a bajo
y alto corte

η
0

η∞

Pa s Pascal segundo

A pesar de existir distintos tipos de ecuaciones, a todas ellas se les exige una serie de 
requisitos:

a) La relación entre esfuerzo y deformación debe ser independiente de rotaciones o 
traslaciones impuestas al fluido.
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b) Debe ser independiente del sistema de coordenadas elegido.

c) La respuesta del material debe ser independiente de lo que ocurra en los alrededores 
de los distintos elementos; es decir, para un elemento infinitesimal de fluido, se debe 
satisfacer las condiciones de contorno, pero al margen de esto, su comportamiento 
debería ser independiente de lo que les ocurra a los elementos vecinos (principio de 
localidad [32]).
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8  Fluido Newtoniano

Desde el punto de vista de la Reología, los fluidos Newtonianos son aquellos, que no 
importa la rapidez con la que sean deformados, su viscosidad permanece constante. 
Matemáticamente, un fluido Newtoniano se caracteriza por cumplir la Ley de Newton, es 
decir, que existe una relación lineal entre el esfuerzo cortante y la rapidez de deformación. 
La ecuación tensorial básica de este tipo de fluidos se define como:

                                          (8.1)

La constante de proporcionalidad se denomina viscosidad newtoniana µ y se mide en Pa s 
(en SI). En la Ec. (8.1) el tensor de esfuerzos y el tensor de rapidez de deformación, σ y D 
respectivamente, tienen unidades de Pa y s-1 en el sistema internacional de unidades. Por 
definición, todos aquellos fluidos que no siguen la Ec. (8.1) son no-Newtonianos.

9  Fluidos no Newtonianos

Desde el punto de vista tecnológico e industrial, los fluidos no-Newtonianos, son punto 
de partida en la mayoría de los procesos y el estudio de nuevos materiales, incluyendo 
aplicaciones tecnológicas e investigación básica. Las suspensiones densas, lodos, 
emulsiones, soluciones de polímeros de cadena larga, soluciones jabonosas, fluidos 
biológicos, alimentos líquidos, pastas, pinturas, suspensiones de arcillas y mezclas de 
hormigón son, en general, no-Newtonianos. La relación entre esfuerzo cortante y la 
velocidad de deformación para fluidos no Newtonianos no es lineal. Estos fluidos a su vez 

CAPÍTULO IV
   Ecuaciones constitutivas
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se diferencian en dependientes e independientes del tiempo. En este punto, la viscosidad 
no es constante y depende de la rapidez con la que se deforme, temperatura, presión, 
composición, frecuencia y pH [1, 22]. La ecuación básica del fluido no-Newtoniano 
inelástico se puede expresar como:

                                       (9.1)

En la Ec. (9.1), η(II
D
) es la función viscosidad generalizada, la cual depende del segundo 

invariante del tensor de rapidez de deformación, de la siguiente forma:

                                                        (9.2)

En la Ec. (9.2) D:D es el doble producto tensorial del tensor rapidez de deformación, 
también conocido como doble contracción del tensor de rapidez de deformación. Este 
escalar nos da información del tipo de flujo que se está estudiando, i.e. flujo cortante, 
flujo extensional o una combinación de estos [1, 22]. La Ec. (38) es válida para fluidos no-
Newtonianos inelásticos, para incorporar los mecanismos elásticos esta última ecuación 
es modificada.

9.1  Fluidos viscoelásticos lineales

La viscoelasticidad, como ya se mencionó, es un tipo de comportamiento reológico que 
presentan ciertos materiales que exhiben tantas propiedades viscosas como propiedades 
elásticas cuando son sometidos a deformaciones. Un material viscoelástico es un 
material para el cual existe una relación lineal entre los tensores de esfuerzo y rapidez de 
deformación. Matemáticamente, la relación más simple de un material viscoelástico lineal 
puede ser expresado de la siguiente manera [1]:

                   (9.3)

Para generar modelos viscoelásticos lineales, los valores de los coeficientes A y B de la 
Ec. (9.3) son modificados. Los modelos más comunes son: (i) Maxwell, (ii) Jeffreys, (iii) 
Burgers, etc. Todos estos modelos son combinaciones de resortes y pistones (émbolos) lo 
que genera los diferentes tipos de ecuaciones constitutivas. Cada uno de estos modelos 
difiere en la disposición de los pistones y de los amortiguadores. Además, solo son aplicados 
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a fluidos con gradientes de desplazamiento extremadamente pequeño (deformaciones 
pequeñas). En la Figura 9.1 se observa un dispositivo clásico que representa al modelo 
viscoelástico más sencillo conocido como fluido viscoelástico de Maxwell. Cada uno de 
estos modelos difiere en la disposición de los muelles y amortiguadores. Además, solo son 
aplicados a fluidos con gradientes de desplazamiento extremadamente pequeño. 

Figura 9.1. Modelo de Maxwell: un pistón (ley de Newton)
está conectado a un resorte (ley de Hooke) en serie

9.1.1  Modelo de Maxwell

El modelo de Maxwell (Figura 9.1) se puede describir como la suma de una contribución 
viscosa y otra elástica que está asociada con la recuperación:

                                                    (9.4)

Derivando la deformación total con respecto el tiempo, se tiene lo siguiente: 

                                                   (9.5)

La contribución de Newton y de Hooke se sustituye en la expresión anterior:

                       (9.6)

Multiplicando la Ec. (9.6) por la viscosidad a bajas rapidez de deformación, se obtiene la 
siguiente expresión:
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                                        (9.7)

Si se define el tiempo de relajación de Maxwell, como  λ0 = η0/G0, por lo que la expresión 
anterior toma la forma:

                                                    (9.8)

Finalmente, si el tensor que describe la evolución de la deformación  se expresa en 
términos del tensor rapidez de deformación, i.e. (d/dt) γ = 2D, se tiene el modelo tensorial 
reológico de Maxwell:

                                                      (9.9)

El modelo de Maxwell predice que el esfuerzo decaerá exponencialmente con el tiempo 
en, por ejemplo, un polímero sometido a deformación constante, lo cual se ajusta bastante 
bien a lo observado experimentalmente para muchos polímeros líquidos. Sin embargo, 
una limitación importante es que no predice el comportamiento de flujo lento (creep) de 
muchos polímeros ya que en este caso predice un aumento lineal de la deformación con el 
tiempo si el esfuerzo es constante, sin embargo, la mayor parte de los polímeros muestran 
una tasa de deformación decreciente con el tiempo. Por otra parte, esta ecuación está 
limitada solamente a deformaciones bajas, mientras que los procesos industriales trabajan 
a deformaciones moderadas y altas, respectivamente, por lo que se necesitan ecuaciones 
diferentes al modelo explicado por la Ec. (9.9) [22](Capitulo 8).

9.2  Pruebas de flujo reológicas

9.2.1  Flujo cortante simple en estado estacionario

En esta prueba la muestra es deformada por medio de un esfuerzo cortante el cual se 
puede representar por medio de dos placas paralelas en las cuales se aplica una fuerza en 
dirección del flujo de tal manera que la transferencia de momento se da en la componente 
ortogonal a la velocidad (eje coordenado y) como se muestra en la Figura 9.2.
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Figura 9.2. Sistema de placas paralelas.
El fluido es cortado y se produce un flujo homogéneo.

En el flujo cortante simple, las matrices de los tensores de esfuerzo y rapidez de deformación 
toman la forma:

         (9.10)

Sustituyendo las Ecs. de (9.10) en la Ec. (9.9) del modelo de Maxwell, se tiene lo siguiente:

 (9.11)

Desacoplando el sistema de matrices descrito por la Ec. (9.11), se tiene que

                                                   (9.12)

                                        (9.13)
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                                      (9.14)

En estado estacionario, el modelo de Maxwell se reduce a la ley de viscosidad de Newton, 
y la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales, N1 y N2, son cero, i.e.:

                                                           (9.15)

9.2.1.1  Funciones materiales del modelo de Maxwell

Las funciones materiales describen la naturaleza física del material sometido a un flujo. 
En flujo cortante simple existen tres principales: (i) La función viscosidad, (ii) El primer 
coeficiente de esfuerzos normales y (iii) el segundo coeficiente de esfuerzos normales. Para 
el modelo de Maxwell (Ec. (9.15)) se tiene lo siguiente: 

a) Función viscosidad

                                                      (9.16)

b) Primera diferencia de esfuerzos normales

                                                      (9.17)

c) Segunda diferencia de esfuerzos normales

                                                     (9.18)

Por lo tanto, en estado estacionario, el modelo de Maxwell en un flujo cortante simple 
coincide con el modelo de Newton de los fluidos viscosos y la primera y segunda diferencia 
de esfuerzos normales son cero. 
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9.2.2  Flujo oscilatorio de baja amplitud de deformación

En flujo oscilatorio de pequeña amplitud de deformación (por sus siglas en inglés SAOS) 
se estudia la respuesta mecánica oscilatoria de un flujo cortante en estado no estacionario 
en términos de la frecuencia ω (espacio de Fourier), a deformaciones muy pequeñas. Por 
ejemplo, el modelo de Maxwell en el espacio de Fourier [47] toma la siguiente forma:

                                            (9.19)

Dividiendo el esfuerzo y la rapidez de deformación, se obtiene la llamada viscosidad 
compleja:

                                            (9.20)

La viscosidad compleja η*(iȦ) se puede desacoplar en una parte real y otra imaginaria por 
lo que, se tiene lo siguiente:

   (9.21)

Separando la parte real y la parte imaginaria de la Ec. (9.21), se tiene la siguiente expresión 
para la viscosidad real (Ec. (9.22)) y viscosidad imaginaria respectivamente (Ec. (9.23)):

                                                  (9.22)

                                                   (9.23)

La relación del módulo elástico y del módulo viscoso con las viscosidades real e imaginaria 
están dados por las siguientes expresiones [29]: G´´(Ȧ)=Ȧη´(Ȧ) y G´(Ȧ)=Ȧη´´(Ȧ). Por lo que, 
a partir de las Ecs. (9.22) y (9.23) se tiene lo siguiente:

                                              (9.24)
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                                              (9.25)

Las Ecs. (9.24) y (9.25) son las expresiones analíticas para los módulos de almacenamiento 
y pérdida del modelo de Maxwell. Estas expresiones describen las propiedades 
viscoelásticas del material a través de la variación de la frecuencia angular. Un hecho 
importante es cuando se igualan las dos expresiones (G’=G’’), el equimódulo; y por medio 
de 1/ωc = λc se obtiene el tiempo de relajación de Maxwell, por lo que, en el caso más 
simple, el sistema de flujo oscilatorio permite calcular una de las propiedades materiales 
del sistema, conocido como tiempo de relajación de Maxwell, se podría decir que esta 
cantidad es la huella digital del fluido (a las condiciones de temperatura y concentración 
dadas). Obsérvese que, cuando la frecuencia disminuye, las Ec. (9.26) y (9.27) predicen, es 
escala logarítmica, una pendiente de 2 y 1, respectivamente:

                             (9.26)

                           (9.27)

Adicionalmente, a altas frecuencias, el módulo elástico exhibe un valor constante

                               (9.28)

Los casos particulares de las Ecs. (9.26)-(19.4) nos permiten calcular los parámetros 
materiales del sistema (η0, λ0, G0). La Figura 9.3 muestra las gráficas de G’ y G’’ que genera 
el modelo viscoelástico lineal de Maxwell, el punto negro indica el equimódulo (G’=G’’), 
adicionalmente, el modelo de maxwell describe las propiedades viscoelásticas de, por 
ejemplo, un polímero puro, es decir, sin diluir.

Otra ecuación constitutiva viscoelástica lineal proveniente de la Ec. (9.3) es el llamado 
modelo de Jeffreys el cual acopla la contribución del polímero viscoelástico y la de un 
solvente newtoniano. El modelo de Jeffreys contiene tres constantes materiales asociadas 
a la viscosidad del polímero, viscosidad del solvente y el tiempo de relajación del sistema. 
La Figura 9.4 muestra las gráficas de G’ y G’’ del modelo de Jeffreys, se puede observar un 
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mínimo (punto verde) debido al efecto del solvente en el sistema. La componente cortante 
del sistema lo expresa la Ec. (19.4)

Figura 9.3. Módulos de perdida y almacenamiento del modelo de Maxwell.
El modelo contiene dos constantes materiales que describen

la viscosidad y la elasticidad del sistema.

                                                (9.29)

El operador viscosidad adimensional en el espacio de Fourier está dado por

                                                 (9.30)

Los módulos elástico y viscoso se obtienen multiplicando el operador viscosidad compleja 
por iω, se tiene que
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                          (9.31)

Las partes real e imaginaria de la Ec (19.4) son los módulos de perdida y almacenamiento 
del modelo de Jeffreys, los cuales son representados en la Figura 9.4.

Figura 8.4. Módulos de perdida y almacenamiento del modelo de Jeffreys.
Un fluido viscoelástico lineal de Maxwell (polímero) se encuentra

conectado en paralelo con un fluido newtoniano (pistón).

De la misma manera que en el caso del modelo de Jeffreys, si se conecta un fluido de 
maxwell en paralelo con otro fluido de maxwell, es decir, representando una interacción 
polimero-polimero, se obtiene el modelo de Burgers o también conocido como el modelo 
de 4 elementos, la componente cortante del tensor de esfuerzo para el caso de estudio sería

                                        (9.32)
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Cuyo operador viscosidad adimensional en el espacio de Fourier es

                                   (9.33)

Como ya se mencionó, para obtener G’ y G’’ del modelo se multiplica por iω el operador 
viscosidad por lo que se tiene

                  (9.34)

Este modelo generaliza a los modelos de Maxwell, Jeffreys y Newtoniano. Vale la pena 
observar que, como se muestra en la Figura 9.5, el modelo de Burgers posee cuatro tiempos 
característicos relacionados con el tiempo de relajación de Maxwell del primer equimódulo 
(punto negro), el mínimo en G’ (punto verde), el segundo equimódulo debido al tiempo 
de retardo de Jeffreys (punto azul) y la última contribución relacionada a la memoria de la 
interacción polímero-polímero (punto amarillo).

Figura 8.5. Módulos de perdida y almacenamiento del modelo de Burgers.
Un fluido de Maxwell (polímero) se encuentra conectado en paralelo con otro 

fluido de Maxwell (polímero) representando una interacción polímero-polímero.
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En resumen, en esta sección se presentaron algunas de las Ecuaciones reológicas 
viscoelásticas más sencillas desde el punto de vista matemático, las cuales pueden ser 
generalizadas mediante un operador diferencial y puede ser utilizado para cualquier 
función viscoelástica lineal incluso reemplazando las derivadas temporales por derivadas 
temporales fraccionadas [48].

Un hecho importante a destacar es que todos estos sistemas son casos especiales de una 
función de transferencia que será desarrollada en los capítulos posteriores. Por otra parte, 
la importancia de la incorporación de la interacción solvente-polímero y la interacción 
polímero-polímero radica en que pueden describir transiciones viscosas y elásticas del 
material a través de las propiedades materiales del sistema, es decir: (i) viscosidades, (i) 
tiempos de Maxwell, (iii) tiempo de retardo de Jeffrey, (iv) parámetros del modelo de 
Burgers, etc.

Estas contribuciones podrían ayudar de cierta manera a entender o comprender algunos 
de los fenómenos que ocurren en la sangre cuando esta está sometida al flujo como son el 
efecto de la deformación del hematocrito y las propiedades elásticas del Rouleaux. Estos 
temas por si solo representan fronteras de la ciencia que todavía no son comprendidas del 
todo, esperemos que este trabajo contribuya en esa dirección. 
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10  Flujo volumétrico de un fluido Newtoniano en un capilar

En esta sección se calcula el flujo volumétrico asociado a capilar de r = a. La longitud 
característica axial es L. Se presenta un esquema del problema de estudio en la (Figura 10.1).

Figura 10.1. Capilar de radio r = a y longitud z = L. Los glóbulos rojos indican eritrocitos 
normales, los glóbulos amarillos representan eritrocitos anormales (con colesterol).

10.1  Balance de masa

A partir del balance de masa sin reacción química de una sola fase, se tiene lo siguiente:

                                                       (10.1)

CAPÍTULO V
   Obtención de las propiedades de flujo
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En la Ec. (10.1), V es la velocidad del sistema. Desarrollando la divergencia del producto 
del campo escalar y vectorial

                                                 (10.2)

La Ec. (10.2) se puede escribir en términos de la derivada substancial

                                               (10.3)

Combinando la Ec. (10.3) con la Ec. (10.4) se tiene el siguiente resultado

                                                     (10.4)

Si imponemos que el fluido es incompresible, i.e. la derivada substancial es cero

                                                      (10.5)

Entonces, la ecuación de continuidad se simplifica de la siguiente manera

                                                    (10.6)

Como la densidad es diferente de cero ρ ≠ 0, la divergencia del campo de velocidades debe 
ser cero, lo que implica que: (i) las líneas de corriente son las mismas que entran y salen 
del elemento de control, (ii) Matemáticamente es un campo solenoidal y (iii) el volumen 
del líquido es constante. En un sistema de coordenadas cilíndricas, se tiene lo siguiente:

                                                           (10.7)

La ecuación de continuidad en coordenadas cilíndricas (Ec. (10.7)) tiene la siguiente forma 
analítica:

                                                             (10.8)

Asumiendo que el vector de velocidad V en el sistema está dado por:

                                             (10.9)
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Entonces combinando las Ecs. (8) y (9) se llega a la siguiente expresión analítica:

                                         (10.10)

Esto implica que el campo de velocidades no depende de la coordenada axial z, y solo 
depende dependería da las coordenadas angulares θ y r respectivamente.

Entonces el campo de velocidades se puede expresar de la siguiente manera:

                                            (10.11)

Además, si consideramos estado estacionario, i.e. ninguna variable dinámica o intrínseca 
del sistema depende del tiempo, se tiene que

                                               (10.12)

Físicamente, la Ec. (10.12) implica que los perfiles de velocidad se encuentran desarrollados 
y no dependen del tiempo. 

                                              (10.13)

Finalmente, la última hipótesis que postulamos en este sistema es la de la simetría 
cilíndrica, es decir, el campo de velocidades no depende del ángulo polar θ.

                                                 (10.14)

Por lo tanto, en flujo laminar, isotérmico, incomprensible, estacionario y en coordenadas 
cilíndricas, el campo de velocidades solo depende de la coordenada radial r. 

10.2  Balance de cantidad de movimiento 

La ecuación de movimiento en forma vectorial se puede expresar de la siguiente manera

                                           (10.15)
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En la Ec. (10.15), T es el tensor de esfuerzos totales, el cual se puede expresar como la suma 
de dos contribuciones asociadas a las fuerzas esféricas y las fuerzas deviatorias [32], por lo 
que se puede expresar de la siguiente manera:

                                                   (10.16)

En donde p es un escalar que tiene unidades de fuerza normal por unidad de área y que 
lo identificaremos con la presión del sistema. Nótese que, para un fluido incompresible, 
esta presión solo es mecánica mientras que, para un fluido compresible esta depende 
de la densidad y se puede expresar en términos de una ecuación constitutiva de la 
termodinámica clásica (Gas ideal, Ecuación de Van der Waals, etc.). Por otra parte, en la Ec. 
(10.16), I y σ son los tensores de unidad y el tensor de esfuerzos deviatorio que representa 
las fuerzas tangenciales y normales en el elemento de control.

                                                    (10.17)

El tensor de esfuerzos para este flujo cortante, tiene la siguiente forma:

                                             (10.18)

En el tensor de esfuerzos (Ec. (10.18)), σrz = σzr son los esfuerzos cortantes los cuales 
son simétricos. Los esfuerzos [σrr, σθθ, σzz] son esfuerzos normales y para un fluido 
con viscosidad constante las diferencias N1 = σzz-σrr y N2 = σrr-σθθ son iguales a cero 
y distintas de cero cuando el fluido presenta mecanismos relacionados a la elasticidad 
del sistema. 

La ecuación constitutiva que describe un fluido Newtoniano, como ya se mencionó, es la 
siguiente:

                                                       (10.19)

En la Ec. (10.19) μ es la viscosidad del sistema, D es el tensor rapidez de deformación y ∇V 
es el tensor rapidez de deformación, y tiene la forma:
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                                             (10.20)

Si se combinan las Ecs. (10.15)-(10.19), se obtiene lo siguiente:

                                (10.21)

En la Ec. (10.21), la fuerza de bulto f = ρg, es definida por la densidad del sistema y el 
vector aceleración de la gravedad. La magnitud de este vector ²gµ en el campo terrestre es 
una constante y cuyo valor numérico aproximadamente es de 9.77 m/s2.

Al descomponer la ecuación tensorial Ec. (10.21) en sus tres componentes, se tiene lo 
siguiente:

Componente en r:

    (10.22)

Componente en θ:

         (10.23)

Componente en z:

                (10.24)
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10.2.1.1  Análisis de las componentes de la ecuación de movimiento

Aplicando las hipótesis de flujo en estado estacionario, incompresible, laminar, 
unidireccional, simetría cilíndrica, el fluido es deformado continua e irreversiblemente 
por un gradiente de presión constante en la dirección axial. La Ec. (10.22) toma la forma:

                                                 (10.25)

De la misma manera, para la componente en θ, se tiene lo siguiente:

                                                 (10.26)

Por lo que, en estado estacionario la presión solo depende de la coordenada axial z, i.e.:

p=p(z)                                                              (10.27)

La componente en z de la Ecuación de movimiento, tiene la siguiente forma:

                                          (10.28)

Resolviendo la Ec. (10.28), se tiene lo siguiente:

                                               (10.29)

Resolviendo la Ec. (10.29) por separación de variables:

                                               (10.30)

Integrando, se tiene lo siguiente:

                                            (10.31)
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Dividiendo la Ec. (10.31) por r, con r ≠ 0

                                               (10.32)

De la misma manera que en la Ec. (10.30), se integra la Ec. (10.31) con respecto a la 
coordenada radial r por lo que se tiene lo siguiente:

                                     (10.33)

La Ec. (10.33) es el perfil de velocidades general, para un fluido Newtoniano deformado 
por un gradiente de presión constante. La Ec. (10.33) contiene dos constantes de integración 
[C1, C2], por lo que estas deben ser calculadas mediante dos condiciones de frontera.  

C.F.1. La velocidad axial en la frontera del tubo es cero, i.e., Vz (r = R) = 0

C.F.2. La velocidad axial en el centro del tubo es máxima, i.e., Vz (r = 0) = Vmáx.

Aplicando las condiciones de frontera, en la Ec. (10.33) se tiene lo siguiente:

                        (10.34)

La Ec. (10.34) implica que se tiene lo siguiente:

                                   (10.35)

Por lo tanto, si la constante C1 ≠ 0, ¡la velocidad máxima en el tubo sería infinita! Esto no 
tiene sentido físico debido a que la velocidad en el centro de un tubo es máxima y finita. 
La única posibilidad para este caso es que la constante C1 debe ser cero, i.e. C1 = 0. Para el 
segundo caso, se obtiene la siguiente expresión analítica:

                          (10.36)

Despejando C2 de la Ec. (10.36), se tiene lo siguiente:

                                                 (10.37)
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Por lo que el perfil de velocidades se reduce a lo siguiente:

                                              (10.38)

La velocidad máxima se obtiene cuando r = 0, por lo que se tiene lo siguiente:

                                               (10.39)

10.2.1.2  Flujo volumétrico

Para calcular el flujo volumétrico, se calcula como la doble integral de superficie del perfil 
de velocidades a través de la sección transversal de área, por lo que:

                                                      (10.40)

El vector diferencial de superficie, dS tiene la forma:

                            (10.41)

En la Ec. (10.41) ez es un vector unitario en la dirección de la normal de la superficie, ²Jµ es la 
magnitud del jacobiano de la transformación de coordenadas rectangulares a cilíndricas, 
i.e.,  ²Jµ = r. Por lo que, la Ec. (10.41) toma la forma:

                                                 (10.42)

Nótese que la ecuación (10.42) es general para un sistema de coordenadas cilíndrico. Al 
sustituir la Ec. (10.38) en la Ec.(10.42), se tiene lo siguiente:

                                       (10.43)
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Finalmente, al realizar las integraciones en la Ec. (10.43) toma la forma:

                                (10.44)

Simplificando la Ec. (10.44), se tiene lo siguiente:

                                         (10.45)

La Ec. (10.45) representa el flujo volumétrico de un fluido Newtoniano en una tubería y es 
conocido como la ecuación de Hagen y Poiseuille, esta ecuación describe la relación entre 
el gradiente de presión y el flujo volumétrico. En la siguiente sección, se presentan los 
resultados de la corona circular para un fluido Newtoniano.

11  Flujo volumétrico de un fluido Newtoniano en una corona circular

En esta sección se calcula el flujo volumétrico asociado a una corona circular de radios 
mayor R2 y menor R1 respectivamente. La longitud característica axial es L. Se presenta un 
esquema del problema de estudio en la Figura 11.1. 

Figura 11.1. Corona circular de radios r = R
2
 y r = R

1
 y longitud z = L.

Para resolver el problema se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema:

a) Estado estacionario:
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b) Fluido incompresible

c) Proceso isotérmico 

d) Flujo unidireccional

e) Mecanismos gravitacionales despreciables

f) El fluido es deformado por un gradiente de presión en la dirección axial.

g) Simetría cilíndrica 

Bajo las anteriores aseveraciones, obtenemos lo siguiente:

a) El vector de velocidad es solo función de a la coordenada radial r

b) El gradiente de presión es constante en la dirección z

c) Existe un balance entre las fuerzas viscosas y el gradiente de presión. 

Por lo tanto, las siguientes ecuaciones se cumplen como en el caso de un a capilar 
inextensible, por lo que se tiene:

                                        (11.1)

La Ec. (11.1) contiene dos constantes de integración [C1, C2], por lo que éstas deben ser 
calculadas mediante dos condiciones de frontera.  

C.F.1. La velocidad axial en la frontera del tubo es cero, i.e., Vz (r = R2) = 0 (interfase 
sólido-sólido).

C.F.2. La velocidad axial en el centro del tubo es máxima, i.e., Vz (r = R1) = 0 (interfase 
sólido-sólido).

Aplicando las condiciones de frontera, en la Ec. (11.1) se tiene lo siguiente:

                              (11.2)

Y de la misma manera que en análisis del capilar:

                          (11.3)
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Al resolver las Ecs. (11.2) y (11.3), se tiene lo siguiente:

                                           (11.4)

                                           (11.5)

Por lo tanto, al sustituir las Ecs. (11.4) y (11.5) en la ecuación general (11.1) se tiene el perfil 
de velocidad general. 

11.1.1.1  Flujo volumétrico

A partir de la Ec. (11.1), se puede calcular el flujo volumétrico. Asumiendo que el vector 
normal apunta con el vector unitario en z y utilizando la Ec. (10.42) junto con el perfil de 
velocidades (11.1), de esta sección:

                                                (11.6)

Al sustituir la Ec. (11.1) en la Ec. (11.6) se tiene la siguiente integral

                              (11.7)

Al realizar las tres integrales del flujo volumétrico, por lo que se tiene lo siguiente:

                   (11.8)

Realizando las integrales se tiene lo siguiente:

    (11.9)
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12  Función de transferencia de un fluido viscoelástico lineal en un capilar

Para realizar este cálculo, se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema 
(véase la Figura 12.1):

Figura 12.1. Capilar de radio r = a y longitud axial z = L.
Un gradiente de presión pulsátil deforma continua e irreversiblemente el fluido.

a) Líquido no-Newtoniano viscoelástico lineal (Maxwelliano)

b) Líquido incompresible.

c) El proceso se lleva a cabo en estado no estacionario: La velocidad y la presión 
dependen del tiempo (presión pulsátil).

CAPÍTULO VI
   Función de transferencia
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d) El fluido se deforma continua e irreversiblemente, debido a un gradiente de 
presión pulsátil en la dirección axial.

e) Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto al gradiente de 
presión pulsátil y los mecanismos viscoelásticos lineales ya que el capilar (a << L) 
se encuentra en posición horizontal.

f) Existe simetría angular θ ∈ [0, 2π]

 

12.1  Balance de cantidad de movimiento con mecanismos inerciales

La componente z de la ecuación de movimiento, tomando en cuenta los mecanismos 
inerciales, toma la siguiente forma:

                                              (12.1)

El término ȡ∂tVz es la masa por unidad de volumen multiplicada por la aceleración 
instantánea en el sistema. El esfuerzo cortante σrz es el producto de la función viscosidad 
por la rapidez de deformación: 

                                                      (12.2)

En donde Οη(Dt) es un operador viscosidad que generaliza para cualquier fluido 
Newtoniano o viscoelástico lineal. En la Tabla 12.1 se presenta el operador viscosidad 
Οη(Dt) y el operador viscosidad en el espacio de Fourier Οη(iω) de modelos reológicos 
más comunes.

Tabla 12.1. Operador viscosidad para diferentes modelos constitutivos reológicos.

Ο
η
(D

t
) Ο

η
(iω)

Newton η0 η0

Maxwell η0/1+λ0Dt η0/1+λ0(iω)
Jeffreys η0(1+λJ Dt )/1+λ0Dt η0(1+λJ (iω))/1+λ0(iω)

Burgers η0(1+λJ Dt )/1+λ0Dt+βD2t η0(1+λJ (iω)) / 1+λ0(iω)+β(iω)2
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Al combinar las Ecs. (12.1) y (12.2), se tiene lo siguiente:

                                          (12.3)

Por lo tanto, se tiene lo siguiente:

                                        (12.4)

La Ec. (12.4) puede expresarse de la siguiente manera:

                                         (12.5)

La Ec. (12.5) es una ecuación diferencial parcial lineal y describe las variaciones de la 
velocidad por efectos del espacio y tiempo. Aplicando el formalismo de Fourier, en las 
derivadas temporales de la Ec. (12.5)

                                                         (12.6)

Por lo tanto, para las funciones: (i) Velocidad axial Vz = Vz (r, t), (ii) Presión pulsátil p = p(t) 
y (iii) flujo volumétrico Q = Q(t). Además, el operador viscosidad en el espacio de Fourier, 
toma la forma:

                                                  (12.7)

Por lo que al aplicar a la ecuación diferencial parcial lineal (Ec. (12.5)) toma la forma:

                             (12.8)

Y el parámetro α, tiene la forma:

                                     (12.9)
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En la Ec. (12.9) se ha definido la fluidez compleja OΦ como el inverso del operador 
viscosidad

                                                  (12.10)

La Ec. (12.10) es punto de partida para el cálculo de la velocidad y el flujo volumétrico 
respectivamente.

12.1.1  Perfil de velocidades

Para resolver la Ec. (12.10), se propone que la solución general se puede descomponer en 
términos de una solución homogénea y particular.

                                      (12.11)

12.1.1.1  Solución de la ecuación diferencial homogénea 

Para encontrar la solución de la ecuación diferencial homogénea, se reescribe la Ec. (12.8):

                                        (12.12)

Multiplicando por r2 se tiene la ecuación diferencial de Bessel:

                                     (12.13)

Para resolver la Ec. (12.13) se propone el siguiente cambio de variable z = αr

                                        (12.14)

La solución de la ecuación diferencial Ec. (12.14) está dada por la expresión:
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                                             (12.15)

En la Ec. (12.15), J0 (z), Y0 (z) son las funciones de Bessel de orden cero de primera y 
segunda especie, respectivamente.

12.1.1.2  Solución de la ecuación diferencial no homogénea

La solución particular para el problema de la Ec. (12.8) se puede expresar como:

                                                 (12.16)

Al sustituir la Ec. (12.16) en la Ec. (12.8)

                                               (12.17)

Por lo que, la constante A se despeja y se tiene lo siguiente:

                                                (12.18)

La solución de la Ec. (12.8) en términos de la coordenada radial r, se puede expresar como:

                             (12.19)

12.1.1.3  Condiciones de frontera

La solución general (Ec. (12.19)) contiene dos constantes de integración C1 y C2, las cuales 
deben de determinarse a partir de las siguientes condiciones de frontera:

                                          (12.20)

                                            (12.21)
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La primera de estas condiciones obedece a que la solución particular debe de permanecer 
acotada, i.e. que para ningún valor que tome la coordenada radial debe ser infinita. 

La segunda condición de frontera, se relaciona con la condición de no deslizamiento en la 
frontera (pared del tubo capilar). Al sustituir la primera C.F.1 en la ecuación diferencial, 
se tiene lo siguiente:

              (12.22)

Simplificando la expresión se obtiene la siguiente expresión algebraica:

                              (12.23)

Simplificando la ecuación anterior, se tiene lo siguiente:

                         (12.24)

La última igualdad, demuestra que la velocidad en el centro del capilar es infinita lo que 
carece de sentido físico. Para evitar esta inconsistencia física, la constante C2 debe ser cero, 
i.e. C2 = 0.  Por lo que la solución general tiene la siguiente estructura:

                                  (12.25)

La segunda condición de frontera al sustituirla genera la siguiente información física:

                           (12.26)

Como ya se mencionó, para evitar una inconsistencia física, C2 es cero, por lo que al 
despejar C1 se tiene lo siguiente:

                                      (12.27)
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Finalmente, la velocidad axial Vz (r, ω) tiene la siguiente forma:

                             (12.28)

Esta expresión nos permite obtener el perfil de velocidades en función de los parámetros 
materiales del líquido, la fuerza motriz que deforma continua e irreversiblemente el fluido 
asociado al gradiente de presión en la dirección axial. 

Nótese, que el perfil de velocidades está determinado por un cociente de funciones de 
Bessel, lo que podría inducir efectos resonantes en el sistema.

12.1.2  Flujo volumétrico en un capilar con mecanismos inerciales

La expresión para calcular el flujo volumétrico en un capilar de radio r = a y longitud z = L, 
se puede expresar como la doble integral del producto interno del vector de velocidad y la 
diferencial de superficie, como ya se mencionó. El vector velocidad solo tiene componente 
axial z y el vector unitario que describe la sección de área transversal es el vector unitario 
en la dirección z, 

                              (12.29)

Al tomar la transformada de Fourier del flujo volumétrico, se tiene lo siguiente:

                                  (12.30)

Por otra parte, suponiendo que la función es continua, el operador de Fourier se puede 
introducir en la doble integral por lo que se tiene lo siguiente:

              (12.31)
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El flujo volumétrico transformado en el espacio de Fourier toma la forma:

                                               (12.32)

Al sustituir el perfil de velocidades en el flujo volumétrico, se obtiene la siguiente expresión 
analítica:

             (12.33)

Haciendo el cambio de variable, 

                     (12.34)

Definiendo las siguientes cantidades adimensionales: u= r/R; β = αR como una longitud 
característica adimensional, la Ec. (12.34) se puede expresar como:

               (12.35)

En donde z = βr. Para integrar las funciones de Bessel, se utiliza la siguiente propiedad 
matemática:

                                                 (12.36)

Al sustituir la Ec. (12.36) en la integral de la expresión del flujo volumétrico (Ec. (12.35)), 
se tiene lo siguiente por lo que,

            (12.37)

La Ec. (12.37), se puede simplificar a lo siguiente:

                  (12.38)



CAPÍTULO VI   FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA

61

Finalmente, se tiene lo siguiente:

                         (12.39)

En donde la constante C1(ω), dada por la Ec. (12.27) se sustituye en la Ec. (12.39), y se 
obtiene:

                      (12.40)

La Ec. (12.40) puede ser descrito en términos de la función de transferencia T(ω),

                                      (12.41)

En donde la función de transferencia T (ω), tiene la siguiente expresión analítica:

                                (12.42)

A muy bajas frecuencias, la función de transferencia T (ω) toma la siguiente forma

                               (12.43)
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12.1.3  Cálculo del esfuerzo en la pared 

A partir del perfil de velocidades, y calculando la rapidez de deformación, se puede 
obtener el esfuerzo en la pared, i.e. 

                                        (12.44)

El campo de velocidades ya fue previamente calculado en las secciones anteriores, por lo 
que se tiene la siguiente expresión analítica:

                            (12.45)

Al sustituir la Ec. (12.44), en la Ec. (12.45) y utilizando la derivada de una composición de 
funciones y las propiedades de las derivadas de la función de Bessel de orden cero, i.e.

                            (12.46)

Al combinar las Ecs. (12.44)-(12.46), se obtiene:

                                     (12.47)

La constante C1 ya fue calculada previamente en el campo de velocidades, por lo que se 
tiene lo siguiente:

       (12.48)

Sustituyendo la Ec. (12.48) en la Ec. (12.47) la componente rz de la ecuación de movimiento 
es

                                             (12.49)

Finalmente, escalando la coordenada radial r con la longitud característica R de la 
función de Bessel J1, y empleando el hecho de que β = αR, el esfuerzo en la pared tiene la 
siguiente forma:
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        (12.50)

Entonces el esfuerzo asociado a los mecanismos inerciales y los del esfuerzo en la pared, 
se pude expresar como:

                                                (12.51)

La Ec. (12.51) tiene la siguiente estructura matemática:

                                        (12.52)

12.1.4  Parámetro β

12.1.4.1  Fluido Newtoniano

El parámetro beta en forma adimensional tiene la siguiente forma:

                                 (12.53)

En donde el operador fluidez fue escalado con la sigueintes variables adimensionales:

                                           (12.54)

En donde la fluidez caracteristica ϕc y la frecuencia caraterística ωc para un fluido 
Newtoniano estan dadas por las siguientes expresiones: (i) ϕc =1/μ y (ii) tc = R2/μ =R2/(μ/ρ) 
= R2/ν, en donde ν es el coeficiente de transferencia de momento.

Por lo que el parametro beta, para un fluido Newtoniano se simplifica de la siguiente 
manera:

                                                      (12.55)
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12.1.4.2  Fluido no-Newtoniano

Para un fluido no-Newtoniano viscoelástico lineal, la fluidez caracteristica ϕc =1/η0 y el 
tiempo caracteristico del sistema tc es el tiempo unimodal de Maxwell, i.e. tc = λ0.  Por lo 
que el parámetro β tiene la forma:

                                              (12.56)

En la Eq. (12.56) De es el número adimensional de Deborah, el cual tiene la siguiente 
expresión

                                                       (12.57)

O en terminos del número de Mach (Ma), 

                                              (12.58)

El número de Mach relaciona dos rapideces características del sistema. Finalmente, el 
resumen de las expresiones:

                                                 (12.59)

                                        (12.60)

En donde si δ = 0, se tiene el modelo Newtoniano y para δ =1 se tiene un fluido viscoelastico 
lineal (Maxwell, Jeffreys, Burgers, o modelo fraccionado).
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13  Función de transferencia de un fluido viscoelástico lineal en una 
corona circular

Para resolver el problema se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema:

a) Estado estacionario.

b) Fluido incompresible.

c) Proceso isotérmico.

d) Flujo unidireccional.

e) Mecanismos gravitacionales despreciables.

f) El fluido es deformado por un gradiente de presión en la dirección axial.

g) Simetría cilíndrica.

Bajo las anteriores aseveraciones, obtenemos lo siguiente:

a) El vector de velocidad es solo función de a la coordenada radial r.

b) El gradiente de presión es constante en la dirección z.

c) Existe un balance entre las fuerzas viscosas y el gradiente de presión. 

Figura 13.1. (a) capilar de radio r = R2 y longitud L, (b) corona 
circular de radios r = R2 y r = R1 y longitud z = L. Ambos 

sistemas están sometidos a un gradiente de presión pulsátil.
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Por lo tanto, las siguientes ecuaciones se cumplen como en el caso de un a capilar 
inextensible, por lo que se tiene:

                             (13.1)

La Ec. (13.1) contiene dos constantes de integración [C1, C2], por lo que estas deben ser 
calculadas mediante dos condiciones de frontera.  

C.F.1. La velocidad axial en la frontera del tubo es cero, i.e., Vz (r = R2) = 0.

C.F.2. La velocidad axial en el centro del tubo es máxima, i.e., Vz (r = R1) = 0.

Aplicando las condiciones de frontera en la Ec. (13.1) se tiene lo siguiente:

                     (13.2)

Y para la segunda constante de integración, se tiene lo siguiente:

                     (13.3)

Y para la segunda constante de integración, se tiene lo siguiente:

                                (13.4)

Las Ecs. (13.3) y (13.4) pueden ser rescritas de la siguiente forma:

                                 (13.5)

Si se hace R = R1/R2 al resolver el sistema de ecuaciones algebraicas, podemos obtener las 
constantes C1 y C2. Adicionalmente, se obtiene la constante C1 en terminos C2
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                                              (13.6)

Al despejar C2 de la Ec. (13.5)

                             (13.7)

 Al combinar las Ecs. (13.6) y (13.5)

                                            (13.8)

En donde C4, esta definida como:

                                      (13.9)

De la Ecs. (13.5) y (13.6), se tiene:

                                           (13.10)

Entonces C3, se define como:

                                   (13.11)

Por lo que el perfil de velocidades puede ser reescalado de la siuiente manera

                      (13.12)
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13.1  Flujo volumetrico en una corona circular con mecanismos inerciales

El flujo volumétrico transformado en el espacio de Fourier toma la forma:

                                              (13.13)

Al sustituir el perfil de velocidades en el flujo volumétrico, se obtiene la siguiente expresión 
analítica:

                (13.14)

Escalando la Ec. (13.14) se tiene:

                  (13.15)

Aplicando linealidad a la Ec. (13.15), se tiene lo siguiente:

         (13.16)

Escalando de nueva cuenta, la Ec. (13.16) toma la forma:

      (13.17)

Finalmente, el flujo volumétrico puede ser descrito como:

            (13.18)
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En resumen, en este capítulo se mostró de manera detallada la obtención de la función 
de transferencia de un fluido viscoelástico lineal tanto en un capilar como en una corona 
circular. Se emplea la ecuación de balance de momentum en términos de la función de 
transferencia Οη(Dt), posteriormente se elige el modelo constitutivo viscoelástico lineal 
y se procede a realizar una transformada de Fourier, se resuelve la ecuación diferencial 
ordinaria para obtener el perfil de velocidad y, finalmente, obtener el flujo volumétrico en 
términos de una función de transferencia T(ω). La metodología anterior es aplicable para 
el cálculo del flujo volumétrico en un capilar y en una corona circular. 

En el capítulo siguiente se dará un paso más en complejidad se introducirá un gradiente 
de presión dependiente del tiempo, en particular, un gradiente de presión pulsátil descrita 
por una serie de Fourier. 
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14  Gradiente de presión oscilatorio

14.1  Gradiente de presión cosenoidal

En esta esta sección se calculará el flujo volumétrico cuando el gradiente de presión 
depende del tiempo a través de una función oscilatoria. En esta primera etapa se construirá 
la solución para un gradiente de presión que varía con el tiempo en forma del coseno y la 
del seno. 

Figura 14.1. Ilustra el efecto del gradiente de presión 

oscilatoria sobre el flujo volumétrico.

CAPÍTULO VII
   Gradiente de presión pulsátil
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En general, sea f(t) una función real de variable real continua e integrable en un intervalo, 
subconjunto de los reales. La trasformada de Fourier, de una función f(t), se define como:

                                            (14.1)

En particular, la función f(t) que se estudiara es una función oscilatoria para el gradiente 
de presión oscilatoria, es decir,

                                 (14.2)

En la Ec. (14.2), ∇p0 es la amplitud de la función oscilatoria, ω0 es la frecuencia característica 
de la función oscilatoria propuesta. Al sustituir la Ec. (14.2) en la Ec. (14.1), se tiene lo 
siguiente:

                                               (14.3)

Para resolver la integral, se debe de emplear la fórmula de De Moivre que relaciona la 
función exponencial con las funciones trigonométricas, por lo que:

                                 (14.4)

Y cuando el ángulo es negativo, i.e.,

                                              (14.5)

Sumando las Ecs. (14.4) y (14.5),

                                             (14.6)

Y para el seno, se tiene:

                                                 (14.7)
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Sustituyendo en el modelo de gradiente propuesto

                                                (14.8)

Por la propiedad de linealidad de la integral de Riemann, se tiene la siguiente

                              (14.9)

Aplicando las propiedades de la función exponencial compleja, por lo que:

                                 (14.10)

Sin embargo, la Ec. (8) se puede definir en términos de la función Delta de Dirac δ, definida 
como:

                                             (14.11)

Para poder utilizar la Delta de Dirac a la aplicarla en la Ec. (14.10), es necesario hacer un 
cambio de variable, es decir: Sea – t → t, la Ec. (14.10), se puede expresar como:

                               (14.12)

Al utilizar las Ecs. (14.8)-(14.12), y haciendo algunos arreglos aritméticos, 

                             (14.13)

Por linealidad de la integral de Riemann

                      (14.14)
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Utilizando la función δ de Dirac para operar nuestras integrales

                                    (14.15)

Entonces, una función oscilatoria, como el gradiente de presión, se puede expresar como 
una suma de dos funciones Delta de Dirac. Esto en principio nos va a permitir calcular el 
flujo volumétrico en términos del espacio temporal t.

14.1.1  Flujo volumétrico en un capilar con mecanismos inerciales y gradiente de presión 
cosenoidal

El flujo volumétrico fue calculado anteriormente mediante el uso de la transformada de 
Fourier, la cual puede ser expresada en términos de la función de transferencia, por lo que 
se tiene lo siguiente:

                                     (14.16)

Sustituyendo la Ec. (14.15) en la Ec. (14.16), se tiene la siguiente expresión analítica

                       (14.17)

Aplicamos la anti-transformada de Fourier a nuestro flujo volumétrico:

                                 (14.18)

La Ec. (14.18) debe ser modificada, debido a que el tiempo t fue sustituido por -t, por lo 
que la anti-transformada de Fourier, tiene la forma:

                                (14.19)

Al aplicar la Ec. (14.19) en el flujo volumétrico, se tiene lo siguiente:
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            (14.20)

Simplificando, la Ec. (14.20) se tiene lo siguiente:

             (14.21)

Al aplicar la transformada de Fourier en la Ec. (14.21) se tiene:

     (14.22)

Aplicando la definición de anti-transformada de Fourier, por lo que se tiene lo siguiente:

                     (14.23)

Y 

                      (14.24)

Entonces

             (14.25)

En las Ecs. (14.23) y (14.25) aplicaremos la propiedad de traslación para la función δ de 
Dirac definida como:

                                               (14.26)

Y análogamente

                             (14.27)
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Aplicando las propiedades de las Ecs. (14.26) y (14.27) en las Ecs. (14.23) y (14.25) se tiene 
lo siguiente:

      (14.28)

Y

  (14.29)

Finalmente, al sustituir las Ecs. (14.28) y (14.29) en el flujo volumétrico Ec. (14.22),

                (14.30)

Simplificando la Ec. (14.30)

                      (14.31)

Definiendo que

                                                    (14.32)

Al sustituir la Ec. (14.32) en la Ec. (14.31), se tiene la siguiente expresión analítica para el 
flujo volumétrico:

                          (14.33)
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14.1.1.1  Parte real e imaginaria del flujo volumétrico

Antes de calcular la parte real de la Ec. (14.33), se hace el cambio de variable, de t → -t, 
entonces se tiene lo siguiente:

                         (14.34)

Entonces en este punto, la Ec. (14.33) es una función compleja de variable compleja. El 
flujo volumétrico se puede separar en una parte real e imaginaria, por lo que se tiene lo 
siguiente:

                                        (14.35)

Al descomponer T(ω0) y el complejo conjugado de T(ω0), se tiene lo siguiente:

                                    (14.36)

El complejo conjugado de la Ec. (14.36) es,

                                   (14.37)

Y de nueva cuenta, utilizando las fórmulas de De Moivre para expresar las exponenciales 
complejas en términos de senos y cosenos

                                        (14.38)

Y el complejo conjugado de la Ec. (14.38), tiene la forma:

                                        (14.39)

Al sustituir las Ecs. (14.36)-(14.39) en la Ec. (14.35), la parte real queda expresada de la 
siguiente manera:

                  (14.40)
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En donde la parte real del flujo volumétrico

   (14.41)

Y la parte de imaginaría

 (14.42)

Por lo tanto, el flujo volumétrico tiene la siguiente forma:

  (14.43)

De la parte imaginaria, se tiene:

                                                     (14.44)

Finalmente, se tiene que, para una función cosenoidal del gradiente de presión, se tiene 
una respuesta oscilatoria del flujo volumétrico, por lo que:

  (14.45)

En donde el esfuerzo en la pared, se define como:

                                                   (14.46)
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14.2  Gradiente de presión sinusoidal

En esta esta sección se calculará el flujo volumétrico real cuando el gradiente de presión 
depende del tiempo a través de una función oscilatoria. En esta primera etapa se construirá 
la solución para un gradiente de presión que varía en forma con el tiempo en forma del 
coseno y la del seno. 

Figura 14.2. Efecto del gradiente de presión oscilatoria sobre el flujo volumétrico.

En general, sea f(t) una función real de variable real continua e integrable en un intervalo, 
subconjunto de los reales. La trasformada de Fourier, de una función f(t), se define como:

                                         (14.47)

En particular, la función f(t) que se estudiara es una función oscilatoria para el gradiente 
de presión oscilatoria. 

                                            (14.48)
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En la Ec. (2), ∇p0 es la amplitud de la función oscilatoria, ω0 es la frecuencia característica 
de la función oscilatoria propuesta. Al sustituir la Ec. (14.47) en la Ec. (14.48), se tiene lo 
siguiente:

      (14.49)

Para resolver la integral, se debe de emplear la fórmula de De Moivre que relaciona la 
función exponencial con las funciones trigonométricas, por lo que:

                                           (14.50)

Y cuando el ángulo es negativo, i.e.,

                                           (14.51)

Sumando las Ecs. (14.50) y (14.51), se obtiene lo siguiente

                                             (14.52)

Sustituyendo en el modelo de gradiente propuesto

                          (14.53)

Por propiedad de linealidad de integral de Riemann, se tiene la siguiente

                               (14.54)

Aplicando las propiedades de la función exponencial compleja, por lo que:

                              (14.55)
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De la misma manera, que en las ecuaciones previas se realiza el cambio de variable, -t→t 
y -dt→dt, por lo que la Ec. (14.55), toma la forma:

                     (14.56)

La Ec. (14.56) se obtiene después de hacer el cambio de variable -t = x, -dt = dx. Utilizando 
la función δ de Dirac para operar nuestras integrales 

                                 (14.57)

Entonces, una función oscilatoria, como el gradiente de presión, se puede expresar como 
una suma de dos funciones Delta de Dirac. Esto en principio nos va a permitir calcular el 
flujo volumétrico en términos del espacio temporal t.

14.2.1  Flujo volumétrico en un capilar con mecanismos inerciales y gradiente de presión 
sinusoidal

El flujo volumétrico fue calculado anteriormente mediante el uso de la transformada de 
Fourier, la cual puede ser expresada en términos de la función de transferencia, por lo que 
se tiene lo siguiente:

                                     (14.58)

Sustituyendo la Ec. (14.57) en la Ec. (14.58), se tiene la siguiente expresión analítica

                        (14.59)

Aplicamos la anti-transformada de Fourier

                                 (14.60)
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y el cambio de variable -t→t, por lo que

                                (14.61)

Al aplicar la Ec. (14.61) en el flujo volumétrico (14.59) se tiene lo siguiente:

        (14.62)

Aplicando la definición de anti-transformada de Fourier, por lo que se tiene lo siguiente:

                      (14.63)

Y 

                      (14.64)

Entonces

            (14.65)

En las Ecs. (14.63)-(14.65) aplicaremos la propiedad de traslación para la función δ de 
Dirac definida como:

                                             (14.66)

Aplicando las propiedades de las Ec. (14.66) en las Ecs. (14.63) y (14.64) se tiene lo siguiente:

   (14.67)

Y 

  (14.68)
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Finalmente, al sustituir las Ecs. (14.67) y (14.68) en el flujo volumétrico Ec. (14.62), 

                   (14.69)

Definiendo que

                                                    (14.70)

Al sustituir la Ec. (14.70) en la Ec. (14.69), se tiene la siguiente expresión analítica para el 
flujo volumétrico:

                   (14.71)

Entonces en este punto, la Ec. (14.71) es una función compleja de variable compleja. El 
flujo volumétrico, se puede separar en una parte real e imaginaria, por lo que, se tiene lo 
siguiente:

                                          (14.72)

Al descomponer T(ω0) y el complejo conjugado de T(ω0), se tiene o siguiente:

                                     (14.73)

El complejo conjugado de la Ec. (14.73) es,

                                    (14.74)

Y de nueva cuenta, utilizando las fórmulas de De Moivre para expresar las exponenciales 
complejas en términos de Senos y Cosenos

                                          (14.75)

Y el complejo conjugado de la Ec. (14.75), tiene la forma:

                                          (14.76)
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Al sustituir las Ecs. (14.73)-(14.76) en la Ec. (14.71), la parte real queda expresada de la 
siguiente manera:

         (14.77)

En donde la parte real del flujo volumétrico

    (14.78)

Y la parte de imaginaria

 (14.79)

Por lo tanto, el flujo volumétrico tiene la siguiente forma:

   (14.80)

De la parte imaginaria, se tiene:

                                                       (14.81)

Finalmente, se tiene que, para una función cosenoidal del gradiente de presión, se tiene 
una respuesta oscilatoria del flujo volumétrico, por lo que:

      (14.82)

En donde el esfuerzo en la pared, se define como:

                                                    (14.83)
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14.2.2  Flujo volumétrico en un capilar con mecanismos inerciales y gradiente de presión 
pulsátil (serie de Fourier)

En esta sección se utilizará la información obtenida para un gradiente de presión oscilatorio 
cosenoidal y sinusoidal, previamente explicados. La serie de Fourier de la presión pulsátil 
se puede expresar como:

            (14.84)

Al calcular la transformada de Fourier de la Ec. (14.84), se tiene la siguiente expresión 
analítica:

                                         (14.85)

Entonces la función de transferencia TSF se expresa de la siguiente manera

                             (14.86)

Y el esfuerzo en la pared

                                                    (14.87)
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En este capítulo, se presentan las principales predicciones de las ecuaciones desarrolladas, 
las cuales describen las propiedades de flujo de un fluido viscoelástico sin inercia, i.e. a 
número de Reynolds bajos. 

15  Variables adimensionales

Con el fin de simplificar las simulaciones en el programa Wolfram Mathematica e introducir 
grupos adimensionales que describan la física del sistema, se propone el siguiente conjunto 
de variables adimensionales para el flujo volumétrico, función de transferencia compleja 
y frecuencia:

               (15.1)

En la Ec. (15.1) el flujo viscoelástico se hizo adimensional con el flujo volumétrico 
Newtoniano, la función de transferencia compleja y la fluidez se hicieron adimensional 
con la fluidez a bajo corte, el parámetro beta con la longitud característica a (radio del 
capilar). Finalmente, la frecuencia se hizo adimensional con los tiempos característicos 
materiales que dependen del fluido estudiado. El caso de un fluido newtoniano, el tiempo 
característico es el tiempo inercial

                                                        (15.2)

CAPÍTULO VIII
   Simulaciones y análisis de resultados
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En el caso de un fluido viscoelástico, el tiempo característico es el tiempo de relajación de 
Maxwell λ0 = η0/G0, el cual se pude expresar como un cociente entre la viscosidad a corte 
bajo y el modulo de corte. Por lo que, se tiene lo siguiente:

                                                    (15.3)

En el caso del modelo multimodal de Maxwell, se tendrá que escoger entre el espectro de 
tiempos que describan el comportamiento viscoso y elástico del sistema. En este caso, se 
seleccionará el tiempo domínate o tiempo de cruce del espectro, i.e. 

                                              (15.4)

Bajo este contexto, el grupo adimensional β, en el caso newtoniano es:

                                                         (15.5)

En el caso viscoelástico, se tiene:

                                                 (15.6)

En donde De es el número de Deborah, el tiempo característico del material y el tiempo de 
observación o experimental, como ya se mencionó

                                                    (15.7)

El número de Deborah tambien puede ser expresado en terminos del número de Mach, el 
cual puede ser escrito como un cociente de velocidades, i.e.

                                                 (15.8)

Este número ha sido utilizado para describir el comportamiento de Membranas flexo 
eléctricas en medios newtonianos y no newtonianos, en particular, en medios viscoelásticos 
lineales (Maxwell, Jeffreys, Burgers, fraccionarios y variantes de modelos tipo Voigt-
Kelvin). 
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16  Propiedades reológicas vs frecuencia sin mecanismos inerciales

16.1  Módulo elástico G’

La Figura 16.1 muestra la simulación para el módulo elástico adimensional en función de 
la frecuencia adimensional. Este se puede expresar como el producto de la frecuencia con 
la función de transferencia imaginaría.

                                           (16.1)

El módulo elástico G´ tiene dos comportamientos asintóticos a baja y alta frecuencia 
respectivamente. A frecuencias bajas, i.e., ω << 1, el módulo de almacenamiento tiene la 
siguiente forma asintótica

                     (16.2)

Por lo que, el comportamiento de la función de transferencia a bajas frecuencias es 
cuadrático. Por otra parte, a frecuencias altas, el sistema tiende a un valor límite, i.e.

                         (16.3)

Este comportamiento se observa claramente en la Figura 16.1 por lo que coincide con 
el tratamiento clásico de flujo oscilatorio a bajas amplitud en sistemas poliméricos. 
Físicamente, el módulo G´ describe el almacenamiento de la energía en el sistema asociado 
con la elasticidad del fluido complejo. 

16.2  Módulo viscoso G’’

Asimismo, la Figura 16.1 también muestra el comportamiento de G´´(ω) representado 
matemáticamente por la Ec. (16.4) adimensional en función de la frecuencia adimensional

                                        (16.4)
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Figura 16.1. Módulo elástico G’ (línea negra) y módulo viscoso G’’ 
(línea roja) en función de la frecuencia para el modelo de Maxwell.

Los límites de la ecuación para G´´ (ω) son:

                      (16.5)

Es decir, a bajas frecuencias el comportamiento del módulo es lineal con la frecuencia, por 
lo que a frecuencias altas el sistema tiene el siguiente límite:

                                  (16.6)

Adicionalmente, G´´ relaciona la energía disipada en el sistema por efecto de la viscosidad. 
Nótese, que sin tomar en cuenta los efectos inerciales, la G´´ solo presenta un máximo 
resonante, se esperaría que, incluyendo los mecanismos inerciales, esta respuesta sería 
alterada. Las dos ecuaciones tienen un punto en común que corresponde al equimodulo, 
i.e. el punto en donde los módulos son iguales (punto negro de la Figura 16.1),

                                                               (16.7)
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Es decir, la parte real y compleja de la función de transferencia son iguales y se tiene lo 
siguiente:

                                                    (16.8)

Sustituyendo el valor de la parte real e imaginaría de la función de transferencia, se tiene 
lo siguiente:

                                                       (16.9)

Esta ecuación tiene soluciones, para la frecuencia, para cero y el valor de 1 por lo que, en 
el caso adimensional, el tiempo viscoelástico de cruce en el sistema es igual a la unidad.

                                                   (16.10)

Este valor de la frecuencia de cruce está asociado a la viscoelasticidad del material, por 
lo que es un parámetro muy importante, útil en la caracterización reológica y en las 
pruebas reométricas y, en pocas palabras, corresponde al valor en el cual el tiempo de 
observación/experimentación del proceso equivale al tiempo característico del material 
(tiempo de relajación de Maxwell), lo cual, como el lector seguramente recordará, 
es único para cada fluido. Es importante destacar que la mayoría de sistemas físicos 
presentan un comportamiento que no ajusta al modelo de Maxwell por sí solo, por lo 
que se debe de ajustar a modelos más complejos (i.e. Modelo de Maxwell multimodal), 
que, por ejemplo, puede arrojar información física concerniente a la distribución del peso 
molecular en el sistema. 

16.3  Viscosidad real ’

La viscosidad real es la parte real de la función de transferencia la cual, sin mecanismos 
inerciales, se describe matemáticamente de la siguiente forma:

                                                    (16.11)

Los límites de la viscosidad real están dados por:

                           (16.12)
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Es decir, cerca de una vecindad del cero, la función viscosidad real tiende a la unidad, 
mientras que, a frecuencias altas, se tiene lo siguiente

                                  (16.13)

16.4  Viscosidad imaginaría ’’

Por otra parte, la viscosidad imaginaria está dada por la siguiente expresión:

                                                   (16.14)

Como en el caso anterior, la viscosidad imaginaría tiene dos límites asintóticos, los cuales 
se describen a continuación:

                      (16.15)

Mientras que, a frecuencias altas, se tiene el siguiente resultado:

                    (16.16)

16.5  Viscosidad compleja 

La viscosidad compleja puede ser calculada de la siguiente manera:

                       (16.17)

La viscosidad compleja a frecuencia bajas es 1 y a frecuencias altas, la viscosidad compleja 
tiende a cero. 

La Figura 16.2 ilustra la viscosidad compleja η* en función de la frecuencia adimensional 
para el modelo de Maxwell. Las predicciones muestran un comportamiento de 1 a 
frecuencias baja, mientras que, al aumentar esta, la viscosidad disminuye monótonamente 
hasta un valor mínimo.
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Finalmente, la viscosidad compleja es la magnitud de las viscosidades real e imaginaria y 
describe está en el sistema oscilatorio de baja amplitud. 

Figura 16.2. Se ilustra el comportamiento de la viscosidad compleja como función de la 
frecuencia angular adimensional para el modelo de Maxwell multimodal con 3 modos.

17  Simulación con datos reométricos con colesterol

En esta sección, se predice la mejora de la fluidez con datos reales de sangre humana con 
hipercolesterolemia. Los parámetros materiales se dan en la Tabla 7.4. El radio sanguíneo 
típico de las venas varía de 0,02 a 0,35 cm y la densidad de la sangre es aproximadamente 
de 1,05 g / cm3 [49]. 

Los datos reométricos de colesterol en sangre no pueden ajustarse con un solo modelo en 
pruebas oscilatorias de flujo, por lo que es necesario emplear más modos para ajustarse 
a las medidas experimentales [42, 50]. Las fluideces reales e imaginarias pueden ser 
sustituidas por el modelo Maxwell generalizado para N = 3 modos, de acuerdo con la 
Tabla 17.1.
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Tabla 17.1. Valores de los parámetros materiales para el modelo de Maxwell Multimodal.

Modelo i-ésimo módulo elástico [Pa] i-ésimo tiempo de relajación [s]

Maxwell

Multimodal

17.1  Flujo oscilatorio de pequeña amplitud de deformación (SAOS)

La Figura 17.1 muestra la simulación para predecir el módulo elástico (a), y el módulo 
viscoso (b) versus la frecuencia angular adimensional con datos reométricos de sangre con 
contenido de colesterol. El modelo de Maxwell predice el valor del módulo elástico de la 
siguiente manera:

                      (17.1)

Y finalmente, el módulo viscoso

            (17.2)

Al sustituir los datos reométricos de la tabla 7.1 em las Ecs. (17.1) y (17.2) por lo que, se 
tiene lo siguiente:

Matemáticamente, la función del módulo elástico (a) muestra un comportamiento 
creciente en el intervalo de frecuencias, pero tiende a decrecer de manera que aumenta 
significativamente la frecuencia angular. Mientras que al igual que el módulo elástico 
(a), el módulo viscoso (b)  muestra un comportamiento creciente  pero a cortos módulos 
decrece de manera que aumenta la frecuencia angular. Es importante resaltar que a 
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frecuencias altas se tiene una interseccion entre ambos módulos de tal manera que se 
obtiene el módulo de almacenamiento debido a la tensión aplicada y pérdida del material, 
que determina la disipación de energía del modelo de Maxwell. Físicamente, el módulo 
complejo está relacionado con el mecanismo viscoso y elástico, que describen la respuesta 
mecanica del fluido viscoelástico a través de las variaciones de la frecuencia. Ambos 
módulos dependen del esfuerzo cortante y la deformación del material. 

Figura 17.1. Módulo elástico G’ (línea azul) y módulo viscoso 
G’’ (línea roja) en función de la frecuencia angular.

Nótese, que a frecuencias bajas, el sistema se comporta como un fluido, ya que domina la 
parte viscosa, y a frecuencias altas, el sistema  se comporta como un sólido, lo cual rige 
la elasticidad.

ω→0;t→∞;Fluido

λ0→1/ωc;Viscoelástico

ω→∞;t→0;Sólido
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17.1.1  Viscosidad Compleja

La viscosidad compleja es la magnitud del vector complejo °η*(ω)°, por lo que se tiene lo 
siguiente:

                                      (17.3)

La viscosidad compleja debe ser revaluada con tres modos para los datos de sangre con 
colesterol. La expresión para la parte real de la viscosidad compleja, con tres modos, es 
la siguiente:

        (17.4)

Por otro lado, para la parte imaginaria de la viscosidad compleja, es aplicable la siguiente 
ecuación:

     (17.5)

Figura 17.2. Viscosidad compleja como función de la frecuencia angular.
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La Figura 17.2 muestra la simulación para la viscosidad compleja como función de la 
frecuencia angular adimensional con datos reométricos de sangre con hipercolesteronemia. 
Matemáticamente, la función del módulo viscoelástico muestra un comportamiento 
monótono decreciente pero constante en el intervalo de frecuencias 0.1 rad/s – 150 rad/s, 
y  tiende a decrecer de manera que aumenta significativamente la frecuencia angular. Es 
importante resaltar que a frecuencias altas se tiene una viscosidad compleja menor que 
tiende a ser muy pequeña, incluso menores a cero. Físicamente, la viscosidad compleja 
está relacionada con los mecanismos viscosos y elásticos asociadas con la disipación y 
la recuperación, además, describen las propiedades viscoelásticas del fluido a través 
la frecuencia angular. Obsérvese que, cuando la frecuencia de oscilación  disminuye, 
la viscosidad compleja tiende a comportarse un fluido en estado estacionario y por el 
contrario, a frecuencias altas se comporta como un sólido. 

18  Flujo pulsátil de un fluido de Maxwell (parte Real y parte Imaginaria)

18.1  Número de Womersley

El número de Womersley (Wo), se puede definir por la relación:

                          (18.1)

Es una expresión adimensional de la frecuencia de flujo pulsátil en relación con los efectos 
viscosos. Es utilizado para determinar el grosor de la capa límite para ver si los efectos de 
entrada pueden ser ignorados.

                                                           (18.2)

Donde L es una escala de longitud, ω es la frecuencia angular de las oscilaciones, y ν, ρ, μ son 
la viscosidad cinemática, la densidad y la viscosidad dinámica del fluido, respectivamente. 
El número de Womersley surge en la solución de las ecuaciones linealizadas de Navier 
Stokes para el flujo oscilatorio (supuestamente laminar e incomprensible) en un tubo. 
Expresa la relación entre el mecanismo oscilatorio y la fuerza de corte dado por la 
viscosidad. Cuando Wo es pequeño (<1), significa que la frecuencia de pulsaciones es lo 
suficientemente baja como para que un perfil de velocidad parabólica tenga tiempo para 
desarrollarse durante cada ciclo, y el flujo estará casi en fase con el gradiente de presión, 
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y se le dará a una buena aproximación según la ley de Poiseuille, usando el gradiente de 
presión instantáneo. Cuando Wo es grande (>10), significa que la frecuencia de pulsaciones 
es lo suficientemente grande como para que el perfil de velocidad sea relativamente plano 
o parecido a un flujo tapón, y el flujo promedio se retrasa en el gradiente de presión 
unos 90 grados. Junto con el número de Reynolds, el número de Womersley rige la 
similitud dinámica. Su aplicación en un sistema cardiovascular, la frecuencia de pulsación 
disminuye a medida que la sangre se aleja del origen de la pulsación. Por lo tanto, el 
cambio de frecuencia en el flujo sanguíneo no afecta las características definidas por el 
número de Womersley. 

Tomando las expresiones anteriormente obtenidas en secciones anteriores, la función de 
transferencia puede expresarse en función del número de Womersley:

                        (18.3)

En donde el número de Womersley generalizado tiene la siguiente forma:

                        (18.4)

La relación de fluidez adimensional está dada por:

  (18.5)

En donde se tiene las siguientes definiciones

                                                (18.6)

                                                 (18.7)

                                                          (18.8)
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19  Flujo pulsátil de un fluido multimodal de Maxwell de sangre humana 
con colesterol: Oclusiones periféricas

La Figura 19.1 representa la simulación de la función de transferencia del flujo pulsátil, 
tanto de la parte real (a) como de la parte imaginaria (b), como función de la frecuencia 
angular adimensional ajustados a datos reométricos de sangre con hipercolesterolemia. 
Suponiendo que la sangre tiene una densidad de 1060 kg/m3 y el radio de la vena es de 0.0025 
m [49]. Matemáticamente, la parte real (a) del sistema presenta una sucesión de curvas 
resonantes en el intervalo de (0.001-800) siendo este el pico resonante dominante a bajas 
frecuencias. Conforme el sistema va evolucionando, las curvas resonantes van atenuándose 
hasta llegar al momento en que se vuelven lineales e independientes del sistema. En la parte 
imaginaria (b), se puede observar un comportamiento de curvas discontinuas negativas 
(0.001-800) siendo este el pico resonante dominante, se puede observar un punto máximo 
positivo que después es sucedido por un punto mínimo negativo; la transición existente, 
sólo entre estos dos puntos, es lineal, además, conforme el sistema va evolucionando, 
existe una sucesión de puntos que se asemejan al comportamiento antes mencionado 
dando lugar a un comportamiento tipo diente de sierra. 

Figura 19.1. Función de transferencia para el modelo de 

Maxwell multimodal como función de la frecuencia.
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19.1  Mecanismos elásticos del Rouleaux

En las siguientes simulaciones se tomará un término adicional en la fluidez debido a la 
contribución elástica del hematocrito o del Rouleaux. Para incorporar esto, se utilizará una 
variante del modelo de Voigt-Kelvin, i.e., 

                         (19.1)

La función fluidez en el régimen de viscoelasticidad lineal en el espacio de Fourier, puede 
ser descrito como:

                                                       (19.2)

Donde el operador fluidez está dado por

                                (19.3)

Y el operador fluidez adimensional, en el espacio de Fourier esta dado por:

                            (19.4)

Esta ecuación nos permite incorporar la elasticidad en el sistema a través de una variante 
de la familia de ecuaciones de Voigt-Kelvin. El intento de esta expresión es tratar de 
involucrar la elasticidad del Hematocrito y las interacciones del hematocrito o del Rouleaux 
en el régimen de deformaciones pequeñas, es decir, en el régimen de viscoelasticidad lineal.

Nótese que, el comportamiento de las curvas antes mencionadas, son las que se presentan 
en otros sistemas complejos [49]. Conforme los tiempos de relajación de Maxwell 
aumenta, los valores máximos y mínimos disminuyen y el comportamiento irregular se va 
atenuando, al mismo tiempo, el material cambia para mostrar una respuesta independiente 
de la frecuencia. Es importante resaltar que la contribución de las curvas resonantes se da 
a frecuencias altas, ya que tienden a atenuarse e incluso a desaparecer. Físicamente, la 
máxima respuesta del gradiente de presión pulsátil, se ve inducida con respecto al valor 
de los tiempos de relajación de Maxwell y la relación entre el mecanismo viscoso y elástico, 
que representa el tiempo reducido adimensional.
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Figura 19.2. Parte real e imaginaria de la función de transferencia como 

función de la frecuencia angular para el modelo multimodal de Maxwell.

Figura 19.3. Parte real e imaginaria de la función de transferencia como 

función de la frecuencia angular para el modelo multimodal de Maxwell.
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20  Flujo pulsátil de un fluido multimodal de Maxwell de sangre humana 
con colesterol: oclusiones centrales

En esta sección se modela la función de transferencia para el modelo multimodal de 
Maxwell para datos de sangre humana con colesterol en una corona circular. Esta 
geometría simula las oclusiones periféricas en un flujo completamente desarrollado, i.e., 
un líquido viscoelástico que depende de la posición y el tiempo y que fluye en dirección 
axial en la sección anular. 

20.1  Efecto de la geometría

Figura 20.1. Parte real e imaginaria de la función de transferencia como 

función de la frecuencia angular para el modelo multimodal de Maxwell.
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Figura 20.2. Parte real e imaginaria de la función de transferencia como 

función de la frecuencia angular para el modelo multimodal de Maxwell.

20.2  Efecto de la elasticidad del Rouleaux

Figura 20.3. Parte real e imaginaria de la función de transferencia como 

función de la frecuencia angular para el modelo multimodal de Maxwell.



FENÓMENOS DE TRANSPORTE Y REOLOGÍA DE FLUIDOS COMPLEJOS: FLUJO PULSÁTIL DE SANGRE HUMANA

104

Figura 20.4. Parte real e imaginaria de la función de transferencia como 

función de la frecuencia angular para el modelo multimodal de Maxwell.

Matemáticamente, la parte real del sistema presenta una sucesión de curvas resonantes 
a bajos valores de frecuencia angular adimensional. Para así, conforme el sistema va 
evolucionando, las curvas resonantes van atenuándose hasta llegar el momento en que se 
vuelven lineales e independientes de la frecuencia. Se observan dos curvas resonantes las 
cuales describen la frecuencia multimodal de Maxwell, unimodal (a) y multimodal (b) con 
datos de módulos elásticos y tiempos de relajación iguales, ya que se necesitan tres modos 
para ajustar todo el rango de datos en la zona de baja velocidad de corte. Ambos describen 
un comportamiento que se asemejan a la función dientes de sierra.  Nótese, que el modo 
principal (a) describe los datos a lo largo de las regiones de corte bajo, donde se produce 
el fenómeno de tensión de fluencia. El comportamiento entre las curvas resonantes (a) y 
(b) antes mencionadas son semejantes, pero con un ligero desplazamiento, lo que muestra 
que el modelo de Maxwell decentemente la respuesta de las propiedades viscoelásticas 
del material a través de la variación de la frecuencia adimensional sin importar la cantidad 
de modos que se utilicen para describir a dicho sistema. Cuando los valores máximos y 
mínimos disminuyen, el comportamiento irregular se va atenuando, conforme el sistema 
evoluciona, para posteriormente volverse estable.
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Es importante resaltar que la contribución de las curvas resonantes se da a frecuencias 
altas pero presentado un pico de resonancia más pronunciada y produciendo una 
frecuencia de resonancia máxima a bajas frecuencias, a su vez tienden a atenuarse e 
incluso a desaparecer. Físicamente, el aumento de flujo para sangre humana real para el 
flujo pulsátil (a) representa la aproximación de orden cero (sin mejora de flujo) y el flujo 
pulsátil (b) representa la aproximación de primer orden. La máxima respuesta entre el 
flujo oscilante y el gradiente de presión pulsátil, se ve inducida con respecto a la frecuencia 
multimodal de Maxwell y la relación entre los mecanismos viscosos y elásticos, que 
definen al tiempo reducido adimensional. Como consecuencia de esto, es posible notar 
que, a valores pequeños de la frecuencia adimensional, se tiene el máximo valor obtenido 
para el flujo pulsátil, i.e. el flujo máximo posible se da en este punto. Conforme el sistema 
va evolucionando se puede observar una mitigación en el aspecto antes mencionado. 
Entonces a medida que aumenta el contenido de colesterol, el máximo del aumento de 
flujo es más evidente ya que el colesterol induce un esfuerzo cortante más fuerte.
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21  Modelado teórico

En este trabajo se estudió el efecto del gradiente de presión pulsátil de un fluido 
biológico viscoelástico (sangre humana con hipercolesterolemia) fluyendo en un capilar 
de radio r = a y longitud axial z = L. Para describir la transferencia de momento y los 
fenómenos reológicos se postularon las siguientes condiciones: (i) proceso isotérmico, 
(ii) fluido incompresible, (iii) estado no estacionario, (iv) fluido viscoelástico, (v) los 
efectos gravitacionales son despreciables, (vi) el sistema (fluido) es deformado continua e 
irreversiblemente por un gradiente de presión pulsátil en la dirección z y (vii) la reología 
del sistema de flujo fue caracterizada por la ecuación constitutiva de  Maxwell de un modo 
y de tres modos aplicada a un sistema biológico particular (sangre con colesterol), la cual 
acopla los mecanismos elásticos y viscosos en el sistema.

Al combinar la ecuación de momento con la ecuación constitutiva reológica (Maxwell) se 
obtuvo una ecuación diferencial parcial lineal que describe los cambios de la velocidad 
debido a la inercia y la viscoelasticidad, inducidos por el gradiente de presión pulsátil. 
Suponiendo, que la función velocidad es continua, el espacio temporal es transformado al 
espacio de frecuencias utilizando el formalismo de Fourier (Operador integral de Fourier 
con el núcleo exponencial complejo).

Aplicando la condición de no deslizamiento en el capilar, se obtienen expresiones analíticas 
para el perfil de velocidad, el flujo volumétrico y la función de transferencia que relaciona 
la variable de entrada (gradiente de presión pulsátil) con la de salida (flujo volumétrico), 
las cuales dependen del número adimensional de Womersley y del tiempo reducido de 
Maxwell. Nótese que el número de Womersley relaciona los mecanismos oscilatorios y 
viscosos respectivamente. 

CAPÍTULO IX
   Conclusiones
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La ventaja del formalismo de Fourier fue la de generalizar la función de transferencia 
para cualquier modelo viscoso-inercia y viscoelástico-inercia (Maxwell, Jeffreys, Burgers, 
Multimodal de Maxwell). Por ejemplo, el modelo de Jeffreys relaciona los tiempos de 
retardo y relajación respectivamente. Físicamente, el tiempo reducido se puede interpretar 
como un cociente entre las viscosidades del solvente y del polímero. 

Por una parte, tanto la parte real como imaginaria de la función de transferencia muestra 
curvas discontinuas y resonantes respectivamente deducidas con anterioridad en sistemas 
de medio poroso [49], las cuales se ven afectadas por las propiedades materiales del medio, 
asociados a los números adimensionales característicos en el sistema. 

Finalmente, las bondades y predicciones del modelo de Maxwell son probadas con datos 
reométricos de sangre con contenido de colesterol [10, 50] y se demuestra la concordancia 
entre las proyecciones teóricas y los datos experimentales, todo esto en el ámbito del 
régimen de viscoelasticidad lineal o deformaciones bajas.

 A continuación, se mencionan las principales contribuciones de la presente investigación:  

22  Simulaciones computacionales

▪ Utilizando el formalismo de Fourier se obtuvo una expresión cerrada para la 
función de transferencia en el sistema, la cual, es una relación entre la variable de 
entrada (gradiente de presión) y la de salida (flujo volumétrico).

▪ La función de transferencia compleja que se obtuvo es un cociente de series de 
Bessel, las cuales inducen a un comportamiento resonante, el cual es regulado a 
través del número de Womersley y la función fluidez compleja que depende de la 
ecuación constitutiva que se esté analizando. 

▪ Las curvas generadas mediante las simulaciones son características de otros 
sistemas dinámicos que involucran una variable de entrada y salida y mecanismos 
de tipo inercial modificados por los efectos elásticos. Por citar algunos: (i) Medios 
porosos, (ii) Fluidos electroreológicos [51], (iii) Sistemas biológicos [52-54](células 
ciliadas externas, flujo sanguíneo).
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▪ Nótese que la manera de modificar el número de Womersley es a través de la 
geometría (radio del capilar) y las propiedades materiales del sistema, como son: 
(i) pH, (ii) Concentración y (iii) Peso molecular.

▪ En el caso del flujo volumétrico real sin inercia, se observa un comportamiento 
monótono creciente, y para un valor crítico de frecuencia adimensional el flujo 
volumétrico es independiente de la frecuencia. El efecto que tiene el número 
adimensional λ* sobre el sistema es definir la zona asintótica (véase Figura 17.1).

▪ Para el caso del flujo volumétrico imaginario, se observa un comportamiento 
resonante y la forma de la campana depende exclusivamente del tiempo 
adimensional λ*. Nótese que este número describe los procesos del tiempo de 
retardo asociado al polímero y del tiempo de relación de Maxwell.

▪ El flujo volumétrico real e imaginario en función de las frecuencias muestra un 
comportamiento oscilatorio, es decir un comportamiento no-monótono inducido 
por el valor de la frecuencia y de las propiedades materiales del medio. Es 
importante resaltar la siguiente propiedad:

▫ A una frecuencia en específico, y un número de Womersley, la función e 
transferencia está completamente determinada. Esta, está relacionada a la 
amplitud de las oscilaciones mientras que, la frecuencia de oscilación está 
directamente relacionada con el número de ciclos en el sistema. 

23  Aplicación de sangre con contenido de colesterol

▪ De datos reométricos extraidos de experimentos oscilatorios a baja amplitud, 
se obtienen las propiedades materiales del modelo de Maxwell para sangre con 
hipercolesterolemia. El ajuste con el modelo de Maxwell se hizó con tres modos 
característicos los cuales fueron simulados mediante un programa de Mathematica 
11.0 [50].

▪ Se observó que el comportamiento mecánico de un material se puede estudiar tanto 
en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia y se obtuvo las caracteristicas 
mecánicas dinámicas de un material viscoelástico, en este caso sangre humana 
con colesterol, cuando está sometido a estados tensionales dinámicos, como son: i) 
Módulo elástico ii) Módulo viscoso y iii) Módulo complejo.  
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▪ El número de modos fue seleccionado de tal manera que fueran el menor número 
de parámetros materiales con el fin de no pérder la interpretación física del sistema. 
El número mínimo de modos resultó ser de tres[10, 50]. 

▪ El punto de cruce, entre el módulo elástico y viscoso, es el tiempo dominante 
vicoelástico de Maxwell y este se obtiene directamente del experimento a 
amplitudes bajas, i.e. λ0 = 1/ ωc. Este tiempo describe los procesos acoplados de 
elasticidad (almacenamiento) o perdida (viscosidad) en el sistema.

▪ La viscoelasticidad compleja depende de los módulos elásticos y viscosos asi como 
de la frecuencia angular, debido a las caracteristicas mecánicas del material. A 
frecuencias bajas (tiempos largos) el sistema se comporta como un fluido, miemtras 
que, a frecuenias altas (tiempos cortos), el sistema se comporta como ún sólido. 

ω→0;t→∞;Fluido

λ0→1/ωc;Viscoelástico

ω→∞;t→0;Sólido

▪ La función de transferencia real con datos reométricos de sangre con colesterol 
muestra un comportamiento resonante en el intervalo de [0.001-800] siendo este el 
pico resonante dominate y para valores mayores, los máximos resonates decrecen 
considerablemente. Por otra parte, a función de transferencia imaginaria, presenta 
las clásicas curvas discontinuas que se han encontrado en otros sistemas [49].

▪ Se demostro que no existe mucha diferencia entre el modelo de Maxwell unimodal 
y el mutimodal ya que, las curvas resonantes asociadas a la función de transferencia 
son muy similares). Nótese que la curva resonante dominante se encuentra en el 
tiempo viscoelástico de cruce por lo que la respuesta entre el fluido Newtoniano 
y el viscoelástico esta determinado por las propiedades del tiempo de relajación 
dominante. 
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24  Trabajo a futuro

A continuación, se presentan algunas de las aplicaciones de flujo pulsátil y puedan ser 
viables a diferentes ramas de las ciencias:

▪ Comparar las predicciones teóricas del efecto de los mecanismos cinéticos, 
viscoelásticos y de ruptura mediante el uso de sangre humana con diferentes 
patologías humanas, por ejemplo, la hiperglucemia asociada con la diabetes 
tipo I y II, el hipercolesterolemia asociado con el colesterol alto que afecta a las 
arterias, el cáncer que es un desequilibrio en la producción de glóbulos blancos y 
las enfermedades de transmisión sexual [21]. 

▪ El análisis del flujo pulsante y oscilante combinado en las funciones de fluidez 
junto con la disipación viscosa en flujos complejos merece un análisis adicional.

▪ La extensión a fluidos viscoelástico no lineales, es decir, que se aplique a medianas y 
altas rapideces de deformación. Un ejemplo de este tipo de ecuaciones constitutivas 
que describen este régimen es la ecuación reológica de Bautista-Manero-Puig.

▪ Comprobar las predicciones teóricas de este modelo utilizando datos provenientes 
de experimentos reológicas en estado estacionario y no estacionario. 

▪ Aplicar el modelo de Maxwell para otro tipo de sistemas complejos como son: 
Sistemas biológicos que presente las propiedades viscoelásticas del material y que 
toman en cuenta los mecanismos inerciales.

▪ Este trabajo se puede aplicar a fluidos micelares utilizados en la extracción 
terciaria de petróleo. Este tipo de fluidos se inyectan en los yacimientos de 
petróleo y debido a los gradientes de presión elevados, la roca se fractura y se 
puede recuperar mayores cantidades de crudo. La solución micelar consiste en 
una mezcla de tensoactivo, alcohol, salmuera y crudo. Los reactivos químicos 
empleados, sus concentraciones en los procesos de inyección y los tamaños de los 
mismos, dependerán de las propiedades de los fluidos y del medio poroso de la 
formación, así como de las consideraciones económicas correspondientes. Dada 
la situación actual en el mercado de precio del petróleo, la recuperación mejorada 
por métodos químicos se constituye una de las principales vías para aumentar el 
factor de recobro en los yacimientos. 
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▪ Implementando esta investigación en la Facultad de Estudios Superiores Zaragoza 
en asignaturas como Fenómenos de Transporte, Transferencia de Masa, Flujo de 
Fluidos, Matemáticas, Laboratorio y Taller de Proyectos entre otras. Ampliando 
estos conocimientos y llevarlos a la parte computacional y experimental.



Nomenclatura

a   Radio del capilar [m]

G0  Modulo elástico [Pa]

L   Longitud del capilar [m]

Q  Flujo volumétrico [m3/s]

Letras griegas

ε   Parámetro de perturbación [1]

η   Función viscosidad [Pa s]

η0,η∞  Viscosidades a bajo y alto corte [Pa s]

ϕ   Función fluidez [1/Pas]

ϕ0  Función fluidez a bajo corte [1/Pas]

ϕapp  Función fluidez aparente [1/Pas]

ϕ
∞
  Fluidez a alto corte [1/Pas]

dγ/dt  Escalar rapidez de deformación [s-1]

λ   Tiempo estructural [s]

λ0  Tiempo de relajación de Maxwell a bajo corte [s]

λ
∞
  Tiempo de relajación de Maxwell a alto corte [s]

σrz  Componente rz del tensor de esfuerzos [Pa]

σrr,σθθ, σzz  Componentes normales del tensor de esfuerzos [Pa]

σs  Propiedad material del modelo de Reiner-Philippoff [Pa]
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σw  Esfuerzo en la pared [Pa]

ς(II
D
)  Función estructural [Pas]

θ   Coordenada angular [Rad]

Vector, diadas y tensores

V  Vector velocidad [m/s]

V⊗V   Producto diádico del vector de velocidad [m2/s2]

D  Tensor rapidez de deformación [1/s]

f    Fuerza de cuerpo [N/m3]

σ   Tensor de esfuerzos [Pa]

W  Tensor vorticidad [1/s]

∇V  Tensor gradiente de velocidad [1/s]

∇VT  Transpuesta del tensor gradiente de velocidad [1/s]

II
D
  Segundo invarante del tensor rapidez de defromación [1/s]

ı   Magnitud del tensor de esfuerzos [Pa]

Otros símbolos

()T  Transpuesta de una matrix [1]

∇   Operador gradiente [m-1]

∇⋅  Operador divergencia [m-1]

∇2  Operador Lapalciano [m-1]
• •
ı  Derivada convectiva superior del modelo de Maxwell [1/s]

Tr  Traza de una matriz [1]

<⋅>  Valor promedio [1]



Glosario

Deformación: Cambio de posición de un punto material a otro.

Ecuación constitutiva: Ecuación que relaciona las variables dinámicas en un sistema 
(Rapidez de deformación, Esfuerzo, Deformación)

Ecuación de continuidad: Ecuación diferencial parcial que representa la conservación 
de materia en un sistema físico.

Ecuación de movimiento: Segunda ley newton aplicada aun medio continuo.

Esfuerzo en la pared: Esfuerzo evaluado en la pared.

Estado estacionario: Estado en el que ninguna propiedad dinámica del sistema 
depende del tiempo.

Fluido: Es aquel que al aplicarle un esfuerzo cortante sufre una 
deformación continua e irreversiblemente.

Fluido biológico: Son las diferentes excreciones y secreciones que provienen 
del organismo.

Fluidos complejos: Son aquellos que presentan comportamiento reológico en 
estado estacionario y no estacionario.

Flujo cortante: Flujo que se aplica una fuerza tangencial al sistema que se 
deforma continua e irreversiblemente.

Flujo homogéneo: Es el flujo en la cual las propiedades del sistema no dependen 
de la posición.
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Fluido incompresible: Fluido que tiene una densidad constante.

Fluido Newtoniano: Son aquellos donde la viscosidad muestra una relación lineal 
entre el esfuerzo cortante y la velocidad de deformación. 

Fluido no-Newtoniano: La viscosidad no muestra una relación lineal entre el esfuerzo 
cortante y la velocidad de deformación.

Flujo oscilante: Es el flujo que se origina cuando un plato oscila a una función 
periódica.

Flujo pulsátil: Flujo asociado a un gradiente de presión pulsátil representado 
por una función matemática estocástica.

Fluido viscoelástico: Es aquel fluido que tiene una contribución viscosa y otra 
elástica.

Flujo volumétrico: Volumen por unidad de tiempo.

Frecuencia angular: Se refiere a la frecuencia del movimiento circular expresada   
en proporción del cambio de ángulo.

Función de transferencia: Relaciona la variable de entrada y salida en un estado 
dinámico. 

Función estocástica: Función probabilística que evoluciona en el tiempo.

Gradiente: Operador matemático espacial que físicamente describe los 
cambios de la propiedad respecto al espacio.

Modelo de Jeffreys: Ecuación geológica viscoelástico lineal que acopla un 
solvente con un polímero.

Modelo de Maxwell: Ecuación constitutiva que describe el estado viscoelástico de 
un sistema en el régimen de rapideces de deformación bajas 
(viscoelásticidad lineal).

Módulo elástico Está asociado con la energía almacenada en el material, y se 
mide en pascal. 
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Módulo viscoso Está asociada con la energía disipada por el material, y se 
mide en pascal. 

Módulo complejo Es el módulo del vector obtenido como suma de las 
contribuciones de los módulos elásticos y viscosos. 

Rapidez de deformación: Rapidez con la que se deforma un fluido.

Sangre: Fluido biológico que presenta dos fases y que es viscoelástico.

Reología: Ciencia que estudia el flujo de materia y su deformación. 

Tensor de esfuerzo: Es una matriz simétrica de nueve elementos (3x3) en el cual 
se describe el estado de las fuerzas en un elemento de control.

Tiempo de relajación: Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar un estado de 
equilibrio después de un periodo.

Tiempo de retardo: Es el tiempo en el que tarda el material en llegar al equilibrio 
debido a la aplicación de un esfuerzo cortante.

Velocidad promedio: Es la velocidad axial promediada a través del área de flujo.

Viscoelásticidad lineal: Es la región a bajas deformaciones, en donde el fluido 
presenta repuestas viscosas y elásticas.

Viscoelásticidad no lineal: Es la región a medias y altas deformaciones, en donde el 
fluido presenta repuestas viscosas y elásticas.

Viscosidad: Es una medida de la resistencia a fluir de un material.
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Fenómenos de transporte

Flujo pulsátil de sangre humana

El flujo sanguíneo ha sido tópico de interés tanto para académicos como para profesionales desde 
comienzos del siglo XVI aunque su dilucidación se remonta a la antigua Grecia debido a Galeno. El 
descubrimiento del aparato circulatorio, en su tiempo, no solo fue incomprendido sino también 
condenado. Varios médicos han dedicado su vida entera al entendimiento del sistema circulatorio. Sin 
embargo llegado el siglo XX, junto con la revolución industrial, el avance tecnológico y la globalización, 
la descripción del sistema circulatorio no solo quedaba en manos de Médicos sino también de 
Matemáticos, Físicos, Químicos, Biólogos e Ingenieros, es decir, el sistema circulatorio se volvía un 
tema multidisciplinar.
 
Esta obra plantea, desde el enfoque de la ingeniería química, el estado del arte, el diagrama de proceso, 
el análisis de proceso, el modelado matemático, las simulaciones numéricas, el análisis de resultados 
junto con las conclusiones, así como el trabajo a futuro del flujo sanguíneo humano. Dicho proceso es 
aproximado mediante un flujo pulsátil (gradiente de presión pulsátil sinusoidal o cosenoidal) 
isotérmico-isotrópico de un fluido no newtoniano viscoelástico lineal incompresible en una tubería de 
paredes rígidas. Se obtienen expresiones explícitas de las propiedades de flujo y se plantea, con una 
visión inspirada en la teoría del control, una función de transferencia compleja en el espacio de Fourier 
que relaciona la variable de entrada (gradiente de presión pulsátil) con la variable de salida (flujo 
volumétrico). Las expresiones anteriores quedan en función de un operador viscoelástico lineal que 
puede ser sustituido por cualquier modelo mecánico reológico. Finalmente, la función de transferencia 
compleja es usada para la descripción del flujo sanguíneo de personas con bajo y alto contenido de 
colesterol, con oclusiones periféricas y con oclusiones centrales cuyo hallazgo principal muestra que el 
máximo valor de la función de transferencia se relaciona con la frecuencia natural de oscilación del 
material y su tiempo de relajación. 
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