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Prélogo

¢, Por qué es importante para los estudiantes de licenciatura, del area de las ciencias fisico — matematicas
y de las ingenierias, y también del area de las ciencias biolégicas, quimicas y de la salud aprender acerca
de las matematicas?, y, de manera particular sobre una de las ramas de esta ciencia llamada ecuaciones
diferenciales? Las respuestas a estas preguntas deben darse en los mismos sentidos en que estan formuladas,
es decir, atendiendo al tema de las matematicas y al de las ecuaciones diferenciales.

El primero. Las matematicas forman parte de la cultura general de la individua e individuo sin importar su
nivel académico, aun cuando su conocimiento, uso y aplicacion sea en el nivel basico. Por lo que toca a
alguien que estudia el nivel licenciatura, se afirma que tiene la necesidad de aprender matematicas porque
practicamente todas las carreras requieren de esta area de conocimiento, aunque sea en infima medida,
debido a que, por ejemplo, debe aprender a realizar calculos o graficos de indoles diferentes, y también debe
aprender a interpretarlos. Por lo tanto, la matematica es la ciencia que le aporta estos conocimientos. Y se
vuelve aun mas necesario cuando esa licenciatura es en alguna de las dos areas de conocimiento cientifico
mencionadas arriba y a las que esta dirigido el presente texto, porque, si bien es cierto que el nucleo de
conocimientos al que esta obligada u obligado a aprender la y el estudiante no son las matematicas, ésta
si constituira una herramienta basica a la que deberan recurrir para poder entender lo que le presentara y
demandara tanto su formacion académica como su ejercicio profesional. Por ahora, bastara afirmar que, sin
las matematicas, su formacién estaria incompleta.

El segundo. En cuanto a las ecuaciones diferenciales, las y los estudiantes de esas dos areas cientificas
deben aprender sobre esta rama de la matematica porque ésta forma parte de ese bagaje intelectual que
le ayudara a entender los temas estudiados desde una vision dinamica, esto es, cuando se requiere la
observacién desde la perspectiva de los cambios que le ocurren a una variable identificada como variable
dependiente en términos o funcién de, cuando menos una variable establecida como variable independiente.
Esta relacion dinamica puede explicarse como el cambio instantaneo de la variable dependiente conforme
cambia la variable independiente, y por esa misma razén (cambio instantaneo), el tiempo se constituye en la
variable independiente empleada en muchas ocasiones, aunque no es la Unica. Una vez que se ha identificado
como ocurre ese cambio instantdneo mediante una ecuacion diferencial, lo que sigue es determinar (con algun
método de solucion de ecuaciones diferenciales) en forma integral el cambio global o total de esa variable
en relacién con el cambio, también global, de la variable independiente. Por lo tanto, el conocimiento sobre
ecuaciones diferenciales le proporciona al estudiante de estas dos licenciaturas los aprendizajes acerca de
cémo enfrentar problemas académicos o reales en los que se encuentren fendmenos dinamicos, ya sea que
dependan del tiempo o de alguna otra variable.

Un poco de historia. Lo que esta a punto de encontrar la lectora o el lector en este libro, es el resultado de
varios siglos de estudios en las matematicas, sintetizado en forma didactica para su uso en la formacion de
los futuros profesionistas de las licenciaturas en ingenieria quimica y quimica farmacéutica biolégica. Como
ocurre con cualquier area del conocimiento, los nuevos conocimientos suceden, se descubren y se integran
a los ya establecidos en un periodo dentro del desarrollo evolutivo de la sociedad, y son protagonizados por
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un cumulo de personas y no por una sola. Los que se tratan en el presente texto, los relacionados con las
ecuaciones diferenciales, el periodo en el que se desarrolla la mayor parte de la teoria que los fundamente
se ubica en la historia en los siglos XVII a XIX, como ocurrié con tantos otros conocimientos en diferentes
ciencias. Dentro del grupo de los personajes que dedicaron tiempo a descubrir y aportar conocimientos
en la rama de las ecuaciones diferenciales, son célebres los apellidos Newton, Leibniz, Bernoulli, Euler,
Fermat, Lagrange y Laplace en la historia moderna de las ecuaciones diferenciales. También, aunque no
igualmente famosos, pero con contribuciones importantes a la teoria de las ecuaciones diferenciales estan
los apellidos Riccati, D’Alembert, Goldbach, Clairaut, entre otros. Sin embargo, el nombre de Arquimedes de
la antigua Grecia debe incluirse, no por desarrollar algin conocimiento sobre ecuaciones diferenciales sino
para mencionar que su contribucion fue mostrar el proceso inverso de la derivacién dos mil afios antes de
que ésta se inventara, es decir, el proceso de integracién, recordando que las operaciones de diferenciacion
o derivacion y la de integracién, son ambas inversas una de la otra.

Sélo para abonar a la estimulacion del interés de la lectora o el lector por las matematicas y su historia,
no debe dejarse pasar la oportunidad para mencionar la famosa rivalidad cientifica entre Newton y Leibniz.
Ambos son iconos de la ciencia de los siglos XVII y XVIII y estan estrechamente relacionados, de una
forma u otra, con las ecuaciones diferenciales, y también son considerados como fundadores del area de
la matematica llamada calculo, aunque cada uno por su lado y a partir de enfoques e intereses diferentes.
Newton, por un lado, estudiaba el movimiento cuando se dio cuenta de la necesidad de inventar una nueva
forma de aproximacion al entendimiento de este fendmeno, y para ello propuso un lenguaje matematico
no formalizado hasta ese momento. Se trataba del calculo infinitesimal al que después se llamaria calculo
diferencial. Leibniz, por su parte, se encontraba interesado en los problemas geométricos relacionados con
la tangente a una curva y las lineas asociadas con aquella, conocidos desde la antigua Grecia pero que no
habian podido resolverse. Para abordar esta problematica, también tuvo que inventar su propio lenguaje
y terminologia, y una nueva teoria. Se trataba de lo que ahora se conoce como calculo integral. Tanto el
célculo diferencial como el calculo integral son ahora areas del conocimiento, de la matematica sumamente
importantes y Utiles. Se reconoce en la actualidad que el nombre de ecuaciones diferenciales se debe a
Leibniz.

¢ Qué aporta este texto al estudiante? Las ecuaciones diferenciales son expresiones matematicas que,
cuando se utilizan para modelar o representar el comportamiento de un fendémeno fisico o social, muestran el
comportamiento dinamico de estos, es decir, como es que su resultado va variando como efecto del cambio
de la variable o variables de las cuales depende. Desde luego que esta perspectiva de las ecuaciones
diferenciales necesita de un marco conceptual claro y preciso, y, ademas, de los métodos de solucion
adecuados que a través del desarrollo tedrico diversos estudiosos han propuesto y formalizado. Estas son
las ideas que la lectora y el lector del presente texto estaran esclareciendo conforme avancen en su estudio.
En otras palabras, lo que las y los estudiantes de ingenieria quimica y de quimica farmacéutica bioldgica
hallaran en este texto son los conceptos tedricos y practicos relacionados con las ecuaciones diferenciales,
los diferentes métodos para resolverlas, y, la aplicacion a casos representativos de dichas areas de ejercicio
profesional, todas estas cuestiones presentadas con el enfoque didactico que merece el tema.



Debe resaltarse que el presente libro esta escrito con un enfoque pedagdgico con cuando menos dos
caracteristicas que lo convierten en un material muy util para la ensefianza y aprendizaje de esta area de
conocimiento (las ecuaciones diferenciales). La primera es considerar de muy alta relevancia e importancia
mostrar paso a paso el desarrollo de los conceptos o ejemplos propuestos, lo que muy pocos textos
comerciales hacen, logrando con esto que el aprendizaje de la lectora o el lector sea alcanzado. La segunda
es que presenta varios ejemplos resueltos, tanto conceptuales como de aplicaciones en las carreras de
ingenieria quimica y quimica farmacéutica bioldgica, ambas importantes en la oferta educativa de la Facultad
de Estudios Superiores Zaragoza, y en general, de la Universidad Nacional Auténoma de México.

Algo que las y los estudiantes interesados en el tema objeto de estudio de este texto deben saber es que, para
poder enfrentar con éxito las instrucciones y los aprendizajes relacionados con las ecuaciones diferenciales
y salir avante de ello y sélidamente preparadas y preparados, se requieren dos tipos de conocimiento previo
muy importantes: las operaciones de derivacién y las respectivas de integracion, es decir, necesitaran del
célculo diferencial e integral y las demas areas matematicas que lo apoyan, conocimientos que han adquirido
en semestres o unidades precedentes. Y también deben saber que esos conocimientos los deberan buscar y
repasar en otros textos, porque el presente sélo trata, como se menciona arriba, acerca de los relacionados
con las ecuaciones diferenciales y sus métodos de solucién.

El autor. Varios afos dedicados a la ensefianza de las matematicas y algunas de sus areas como la
de ecuaciones diferenciales, convierten al autor en una autoridad reconocido en la materia, tanto por las
generaciones de alumnas y alumnos a quienes ha instruido en las licenciaturas de ingenieria quimica y
quimica farmacéutica bioldgica de la Facultad de Estudios Superiores Zaragoza, como por sus colegas y
pares de la misma institucion. Cuenta con dos maestrias, una en educacion matematica y una en economia.
También posee el grado de doctor en economia. Sus estudios de posgrado los llevé a cabo en la Universidad
Nacional Auténoma de México.

Alejandro Juvenal Guzm&an Gémez
Profesor de Ingenieria Quimica

Facultad de Estudios Superiores Zaragoza, UNAM






Introduccion

Este libro que tienes en tus manos sobre Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden, es el
resultado del trabajo y la experiencia de 20 afos, que ha tenido quien esto escribe, al impartir la asignatura
de Matematicas Il, en las carreras de Ingenieria Quimica (l. Q.) y Quimica Farmacéutico Biolégica (Q. F.
B), de la Facultad de Estudios Superiores “Zaragoza”, UNAM.

La asignatura de Matematicas Il en general, y las ecuaciones diferenciales en particular, son parte de la
formacion basica de los ingenieros quimicos y de los quimicos.

En el capitulo I, se describen las generalidades acerca de las ecuaciones diferenciales: qué son, para
qué sirven, cual es la clasificacion de las ecuaciones diferenciales, y por qué las estudiamos en las carreras
mencionas en nuestra Facultad las estudian. En el capitulo Il trata acerca de las ecuaciones diferenciales
de variables separables; en el capitulo 3 nos dedicamos a analizar las ecuaciones diferenciales de
coeficientes homogéneos; posteriormente, en el capitulo 4 estudiamos las ecuaciones diferenciales exacta,
e inmediatamente después, en el capitulo 5, las ecuaciones diferenciales inexactas, las cuales requieren
la busqueda de un factor integrante. Siguiendo con la secuencia, el capitulo 6 trata sobre las ecuaciones
diferenciales lineales y en el capitulo 7 estudiamos las ecuaciones diferenciales tipo Bernoulli, en todos
estos temas como en el subsecuente que tratamos el tema de las Trayectorias ortogonales, incluimos tanto
problemas resueltos como una serie de problemas propuestos, para que el lector ejercite sus habilidades
matematicas en la resolucion de problemas de este tipo de ecuaciones.

Mas adelante, en el capitulo 9, nos abocamos a la aplicacion de las ecuaciones diferenciales en la Ingenieria
quimica y en Q. F. B. Este capitulo es de suma importancia, ya que en este, aterrizamos la utilidad que tiene
esta esfera de la matematica en nuestras carreras. Aqui explicamos con el mayor detalle la aplicacion de las
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer en ambitos como la Fisicoquimica, problemas de Velocidad de
Reaccion, Mezclado, Ley de Enfriamiento de Newton y muchas ramas mas de la Quimica y de la Ingenieria
Quimica. En esta misma seccidén proponemos a los lectores la resolucion de unas decenas de problemas de
aplicacion.

A'lo largo del libro, se hace uso de herramientas computacionales del paquete de programacion MATLAB
(Laboratorio de Matrices), realizando graficas para que las explicaciones y el analisis de los resultados de los
ejercicios, resulten sumamente didacticos a los lectores de esta obra.

El objetivo de este trabajo es que los estudiantes de las carreras de I. Q. y Q. F. B. de la FES Zaragoza,
cuenten con mas y mejores materiales didacticos que coadyuven en la formacion académica de nuestros
futuros profesionistas. Si este esfuerzo contribuye en esa linea, el autor se da por bien servido.






Resumen curricular sobre el autor:

Tiene la licenciatura en Ingenieria Quimica (I. Q.), porla FES (antes ENEP) “Zaragoza”, UNAM.

Realiz6 la Maestria en Educacién Matematica en la FES “Acatlan”, UNAM.

Realizé la Maestria en Economia en la Facultad de Economia, UNAM.

Es Doctor en Economia, también por la Facultad de Economia, UNAM.

Ha tomado 4 diplomados sobre temas pedagogicos y otros temas relacionados con su actividad docente.

Ha impartido clases en la FES “Zaragoza” de las siguientes asignaturas: Matematicas | en las carreras
de |. Q .y Biologia; Matematicas Il en |. Q. y en Q. F. B.; Bioestadistica en la carrera de Biologia; Métodos
Numéricos e Ingenieria Econdmica en . Q.






Capitulo 1

Qué son las ecuaciones diferenciales

Aunque los matematicos puros generalmente se interesan en las matematicas por si mismas, como un
sistema o estructura, los ingenieros, los quimicos y los matematicos practicos generalmente se interesan en
el empleo de las matematicas para explicar, describir o ayudar a la comprension de los fendmenos fisicos.

La mayor revolucion en los fundamentos cientificos y tecnoldgicos de nuestra actual civilizaciéon se
debid ala aplicacion del calculo alos problemas fisicos. En efecto, gran parte del desarrollo del calculo
fue un resultado del esfuerzo del hombre para formular los problemas fisicos en forma matematica
de tal manera que los fenémenos fisicos relacionados pudieran describirse y comprenderse mejor.

Algunos de estos esfuerzos condujeron eventualmente a un nuevo tipo de ecuacion, la ecuacion
diferencial.
dy
Por ejemplo, sabemos que 41 es la razén de cambio de y respecto de x. Supdngase que, por medio
de experimentos y observaciones, podemos descubrir una expresion para esta razén. Podemos
entonces establecer una ecuacion que relacione x, y y dy/dx, y podemos estudiar esta ecuacion
para encontrar, si es posible, la relacidn directa entre x y y.

Para ilustrarlo supdngase que observamos la transformacion radioactiva del Radio en otras
sustancias. Podriamos notar que la velocidad a que se efectua la transformacion es proporcional a
la cantidad de radio presente en cada instante. Podria adquirirse esta idea por una grafica de datos
tomados durante un largo periodo de tiempo. Si x representa la cantidad de Radio presente en el
tiempo r, entonces dy/dx representa la razén de cambio de x respecto al tiempo.

1.1 Clasificacién de una ecuacioén diferencial

Una ecuacion diferencial es una ecuacion que contiene diferenciales o derivadas.

Por ejemplo:

ay
1. x+5

@y gdy -
2.d15+3d1+2}r 0
3.x}r’+}r=3

4.y +2(v")* 4y = cosx

11
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5. (v + () +3y =x7

dz d=
=gl =
6.3: ZT%3
8%z *z 7
M . ¥y
755t 0 +3

Si hay una sola variable independiente, como en 1-5, las derivadas son ordinarias y la ecuacion se denomina
ecuacion diferencial ordinaria.

Si hay dos o mas variables independientes, como en la 6 y 7, las derivadas son derivadas parciales y la
ecuacion se llama ecuacién diferencial parcial o no ordinaria.

El orden de una ecuacion diferencial es la derivada de mayor orden que interviene en ella. Las ecuaciones
1,3 y 6 son de primer orden; las 2, 5y 7 son de segundo orden y la 4 es de tercer orden.

El grado de una ecuacién diferencial que puede escribirse como un polinomio respecto a las derivadas es el
grado de la derivada de mayor orden que intervienen en ella. Todas las ecuaciones de los ejemplos anteriores
son de primer grado excepto la 5, que es de segundo grado.

No todas las ecuaciones pueden clasificarse por grado. Por ejemplo, la ecuacion:

d:}r

+2d}rf—
dx? [dx] B

e
No tiene grado puesto que no puede escribirse como un polinomio en la funcion desconocida y sus derivadas

(a causa del término ¢”).

Para determinar el grado de una ecuacién diferencial con potencias fraccionarias, como, por ejemplo:

V']5 = [y + .v“]f

Se eleva a una potencia tal que desaparezcan los exponentes fraccionarios, en este caso a la sexta
potencia, para obtener:

[}1”14 — [V+ }FJ]E
Y vemos que esta ecuacion diferencial es de segundo orden y de cuarto grado.

La observacion experimental puede formularse matematicamente por la ecuacion:

—=—kx

dx

Donde k es una constante de proporcionalidad, y donde el signo negativo indica que la cantidad x esta
decreciendo respecto al tiempo.

12
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Una ecuacion de este tipo implica una funcion desconocida y su derivada se llama ecuacion diferencial.
Una ecuacion diferencial es frecuentemente una expresién de un problema fisico en forma matematica. El
problema de hallar la funcién desconocida, esto es, de resolver la ecuacion diferencial, se convierte en un
problema de técnica matematica.

Sir Isaac Newton y Gottfried Leibniz, quienes independientemente desarrollaron las ideas fundamentales
del calculo, fueron también los primeros en considerar las ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales juegan un papel importante en el estudio que hace el hombre del mundo fisico,
cuando el problema fisico ha sido expresado en forma matematica, se convierte en un problema puramente
matematico. Este ultimo aspecto de las ecuaciones diferenciales es el que se considerara enseguida.

Notacién. Las expresiones y, y". y" .., y (n) se usan frecuentemente para representar respectivamente
la primera, segunda, tercera,...,la enésima derivada de vy con respecto a la variable independiente en
consideracion. Por lo tanto:

...si la variable independiente es x.

, oodTy . . .
Pero representaria también el la variable independiente es p.

Si la variable independiente es tiempo, generalmente representado por t, las primas se reemplazan por lo
general por puntos. Asi

dy d*y
¥ representa: d; Y representa: dt* ; etc.

Aunque esta forma no es muy practica.
Obsérvese que el paréntesis se usa en y™ para distinguirlo de la potencia enésima, y".

Una ecuacion diferencial lineal es aquella en la cual la variable dependiente y cualquiera de sus derivadas
aparecen en un grado no mayor que el primero. La forma general esta dada por:

a, (x]}r':”} — a”_l[x)}r':”_l'\" + a”_:(x]}r':”_:} +--+ al(x)}r':l} +odoay(x) = f(x)

Y ademas que no haya productos entre las variables dependientes y sus derivadas.
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1.2 Solucién de una ecuacion diferencial.

Una solucién de una ecuacion diferencial ordinaria en dos variables es una relacion funcional entre las dos
variables que satisfacen la ecuacion diferencial.

Si la solucién de una ecuacion diferencial en x y y, tiene la forma:

v = f(x)

Resultara una identidad cuando y=f(x) y sus derivadas sean sustituidas por y y las derivadas de y en la
ecuacion diferencial dada. En estos casos f(x) se le llama integral, o una primitiva de la diferencial.

Ejemplo.
Demuestre que y = 2x* + Ax + B es una solucién de y"* = 12x
Solucion:
Si y=2x%+ 4x + B, tenemos que: v" = 6x> + 4
vy =12x

Sustituyendo y” en la ecuacion diferencial, resulta.

12x=12x

—_

v
1. 3 Problemas propuestos.
En las siguientes ecuaciones diferenciales determinar a) orden, b) grado (si es posible), c) si es lineal o no,

d) la variable dependiente y €) la variable independiente.

11 (D) =3x*-1

1

1.2 [D2y]s = [x— D]
dB-_ d:'

133 -G +x=0
gdy _ _2d'y _ _ad'y

14 x da x dx® ¥y dax?

1.5 dy + (xv — cosx)dx =0

14



Qué son las ecuaciones diferenciales

€9 pde e _g

16 Ldr‘ dt c

1.7y " +xy" "+ 2y(y) +xy=0

d® o dv dar- 7
1.8 PR +.‘I(Ej' ++=0
d2w 2 2w 4 _
1.9 [d_t,a:l - [m,:] +oew =0

110 ¥ —xy " +y=0
1.1 /e + o =sind

112 y' +x = (v —xy)~®

e _ 4] + 20+ 2
113 5= = e T (Gg)
114 (v —3yy +xy =0
115 x*y¥ L xy = e¥

116 t°s —t5 =1 —sent

1477 +xy" + %% —xy +seny =10

m

dx __ 32
1.18 d}_n—}’ +1
@ ra der dr
149 ="+ oz v =0
dz}'i _
120 =zl ty=x

15
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1.21 5= 3p
db
122 ()" =3
d” x 2
1.23 F-I-kx_ﬂ
2 —
1.24 (x°+ y))dx+ 2xydy =0

1.25 y"—-3y'+3y=0

1.26 $+z—“+a—“= 0

e dx®
d'w., 2 a5 W, 2
127 C9* - (D —xw=10

d*e dig 2 _
1.28 L?-I_RE-I_E_D

A% 8w

1.29 B2 3t

4

1.30 %= 1—xy+y°

16



Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

2.1 Definiciéon de una ecuacion diferencial de variables separables

Cuando una ecuacion diferencial tiene la forma
alx) f(y)dx + b(x)h(y)dy =0

La ecuacion se denomina de variables separables porque la ecuacion puede ser escrita en la forma.

o T "
O como

F(x)dx + H(y)dy =0
Donde F

F(x) =

atx) o _ alx) _ RO
sl ) = hm H =75

Y la solucién (curvas integrales) esta dada por:

fp(x)dx+fa(yjdy=c

Otra forma de definir una ecuacion diferencial de variables separables es: si la ecuacion diferencial tiene
la forma:

M{x, v)dx+ N{x,y)dy=0
Y si ademas,

M(x,y) = M(x) » M{(y)

N(x,y) = N(x) = N(y)

17
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Entonces la ecuacién diferencial es de variables separables y su resolucién consiste de dos pasos, solo
dos:

i) Se separan las variables

ii) Se integran las funciones son sus respectivas variables

2.2 Problemas Resueltos
Ejemplo 1:

Dada la siguiente ecuacion diferencial, determinar si es de variables separables, y si asi es, resolverla.

(3xy +9x —y — 3)dx—(—xy + 2x — 4y + 8)dy = 0
Resolucion.

En este caso:
M(x,yv) = (3xy +9x —v—3)
N(x,y) = (xy—2x + 4y —8)

Pasamos a factorizar cada funcién por agrupacion:

(B3xy +9x —y —3)dx+ (xy — 2x + 4y —8)dy = 0
[Bx(y+3) — (v +3)]dx + [(x(y — 2) +4(y — 2)ldy = 0
(v +3)3Bx —dx+ (v —2)(x+ 4)dy=0

Como podemos ver:
M(x,y) =M(x) *M(y) = 3x —1)(y + 3)
N(x,y) =Nx)« Ny = x+ Dy —-2)

Por lo que la ecuacion diferencial es de variables separables. Ahora pasamos a separar las variables
dividiendo toda la ecuacion entre (y + 3) (x + 4), para tener las variables agrupadas.

(v +3)(3x — Ddx + (v — 2)(x + Ddy _ 0
(v +3)(x +4) Sy +3)(x+49)

18
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Quedando
(B3x—1)dx (y—2)dy —0
x+4 y+3

Ya que estan separadas las variables, ahora pasamos a integrar las funciones:

3x—1)d 1— 2)dy
Bx—Ddx (0O JJ=J'U
x+4 v+ 3

Las funciones integrandos —ambas- son la divisiéon de dos polinomios, como son del mismo grado, hacemos
la division y aplicamos el algoritmo de la division:

3x—l_ 13
x+4 x+4
y—2 5

=1-
v+3 v+ 3

Por lo tanto, las integrales quedan:

[

Resolviendo:

3x—13In|lx+4|+yv—-5In|ly+3|=c

Esta es la solucion, y hemos terminado.

Esta solucion se llama implicita por que la variable 'y” no esta despejada (ni se puede despejar), si'y”
estuviera despejada la solucién se llamaria, explicita.

Ejemplo 2.

Dada la siguiente ecuacion diferencial, determinar si es de variables separables, y si asi es, resolverla.

xwvidx+e¥dy=10

Resolucion.

En este caso, las funciones M(x,y) y N(x,y) estan factorizadas, por lo que no es necesario factorizar,
evidentemente es de variables separables; asi que para resolverla, Unicamente separamos las variables e
integramos. jManos a la obra!

19
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Primero dividimos todo entre, y?e*?

xyidx+e dy 0
et et
Quedando:
xdx L,
S -

5

Una vez separadas las variables, pasamos a integrar,

de—l—j?;

Acomodamos:

j xe ™ dx + j y3dy= j 0

La primera integral la resolvemos por sustitucion, la segunda es directa.

u=—x2
du =-2xdx
du 4
— = xdx
-2
du y —2 1 1 _
feu_ = = ——e”——:}12=c
-2 -2 2 2
1 _,2 1 1 1 _
—— — — — —_— =
28 2'} ¢ 27" 27

Finalmente multiplicamos por -1/2:

20



Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

Ejemplo 3.

xyidx + e*dy = 0, X =0, y—

1|

Resolucion.

1 Separamos variables:

xytdx+esdy 0
et 2 ey
x dx dy
+ =0
ex y?

2 Integramos:
Jxe ™ dx+ [yZdy= [0

La primera integral se resuelve por partes, la segunda es directa.
Jxe*dx+ [y Fdy= [0

Hemos terminado, esta es la solucion general.

Ahora vamos a calcular la solucién particular, para eso vamos a ocupar la informacion inicial (para calcular c):

X =00, y—

[N

Nota: es importante recordar que: pues lo vamos a ocupar en seguida.

1

3 — —X __ XY —_
111]1” —+oa [ xXe € ] m =
. x 1 1
lim, .. [_ﬁ _F] — E: C
Aplicamos el limite: (=0 —0) =2 =¢c, c=-2
Como ¢ = —2, entonces la solucion particular es:
—X —X 1
:}J‘
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Problema 4.
Resolver: y'=ev
Resolucion.
Primero cambiamos la escritura de la derivada: & _ oxy
dx
. dy et
Aplicamos una ley de los exponentes: -_—=—
dx a¥
Ahora escribimos la ecuacion en la forma diferencial: e =e“dx
edx-e’dy=0

Las variables ya estan separadas, ahora integramos: f e*dx f erdy =f0

e"—e¥ =¢

La anterior es la solucion general, no podemos hallar la soluciéon particular porque no nos dan valores de
Xyy.

2. 3 Problemas Propuestos

1. Dada la siguiente lista de ecuaciones diferenciales, determinar su solucion por separacion de variables.

Soluciones
1.1 %=c052x }r=%sin2x+c
1.2 dy —x%dy =0 }r=—%+c
1.3[x—|—1]%=x y=x—Inlx+1l+¢
1.4 xy =4y y=cx*

22



Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

1.8 (4v + vx¥)dx — (2x+xy*)dy =0

1.9 2y(x + 1)dy = xdx

dx +1,
1.10 yinx — = (2—)?
Vv x
ds
1.11 = =
o 5

dpP
112 —_=p(1—p
et (
1.13 sec” x dy + cseydx = 0
1.14 e¥senxdx + cosx(e® — yv)dy =0

115 (e¥ + 1)e Ydx+ (e* +1)e*dy =0
dN

116 — + N = Nte'**
dt

v e
1.17 a’ = senx(cos2y — cos“y) —coty = cosx + ¢

23

Soluciones

—_F

y2i=2x"14¢

—3 + 3xIn|x| = xv¥ + cx

—3e W =2e¥%1¢

2+y*=c(4+x%)

vi=x—Inlx+1|+¢c

e =223 =2 4 2y () +
—Inx ——x*=—+2y+In(y) +¢
3 9 2 - :
s = ce®"

t
£ —cet o P="
1-F 1+ce

dcosy = 2x +sen2x + ¢

—2cosx +e¥ +ye V +e ¥ =c¢c

(e*+1) 2+ 2(e¥+1) 1 =¢

In|N| = tett? — g2 —t 4 ¢
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Soluciones
1181 —y2dx=dy y=sen{%+c]
dyv . .
119 (e* + &7%) ri:r = y° —y~! =arctan (e*) + ¢

2.- En los siguientes problemas, resuelva las ecuaciones diferenciales sujetas a la condicién inicial
que se indica.

Soluciones
21 senx(e™ 4+ 1)dx = (14 cosx)dy ; v(e) =0 (1+cosx)(1+e¥) =4
2.2 ydy = 4x(y* +1)2dx ; ¥(0) =1 VyTt1=2x"+42
X 4y 2 . x(E) = - _ i
2.3d—:’_—4(;r +1); X{J 1 x =tan(4y — )
24x7y' =y —xy ; y(-1)=-1 xy = e (1%3)

3.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.
31 x senydx + e “dy=10

3.2 senydx 4+ (1 — cosx)dy =0

33 ylogxdx+ (14 2y)dy =0

3.4 (2x—1)cos*ydx + (x* — 2x+ 2)dy =10

35 y =e"z

3.6 ey =Y
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4.- Obtener la solucion general o particular par a las siguientes ecuaciones diferenciales de variables
separables.

P
41y = x{y—1) x = 1,_}F =3

42senxsenydx +cosxcosyvdy =0 IZE’FZE

43 x*dx + (xy—vy)dy =0 x=—1,}r=%
44 (x*v+ x)dx+ (xv*—y3)dyv=10 x=4, y= -2
452xyy' =1+y% x=2,y=3
4.6 (3xy+9x —y—3)dx—(—xy+2x —4y +8)dy =0 x=1, v=1
4.7 dm + 4mtdt = 0 t=0,m=m,
48 dy/dx=1+y*; yim/4)=1

49 dy/dx = e*™ % x=0 y=-1
4.10%= (3 +y) cotx; y(m/2)=4
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Capitulo 3

Ecuaciones Diferenciales de Coeficientes Homogéneos

3.1 Definicién de una ecuacion diferencial de Coeficientes Homogéneos

Si los coeficientes M( x,y ) y N( x,y ) de la ecuacién diferencial

M(x,y)dx+N(x,y)dy=0...(A)

Tienen la propiedad de que

M(x,y) _ M(ax,ay)
N(x,v) N(ax.ay)

Donde aa es un numero arbitrario, no igual a cero, la ecuacion (A) se dice que es una ecuacion diferencial
de coeficientes homogéneos. Y cuando se cumple esta condicion, la ecuacion diferencial puede reducirse a
una ecuacion diferencial de variables separables, usando cualquiera de las sustituciones

V=1 dy = adx + xdw
X = wy dx = wwdy + vdar

Examinemos mas de cerca la naturaleza de las funciones homogéneas.

Definicion: se dice que f(x, ¥) es una funcion homogénea de grado n, si para algun numero real n,

fltx, ty) = t"fx,v) f(tx, ty) = t" F(x,v), t es una constante.

Ejemplo

Sea: flx,v) =x— 3{?4—5}?
ftx, ty) = (tx) — 34/ (tx) (ty) + 5(t(v)
=tx — 31,;1‘:—:4{}? + Sty
=t[x-3\/xy+5y [=tf(xy)

=tf (xy)
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden con aplicaciones en

Ingenieria Quimica y Quimica Farmacéutico Bioldgica

Por lo tanto, la ecuacién diferencial es de coeficientes homogéneos de grado 1
Ejemplo

flr,y) = 6xy® —x%y?
f(tx, ty) = 6(tx) (ty)® — (tx)*(ty)°
=6t xy? — tFxy?
= t*[6xy® — x7y7]
fxy)

o fltx, ty) = t5F (x,y)

Es una ecuacion diferencial es de coeficientes homogéneos de grado 4

Ejemplo

flx,y)=x*—y
ftx, ty) = (tx)* — (tv)

= tix? —ty # t7f (x,y)

La ecuacion diferencial es de coeficientes homogéneos de grado 2.

Debemos aclarar que, como sucede con las integrales, sabemos que algunas de ellas se pueden resolver
por varios métodos. Las ecuaciones diferenciales también pueden presentar las caracteristicas de varios tipos.
Es decir, una ecuacion diferencial de variables separables, también puede ser de coeficientes homogéneos
0 exacta o, exclusivamente de variables separables.

Hay una manera, no formal, para identificar una ecuacién diferencial de coeficientes homogéneos, no es
formal, pero resulta muy practico. Veamos.

Decimos que una ecuacion diferencial de la forma:
(x%y? + xy? + x /¥y )dx + (x9y™ + x'y? +x¥ [y )dy =0

g
. - . , . a .
...es de coeficientes homogéneos si los exponentes de cada término, x“}rb, x‘}r‘*,—f , etc., suman (si se
v

estan multiplicando) o restan (si se estan dividiendo) el mismo numero.
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Por ejemplo, en la siguiente ecuacion diferencial, los exponentes de cada término son:

.'1'5 .'1'6
(x}ra—l-x“—l-—)dx-l-(x:}r:—l-xﬂ}r—l- ,,)d}r=l]
3 e

- -

143=4 4 5-1=4 242= 4 3+1=4 6-2-4

Todos los exponentes suman (o restan) 4, y se dice que esta es una ecuacion diferencial de coeficientes
homogéneos de grado 4.

En cambio, la ecuacion diferencial:
(x Yy +X°+x°/y')dx+(x* y*+ x y* +x°/y)dy=0
Tiene exponentes: 1+3=4 3 5-1=4 2+2=4  1+1=2 6-1=5

Como no son los mismos exponentes, se dice que la ecuacién diferencial NO es de coeficientes homogéneos.

Tomaremos otras ecuaciones diferenciales, para aportar mas ejemplos que nos refuercen el concepto de la
cualidad que cumple una ecuacion diferencial de coeficientes homogéneos.

De las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) yidx + (x? + 3xy + 4y?) dy=0

b) (x?+y?) dx+2xydy = 0

c) (7x+2y) dx + (2x+7y) dy=0

La a) y b) son de coeficientes homogéneos de grado 2.

En cambio, la c) es de grado 1:

Una vez que hemos comprendido a cabalidad la caracteristica que tiene una ecuacion diferencial de
coeficientes homogéneos, pasamos a explicar el proceso de solucién.
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3.2 Problemas Resueltos
Ejemplo 1
Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

(7Tx+ 2y)dx+ (2x+7v)dy =0

Resolucion.

Lo primero que observamos es que esta es una ecuacion diferencial de coeficientes homogénea de grado
1. De pasada, observamos que no es de variables separables, ya que las variables no se pueden separar.

Ahora pasamos a explicar como se resuelve.
1 Hacemos un cambio de variable:

Sea: V= ux

2 Ahora diferenciamos: dy = udx + xdu

3 Sustituimos tanto a y como a dy en la ecuacion.

(7x + 2(ux))dx+ (2x + 7(ux) ) (udx + xdu)dy =0
4 'Y hacemos las operaciones, uff (es mas facil escribir en el pizarrén que aqui, pin... coronavirus cabula!)

(7x + 2ux)dx + (2x + Tux)(udx+ xdu) = 0

7xdx+2uxdx+2uxdx+2x° du+7u? xdx+7ux?du=0

Agrupamos: 7xdx+2uxdx+2uxdx+7u’xdx 2x* du+ 7u x* du=0
Factorizamos dx y du.  (7x+2ux+2ux+7u? x)dx+(2x*+ 7u x*)du = 0

(7x+4ux+7u? x)dx + (2x*+ 7u x?) du = 0

5 Esta ecuacion diferencial ahora es de variables separables, pues cada paréntesis se puede factorizar, y
ahora la resolvemos como una ecuacion diferencial de variables separables.

Regla general: Toda ecuacién diferencial de coeficientes homogéneos, se vuelve de variables
separables haciendo un cambio de variable.

Factorizamos: (7 +4u+ Tu)dx+x° (2 + Tu)du= 0
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6 Separamos variables dividiendo entre {7 + 4u + 7u®)x>:

x(7+ 4u+7u)dx + x7(2+ Tu)du 0
(7 4+ 4u + Tu®)x* N (7 4+ 4u+ 7u®)x?

xdx (24 7u)du
x? 74+ 4u+7ud

7 Integramos:

@Jrf 2+ 7w)du fﬂ

x2 7+ 4u+Tue
J‘dx+ (7Tu+ 2)du_J’|D
X Juz +4u+7

La primera integral es directa, la segunda es por sustitucion:
w=7u*+4u+7,
dw = (14u+ 4)du

dw = 2(7u+ 2)du

dw
5 = (7u+ 2)du

dwr .l'.:

Por lo que: In|x| + fT =c

1
In|x| + Elnlwl =r

1
Inlx|+ Elnl?uz + 4u+ ?| =c

8 Finalmente, como y = ux, entonces: u = i

In|x| 11
nlx -I-En

?G)z+4g)+?‘ =c

Hemos terminado con el problema.
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Ejemplo 2

(x? +y? )dx+2xydy=0 ; x=1, y=1

En esta ecuacion nos dan un valorde xy y x = 1, ¥ = 1). Esto es para encontrar el valor de la constante
¢ (que siempre sale al final), y hallar la solucion particular.

Resolucion:
1 Hacemos el cambio de variable y diferenciamos: v = ux, dy = udx + xdu
2 Sustituimos: (x2 + (ux)Ddx + 2x(ux)(udx + xdu) = 0

3 Hacemos operaciones: {x2+ x% u? Jdx+2x*u? dx 4+ 2x%udu=20
(2+x2u? +2x%2u? )dx+2x3udu=0

(x2+3x%u? )dx+2x%3udu=0

4 Separamos variables:  x*(1+3 u* Jdx+ 2x%udu=20

22143 w® ldxy + 2x% udu . 0
(1+3 u? ) x? (1+3 u? ) 2
xjdx+ 2udu
x3 14+ 3 u?
dx 2udu dx 2udu
: —+ =0|—+ =0
5 Integramos x f 1+3 u? f x f 1+3 u?

1
Inlx| + glnll +3 u2| =c

inlxl-l—%in 1+3 (%)2 =rc
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Esta es la solucién implicita (por que no esta despejada y) y también se llama solucién general por que no
conocemos el valor de ¢; pero como conocemos un punto: (x = 1, ¥ = 1) ahora sustituimos en la ecuacion

solucion y calculamos ¢.
2

Inlll+%!n 1+3 I:%] =rc

e = In|V4| = 046

Por lo tanto, la solucion particular (e implicitaes©):

In|x| + %Iu 1+3 (;)2 = Iu| »’Z|
Ejemplo 3
xydx — (x + 2y)?dy = 0
Resolucion.
1 Cambiamos de variable: Vv = ux, dy = udx + xdu

2 sustituimos en la ecuacién diferencial:  x u x dx — (x + 2ux)?*(udx + xdu) = 0

3 Realizamos operaciones
xuxde— (x*+ 4ux® + 4 u*x?) (udx + xdu) =0
ux® dx — (x*udx + x3du + 4u*x*dx + 4 uxdu + 4’ xdx + 4u”x3du) = 0
ux® dx — x*udx — x*du — 4’ x*dx — 4 ux*du — 4w x*dx — 4u”x*du =0
4 Agrupamos diferenciales:

ux® dx — x*udx — 4 x*dx — 4’ ¥ dx —x%du — 2 uxdu — 4’ x*du =10
—4u?x%dx — 4l P dx — x3du — 4 uxidu — 4t x3du =0

(—4u?x® — 4P )dx+ (—x® — 4 wx® — 4u”x¥)du =0
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5 Multiplicamos por -1:
(4u2x? + 42322 )dx + (23 + 4 ux® + 4u2x¥)du =0

Esta ecuacion diferencial ya es de variables separables.

6 Factorizamos:  x*(4u® + 4u?)dx+ *(1 +4u + 4u)du= 0

Separamos Variables:

22 (4l +40® )dx | 2% (1+4 u+4u?)du
x2 (4u? +4u?) 22 (4u? +4u?)

=0

(1+4u+ 411,:]:{:41 B

x 4u® + 4u?
7 Integramos: J= % 4 f”}::;::}d“ =[0

La primera integral es directa, la segunda es por fracciones parciales.
2 1
dx 4(u” +u+ 5)du
e e
x 4(u? +u?)

dx (u* +u+ %)du
[
x u® +u?

2 1
(u™ +u+3)du
Inlx| + f 4

u® + u?

=C

J (u* +u+ %)du

uw® + u?

l >
(u+3)" 4 B, C
w(u+1) w2 uw uti
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Por lo tanto:

1
(u+ﬂ I 3 1
du = = =] -1 1
J.u, (u+1) "= J.u- J. J.u,—i-l u,+4 n|1L|+4 nlu+ 1l

Sustituyendo esta integral en la solucion de la ecuacién diferencial, tenemos:

1
7 3 1

Inlx| —-=+-Inlul +-Inlu+1|=c¢
u 4 4

Como v =ux, u=y/x:

In|x| x+%‘ﬂ+1tﬁ+q
nx| —— —iLin (— —Lin |— =C
4y 4 x4 x

Ejemplo 4
yidx + (x2 4+ 3xyv+ 4v3)dy = 0; x=2, y=1
Resolucion.
1 Cambio de variable: vV = ux, dy = udx + xdu

2 Sustituyendo en la ecuacion diferencial:Escriba aquf la ecuacion.
(ux)? dx+ (x% + 3x(ux) + 4(ux) ) (udx + xdu) = 0
3 Realizamos operaciones:
u?x? dx + x?udx + x%du + 3u? xPdx 4 3uxidu+ 4uixidx + dulxidu=10
4 Agrupamos diferenciales:
u? X2 dx+x? udx+3u? x? dx+4u’ x* dx+x3du+ 3ux3du+4u’ x* dx=0
(x2u+4ux? + 4u¥x? )dx + (2% + 3 ux®+ 4u?x¥)du=0
(x2u+ 4u?x? + 4¥x? )doe + (23 + 4 ux® + 4ux%)du = 0

Esta ecuacion diferencial ya es de variables separables.
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6 Factorizamos: x*(u+ 4u” + 4u®)dx+ x*(1+ 4 u+ 4u”)du =0
Separamos Variables:

X (u+au®+4u®)dx | x*(1+4 u+4u®)du

¥ (u+du® +4u?) 23 (u+au? +4u3)

=0

de (14 4u+ 4u”)du B

x u + 4u* + 4ud
dx (4u® +4u+1)du
7 Integramos: — ————= |0
g x + “r 4“3+4uz+ii “r

dx 4(u? +1¢+%)du
J5 et =l
x Hu? +u? +u)

dx (u* +u+ %] du
|5+ =)
x u*+u-+u

(u* +u+ %) du
Inlx|+ J- - =c
u(u” +u+ 1)

La segunda integral la hacemos por fracciones parciales.

(u + %]:du
J w(u® +u+1)
Analizamos el denominador: w(u® +u + 1)
Un factor lineal: u (caso 1), y otro factor no lineal: u* + u + 1,(caso 3)

Por lo tanto las fracciones parciales son:

5 1
wtutz 4 Bu+C

w(u® +u+1) =u+1¢3+1¢+1

Hacemos lo que siempre se hace, i) se multiplica por el denominador, ii) se sustituye la —Unica- raiz real
(cero), para hallar A, iii) se igualan los polinomios y se encuentra By C.

Asi, A =

e | =

3 3
!B:E!C:;
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Entonces:

3 1
(u” +u+ g)du A Bu+C
J 4 = f ( _ouTE ) die

u(u® +u+ 1) H+1L3+I¢+l

1 3 3
- _u__l__

J 2, 373 |\,
u u- tu-+1

Antes, de continuar, completamos el cuadrado de wW4ut1

» Coeficiente de u:1

Dividimos entre 2: V%

+ Sumamos y restamos V%:

' +u+ %—%-I—l

Factorizamos: u* +u+ ~—>41= (u _|_'_)' +
Regresamos a la integral:

1 3 3 1 3
= -1+ - — 3 1 du =du
f sy idHZJ. % 1+j oo
u u*tu i 2 z
{u—l—z) +§ (u,-I-E) +§

Con algunos cambios de variable, se obtiene:

(e+3) +3
u 5 >

Todo el problema quedaria (se sustituye u=y/x).

1
n] 32 2(@ts3)
— atan E(M + E) + — —atan—

Ll + 21
= — |1 —|— {1t
4 402 4 1 1

In| |+11 | |+3 L ( +1)Z+'1 t z( +1)_+3 2 at 2ty _
nlxl+ o |+ |Sinf{u+ 5| —atanZ{u 3) 2 7atan 1 =c
2 - vy 1
I |:-\:|+.1 .!*.r1|y|+3 1!11 (i+1) +.1 atanz(::+1) +3 attmz{';-l_i} c
T — — —|— — — —| — — — —. —_— =
4 x! 412 2 2 2/ 2 1
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Esta ecuacion se llama solucién general por que no conocemos la constante ¢, como nos dan los valores
x = 2,v = 1, estos valores se sustituyen en la ecuacién anterior, y asi obtenemos ¢

) 1 1
I |2I+11 H+3 L (1+1) + 3 ae 2(1+1) 2 at 2G¥D _
Ty e T2t \2 ) Tl TR Ty Ty T
c=1.5
1|2I+11 H+311 (1+1)z+'1 t 2(1+1) +2 at 2{'1+1} =1.5
mElTy Mg Ty 2t \2 T2 Tl T ARy Ty ansig Ty T

Por lo tanto, la solucion particular quedaria:

“mn||Z4+<) +=
2 "‘(x 2] T2

e

2

Nl

t 2(:;+1)+3 t i
atan 2 z.atm 1

In|x|+% In|£| +§

Ejemplo 5
Resolver:
(x*+v3)dx + (x* —xv)dy =10
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

Condicion para que una ecuacion dada sea de coeficientes homogéneos.

M(x,y) _ M(ax,ay)
N(x,y) N(ax,ay)

Cambios de variable.

Ayy =wvx ; dy = wdx + xdvw

B)x =wy ; dx = wdy+ vdw

Operaciones.
x*+y*  (ax)®+ (ay)?

x2—xy  (ax)? - (ax)(ay)

ax-+ay-

a’x®— a’xy
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_ @Gy

=— = Ec.Dif .de coeficientes homogeneos de grado 2.
a®(x?*—xy)

Como la ecuacion diferencial es de coeficientes homogéneos, se procede a realizar un cambio de variable
o a sustituir y = «v+x y dy = wdx + xdv y obtenemos

(x*+v3)dx + (x* — xy)dy =0

[x% + (vx) ]dx + [x° — x(vx)][vdx + xdv] =0
T T

v Vv

[x% + v x%]dx + [x° — vx?][vdx+ xde] =0

day

-

12 [1+ v ]dx + x* [vdx + xdv] — vx[vdx + xdv] =0

221+ )dx + x*wvdx + x de — vixidx —vxide =0

[x*(1+ )+ x*v—x v )de + [x% —vx¥]de =0
1+ v +v—v]de+x¥[1—v]der=0

1 [1+v]dx+ x*[1—w]de =0

"

x- dx + l—ft!’d —0

3 1+v

1 1—ar

—dx + dv =0 Observacion F(x)dx+ F(«)dv =0
x 1+
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Aislando el 2° término, e integrando, resulta.

1—a
J diw = Fraccion impraopia.
1+

—1
‘ 14+ 1—a*

—1 — ¥

2+0

1 —a
= =1+
1+ 14+

1—aq 2
J. d = J.(—l + )d’t*’
1+"1V j_—I—-L!-"

 [ctos [ 2

_ dv t=14+v
__fd’”'ujlﬂr T dt=dv

dt
=—q+ 2| —
t

=—w+2Int+cx = v+2ln|ll+v|+e=

Entonces, sustituyendo este resultado en la ecuacién diferencial de variables separables, obtenemos:

1 1 —a~
f—dx-l—j der =0
x 14 4~

nx—wv+2In|l+v|=—c*=—Inc

Inx+mnll+v|* +lnc =+
Inex (1+v)° = =

40



Ecuaciones Diferenciales de Coeficientes Homogéneos

Como: y=vx = v==1
X

Inex (1+2)2 =2
~lnex xj =7

x+v., ¥
| —]-==
nex [ ] =
Tomando la funcién inversa
(x+v)° 3

x[[x+}r): _ X

N
¢ (x+v)* =xex

Resolver la ecuacion diferencial anterior, para la condiciéon v(1) = 1.

- ¥
Como c(x+y)" =xex
Entonces c(1+1)* =(1)e™@
c-1:=ec-1:=e, c=ec=eg

¥
e(x+ v)" =xex = Solucion Particular

Ejemplo 6
.. J’z _|_xz
y ="
Zxy
Resolucion.

. dy .
XY —— = y° <
Y iz Vo +x

2xy dy = (v* + x%)dx
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(v>+ x3)dx —2xydy=0
¥ = ux

dy = udx + xdu

((ux)* + x*)dx — 2x(ux) (udx + xdu) = 0
(wx® + x*)dx — 2ux” (udx + xdu) = 0
(wx* +x3)dx—2u*x*de—2ux®du=0
(u*x* + x> —2ux*)dr —2ux®du=0
(x*— vw*x)dr—2ux*du=0

21— u)dx—2ux*du=0

Separamos variables:

2% (1— u?)dx — 2 ux?® du 0
x31— u?) Cox3(1— u?)

dx 2u

——————du=20

x  (1—u?)

Integramos:

dx —2u

J.—+J. ,,du=J.lJ
x 1— u=

In|lx| + In|]1 — v?|=¢

3. 3 Problemas Propuestos

1 En las siguientes funciones, determine si la funcién dada es homogénea. Si lo es, indique su grado de
homogeneidad.

3

114 x4 2xy — }j sol. Homogénea de grado 2.
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3y — x2y?

x + 8y

1.2

x:
1.3 cos—
=ty

1.4 Inx*—2Iny

1.5 (x_l + },—1]:

sol. Homogénea de grado 3.

sol. No homogénea.

sol. Homogénea de grado 0.

sol. Homogénea de grado -2.

2. En los siguientes problemas, resuelva la ecuacién diferencial dada usando una sustitucion apropiada.

21 (x—vy)dx+ xdy =10
22 xdx+ (yv—2x)dy =10

23 (v*+ yx)dx—x*dy=10

dy y—x
24 ==
dx y+x

2.5 —ydx + [x + ,ﬁa’x_}r)d}r =0

2.6 2x*ydx+ (—1)(3x* +y¥)dy =0

27 E=24%
dax x ¥
p _zx
2.8 }r—x =x+4ye ¥
dy

29 (}F—I- xcotf) dx —xdy =10

210 (x*+xv—v)dx+ xydv =10

sol

sol

sol

sol.

sol.

sol.

sol.

sol.

sol.

sol

cxinlx| + v =ex
(= )ink =yl =y + c(x - y)
cx +ylnlx| =cy
In(x*+y)+2 r:trcmnii =c
=
Inlyl=2 |- +¢
Vi

F‘} — C(.‘IE _|_}FE|)E

[i]: =2In|x|+ ¢
=
ey =8inly| +¢
xcost = ¢
s

-
.V+x=rcxex
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3. Resuelva la ecuacion diferencial, sujeta a la condicién inicial que se indica.

3.1 X}F:%=}F3—xﬂ:}?(1) =2 Sol. ¥ + 3x*In|x| = 8x3
¥ ¥ ¥
3.2 (x+}rex)dx—xexd}r= 0; v(1)=0 Sol. In|x| =ex — 1
—ay xs s : : :
3.3 (x + . /xy );-l— x—y=x zyz; y(1)=1 Sol. 3xz=ln|x| + 3x=y+ 2y=z = 5x=
34 (x+ P -y E =y y(1)=1 Sol. Inlyl = —2(1=3):

4. Hallar la solucion general y la solucion particular —si es posible- correspondiente a las condiciones
iniciales dadas.

& ¥
¥ +=x
41 y' =——

-

2ucy

4.2 [}r—|- Jxi 4+ yidx = xdy

43 (7x+ 2y)dy+ (2x+T7y)dx =0

4.4 [x csc(%) —y] dx +xdy =0

45 (5v—u)du+ (3v— Tu)dv =0

4.6 xydx— (x+2y)%dy =0

47 Xy =y +xy; x=1, y=1

4.8 (x2 +xyseny/x)y' = }rz seny/x; x=1, y=m/2

49 ydx 4+ (x* +3xy 4+ 4y )dy=0; x=2, y=1

410 (x°+y)dx +2xydy=0; x=1, y=1
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Capitulo 4

Ecuaciones Diferenciales Exactas

4.1 Definicion de una ecuacion diferencial Exacta

Para comprender este tema, es importante recordar algunos elementos de calculo diferencial, como
antecedentes de las ecuaciones diferenciales exactas.

i) La diferencial

En Calculo Diferencial, se estudia el concepto de /a diferencial, a saber: dada una funcién, y = f (x ),
la diferencial se define como: dy = f'(x)dx. De Ignanera asimilar para dos variables independientes, si
z = f(x,y)la diferencial de z se define como: dz = ﬁ dx + a—i dy,

Por ejemplo, siz = e*¥, entonces:

dz _5de+ﬁzd .
Ifiz = }F:EI}-:dx + EIX}TEI}-: d};.- N (2)

ii) Derivadas cruzadas

En Calculo diferencial en R", se estudia el concepto de las derivadas cruzadas, que dice: “la segunda
derivada de z, primero respecto a x y luego respecto a y es igual a la segunda derivada de z, primero respecto

ay yluego respecto a x”:

9%z _ 9%z 3)
axdy dyax
Por ejemplo, siz = e*¥, entonces:
. . dz 5 2
Primera derivada de z respecto a x: e =
Sy

. d d= d b k] 2 -
Ahora derivamos respecto a y: 3 (E) =3 (vZe® ¥ ) = 2xy3e® Y 4+ 2y e*?

d°z .

= 2xy3e®¥ 4+ 2y e*¥
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Ahora a la inversa.

. , a E
Primero derivamos respecto a y: a—z = 2xye*?
X

8 (@ a 2 = 2
Ahora respecto a x: 7- {—;) = - (2xye™) = 2xyie*Y + 2y e*?y
x \Ay x

Y llegamos al mismo resultado:

= 2xyie®¥ 4 2y ¥

Una vez, revisados estos temas, iniciamos con el desarrollo de las ecuaciones diferenciales exactas,
partiendo del siguiente...
Teorema

Si las funciones M(x,¥),N(x,y) y las derivadas parciales M, (x,¥) ¥ N,.(x,y) son continuas en una
region R?, una condicion necesaria y suficiente para que la ecuacioén diferencial

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
Sea exacta es que

aM _ aN

dy  0x

En cada punto de R.

Demostracion de Teorema

Tomamos la forma diferencial de la ecuacién diferencial, como la hemos usado para las ecuaciones
diferenciales de variables separables y de coeficientes homogéneos, es decir:

Mo, v)dx + N2, y)dy = 0o v v e e (4)

Observemos la similitud que tiene esta ecuacion la definicion de la diferencial (ecuacion (1)).

Pues bien, aqui debemos encontrar una funcién U (x, y), de tal manera que cumpla con la definicién
de la diferencial, a saber:
au au

AU = 5o dx+ ody = de e (5)
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Viendo las ecuaciones (4) y (5) se sigue que:

au

E® =M(2,¥) e e v e (B)
au

a_}?_ = N[R’,}F] Erw EEr wer wer EEw snew [?]

Otra manera de decirlo: buscamos una funciéon U cuya derivada parcial respecto a x sea igual a M (x, y),y
la derivada parcial respecto a y sea igual a N (x, y), Una ecuacion diferencial que cumple con esas igualdades
se llama exacta. Pero como no conocemos U, en este momento no podemos saber cuando cumple con las
ecuaciones (6 ) y (7).

Por lo que tomamos la ecuacion (6) y derivamos ambos lados respecto a y:

°U 4 u
dx dy _a}r ()

Y ahora tomamos la ecuacion (7) y derivamos ambos lados respecto a x:

o°’u _ d N
dy dx C Ax (x:7)

Pero como las derivadas cruzadas son iguales, entonces:

% M(x,y) = % E R E— (8)

Este es el criterio de exactitud de una ecuacién diferencial. Esta identidad es la que usaremos para
determinar cuando una ecuacion diferencial es exacta.

Antes de pasar a buscar la funcion U, solucién de la ecuacion, vamos a tomar varias ecuaciones diferenciales
para ejercitarnos en la identificacion de exactitud.

Ejemplos
Determinar si las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas.
a) (x + 2y)dx + (2x + y)dy = 0
b) (32 — 2xy + 6x)dx — (x* — 2xy +2)dy = 0

¢) (yew — 23 )dx + (xew — 6xy? — 2y)dy =0
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Resolucion

d
a) a__}FM[x’F] =2

d
EN(R—JFJ =32

d
b) — M(x,v) =2y — 2x
dy

d
—N(x,v) =2y —2x
dy

d 2
c) — M(x,y) = xyer +ev — 6y
dy

— N(x,v) = xyew +ew — 6y°
dx

Las tres ecuaciones diferenciales son exactas.
Calculo de la funcioén U (x, y), soluciéon de una ecuacion diferencial exacta.

Usando las ecuaciones (6) y (7), y con un poco de algebra, podemos llegar sin ningin problema a la férmula
solucion.

Tomamos la ecuacion (6):

v _ M(26,7) e e e ve e .. (6)

dx
Aqui, y es constante. Separamos variables:

U = M(x,v)dx

Integramos:

J ol = J- M(x,v)dx
U= J M(x,y)dx + h(¥y) o oo (9)
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Donde h (y) es una funcion arbitraria de y, y viene a representar al constante de integracion, ya que aqui,
y es una constante. Lo siguiente es hallara h (y ), para esto, tomamos la ecuacion (7):

au
E = N(x,}?] [?]

Sustituimos UJ (ecuacion (9)) en la ecuacion (7):
d
[ MG + )] = ¥
¥

d
= [ M) + WG = Ny
dy

Despejamos h (y ):

R ) = NGy — o= [ MG

dh(v)
dy

=N@ﬂ—%meMﬁ
ahy) = [NG3) - 5= [ Mxyax]ay
fﬁ@=fhmm—%fmwﬁﬁhy

h) = [ [Ny - o [ MGy da] ay

Ahora, sustituimos h (y ), en la ecuacion (9):

U= J- M(x,y)dx + h(y) v (9)

Esta es la formula solucion de una ecuacion diferencial exacta.
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4.2 Problemas Resueltos
Ejemplo 1
(y2—2xy+6x)dx— (x2—2xy+2)dy=0

Resolucion.

Primerio checamos el criterio de exactitud.

M(x,v) =v*—2xy+6Xx N(x,v) = —{xz— 2xy+ 2}
i M =2 - 2xy+6x)=2y-2
3 (x,¥) —a—}r[} Xy X)=2y—2x

d d 5 . o
aN[x,}r] =£[—[JC* 2xy+2)]=2y—2x

Es exacta.
Ahora pasamos a resolverla. Todo el proceso consiste en utilizar la férmula (9), parte por parte. Empezamos

*Tomamos y resolvemos la primera integral de la formula (10):
[ M, y)dx = [(y2—2xy + 6x)dx = xy? — x>y + 3x?,

(La guardamos en la memoria)

* A esta integral la derivamos respecto a y:
an( )d—a(’*‘ 2y +3x%) =2 2
ay X, ) x_ﬁ'y X X°) X°)=2L2Xxy—X
*AN(x,¥) N(x,y) le restamos ;—vf M(x, y)dx
N(x,v) aJM(x Ydx
LYVIT 3= ' ¥
ay )
[0 = 2xy + 2)] - 22y —2?) = 2
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* Realizamos la integral: [ [ N(x,¥) — ai-.r [ M(x,y)dx]dy

J —2dy = -2y

* Por lo tanto, la solucién es:

U(xy) = [ Mxy)dx + [[N(x,y) — 5 [ M(x,y)dx ]dy = C

U(x,y) = xy2—x*v+3x*+ (—2y) =, 6

U(x,y) = xy2—x*y+3x* -2y =c

Comprobacion:

Con la definicion de la diferencial:

dU—aU +aud
 ax dy Y

d d
dU(x,y) = E(x}rz—xz}f+ 3x* —2y) dx +a (xy2— x*y+ 3x"> — 2y )dy=dC

y2—2xy+6x)dx + (2xy—2*—-2)dy=10
)

Llegamos a nuestra ecuacion diferencial, por lo que queda comprobado la solucién.
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Ejemplo 2

(3x2sen y)dx+ (x3cos y)dy =10

Resolucion

Checamos el criterio de exactitud.

M(x,y) = 3x? seny, N{x,y) = x3cosy

d ad
—M(x,v) =—(3x2senvy) = 3x2cos ¥

dy dv

d :

— N(x,v) = — (xcosy) = 3xlcos ¥
dx dx

Es exacta.
Ahora pasamos a resolverla.

« Tomamos y resolvemos la primera integral de la férmula (10):

f M(x,y)dx = fl:3x= sen y)dx = x3 sen y, (La guardamos)

* A esta integral la derivamos respecto a y:

d d
5'_}’_[ Ml:x, y]dx = 5'_}’ l:x3 sen }-‘] =x3cos ¥
*AN(x,y) le restamos ;—vf M(x,y)dx

d
N(x,v)— ﬁ_yf M(x,y)dx

x*cosy— x3cos y=0
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* Realizamos la integral:  [[N(x,¥) — a%__l" M(x,v)dx ]dy

Jﬂd}r= cl

* Por lo tanto, la solucion es:

U(x,y) = [M(x,y)dx + [[N(x,y) — %f“lﬁx’}?)dﬂf]d}r =C

Ulx,v) = x¥seny+cl =rc, ... 6 agrupando las constantes:

Ulx,y)= x3seny=1C

Comprobacion:

Con la definicion de la diferencial:

ad d
dU(x,v) =a[x3 seny) dx +a (x3seny)dy=dC

(3x?seny)dx + (x* cos y)dy =10

Ejemplo 3

(r 4+ senf — cosB)dr +r(senf +cosf )d8d =10

Resolucion.

En este caso, las variables son diferentes a las que estamos acostumbrados, sin embargo, adaptaremos la
resolucion a estas “nuevas” variables.

Aqui,
M(x,v) =M(r,8) = r + senfl — cosf

N(x,v) =N(r,8) = r(senf + cosf)
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De aqui sale que, r seria como la x, y 0 seria el equivalente a y.

Por lo que el criterio de exactitud, para estas variables seria:

aM(r,6) _ON(r.6)

dg - ar
Pasamos a derivar:
aM(r.6) @
————=—(r+senf —cosf)=cosB + senb
ad dad ( )
dN(r. 8 d
# =5 r(senf + cosf) = senf + cosf
T I

Como las derivadas parciales son iguales, entonces la ecuacion diferencial es exacta. Ahora pasamos a
resolverla; para esto, usamos la férmula solucién de una ecuacién diferencial, pero ahora en términos de ry
0, es:

U(r,8) = J_Md’.t‘-l-f[h’—;—afﬂfdr] dé =c

Empezamos:

 Primero resolvemos la Integral:

1.,
J. Mdr = J.(r + senf — cosf)dr = 37 + r(senf — cosf)

* La guardamos en la memoria.

» Mientras, esta misma integral la derivamos respecto a 6

ad ad
— | Mdr=—

1,
=2 213" +1r(senf —cos8)| =r(cosf + send)

2
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* AN (1, 9) le restamos esta derivada parcial de la integral respecto a 6.

d
N(r, &) —%JMdr

r(senf + cosf) — r(cosfd +senf) =0

* Ahora integramos esta solucion respecto a 6:
J 0df = ¢l

* Sustituyendo los calculos en la férmula solucion:
U(r,8) = [ Mdr+ [[N— %f Mdr] d8 = c, (férmula solucién)
1,
U(r,8) = 577 +r(senf —cos@)+cl=c

* Agrupando constantes, c1y c, en una C, (finalmente la solucién es):

1
U(r,@) = E’rz + r(senf —cosB)=C

« Comprobacion: dU = Z—? dr + Z—g df = dC

a [%Tz + r(senf — cos8)] ﬂ[%rz + r(senf — cosf)]
3 dr + 38 df = dC
r

dU =

dU = (r 4+ senf — cosB) dr + r(cos6 + senf)df =0

Esta es nuestra ecuacién diferencial original -que resolvimos-, por o que hemos terminado y
bien.
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Ejemplo 4

(44 5y)dx+ (1+5x )dy=0, x=-1, y=-1

Resolucion.

En este caso,
M(x,v)=4+5y

N(x,y)=1+5x

Checamos si:
aM _ dN
dv  9x
Pasamos a Derivar:
oM(x,y) 0
Y 2 (1+5y)=5
5 =3, (1+59)
dN(x, d
NCLY) 9 (1450=5
dx dr

Como las derivadas parciales son iguales, entonces la ecuacion diferencial es exacta. Ahora pasamos a
resolverla; para esto, recordamos la formula solucién de la ecuacién diferencial exacta:

UGey) = [ MG+ [ [¥Gey) ‘a% [ mGyrax] ay =

Empezamos:

« Primero resolvemos Integral:
Jde = j[4—|— Sv)dx = 4x + Sxvy
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* Esta integral la derivamos respecto a y

d d
—fde = —[4x + 5xy] = bx
av av

*AN(x,y) le restamos esta derivada.
d
N(x,y)— —J Mdx
dy

1+45x —5x=1

» Ahora integramos esta solucion respecto a y:

Jld}r=}r

* Sustituyendo los calculos en la férmula solucion:
a
Ulx,v) = [Mdx+ [[N _a_yf Mdx] dy = c2,
Ulx,y) =4x+bxy+y=c

» Esta es la solucidn general, pero como en este caso, nos dan valores de x y de y, pasamos a calcular la
solucion particular (calculando la constante, c)

U(x,y) =4x+bxy+y=c

U(-1,-1) =4(-D+5(-1(-1)—1=¢, ¢c=0

* Por lo tanto, la solucion particular es:

U(x,y)=4x+5xy+y=10
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« Comprobacioén: dU = z—f dx + z—:_rd}’ =dc

Uza[4x+ 5xy+y]dx+a[4x+5xy—|—y] dy =

dac
dx ay

(4+ 5y)dx+ (1 +5x)dy =0
Esta es nuestra ecuacion diferencial que resolvimos, por lo que hemos terminado.

Ejemplo 5

Resolver.1
[e:y —vcosxy)dx + [Exe:y —xcosxy+ 2y)dy =0
Resolucién (otro método).

Incognitas:

Determinar

cglx,v) +eglx,v)+c
cglx,yv)=cglx,¥v)=c
Ecuaciones:

M(x,v)dx+ N(x,v)dy =0

M _ 9N

ay  ox
= d[g(x,¥)] = M(x,y)dx + N(x,y)dy
= g, (x, y)dx + g, (x,y)dy

e g (y)=M(xy) v g,(xy)=N(xy)
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a)Siy = cte.

b) Si x = cte.

Operaciones

Ecuaciones Diferenciales Exactas

oCo) = | “M(xy)dx + h(y)

g,(x,¥) = N(x,y)

glx,y) = f—N(M)d}r + h(x)

g.(x,y) = M(x,y)

(e* —ycosxy)dx + (2xe™ — x cosxy + 2y)dy = 0

aM _ -
2y = Sv[e Y cosxy]

2e? — [v(—sen xy)(x) + cosxvy]
= 2e% + xysenxy — cosxy

aN d -
P a—[EIE'} —x cosxy + 2y]
x x

= 2e¥ — [x(—sen xy)(v) + cosxy(1) + 0]
=2e¥ + xy sen xy — cosxy

aM _aN

"oy ox
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Primer método:
Siy = cte.

glx,v) = j(e:}' —vecosxy)dx + h(y)

ey f dx _FJ cosxy dx + h(y)

t=xy
dt = v dx
dt
_=dx
¥

dt
9(ey) = ef>'(xj—yf cost = + h(y)
¥y

= xe® — f cost dt + hiy)

=xe” —sen t+ h(y)
g(x,¥) = xe™ — sen xy+ h(y)

£k g}_[x,}i’] = N(x,y)

= o-lgle )] =5- [xe® — sen xy + h(y)]

N(x,y) = 2xe® — (cosxy)(x) + h'(y)
2xe™ —x cosxy + 2y = 2xe™ —xcos xy + h'(y)
2y =h'(¥)

h'(y) =2y
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Segundo método:

Ecuaciones Diferenciales Exactas

h(v) =2%—|—c

h(y)=y>+c¢

~glxy)=xe*—senxy+y*+c — “SOLUCION

Si x=cte.

glx,v) = j[zxe:}' —xcosxy + 2y)dy + h(x)

= 2x J. e dy — xJ. cosxy dy + EJ. vdy + h(x)

=2 f w2 f PPy
=2x | et ——x[cost-— > 1(x)

= xe" —J.ccrst dt +y* + h(x)

=xe™ —sen t+ y* + h(x)

o glx,y) =xe™ —senxyv+ yv* + h(x)
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== g, (x,y) = M(x,y)

d d .
J— = =¥ “
—9(xy)] = - [xe™ — senxy+ % + h(x)]

M(x,v) =e* — (cosxy)(¥)+ 0+ h'(x)

e — yeosxy=e*¥ — ycosxy+ h'(x)

0= h'(x)

h'(x)=10

D ,h(x)=0 = h(x)=c

~glxy)=xe** —senxy+y>*+c — “SOLUCION

Ejemplo 6.

Resuelva la ecuacion.
(cosx senx —xy*)dx + y(1 —x*)dy =0

Sujeta a la condicién y(0) = 2.¥(0) = 2.

Incégnitas

glx,y) =c.

Ecuaciones

M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0
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Condicién de exactitud

M _ 9N

ay  ox
= d[g(x,y)] = M(x,y)dx + N (x,y)dy
= g, (x, y)dx + g, (x,y)dy

g (x,y)=M(xy) ¥y g,(x,¥) =N(x,y)

a) Siy=cte
g@ﬁ=fM@ﬁh+Mﬁ

gy(x,y) = N(x,y)

b) Si x= cte.
.
g@m=fwmm@+mm

g.(x,y) = M(x,y)

Operaciones

a—}rM = a—}?[cosxsenx — xy®] = —2xy
dN ad . d .
_—— 1_ = o - 1_ prd
= (1 - )] =y [1— %]
= —2xy

dM  dN
T ay " ax
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Aplicando "A’", resulta.
Siy =cte.
= glx,v) = J-[ccrsx sen x — xy~)dx + h(v)

= f COSX SEn X dx—}r:fxdx-l- h(v)

1L = COS X
du = —sen x dx

—du = senx dx

-

= J. u(—du) — y*- x—z_+ h(y)

1 ¥ >
=— J- udu — SX°y + h(v)

w1 2 g
=————x"y° v
2 2 7 o)

1 " 4
~glx,v) =——cos“x——x“v-+ h(y
9(6y) = —Seos*x = =x?y? + h(y)

= g,(xy) =N(xy)

—[g(x.y)] =— (-5 cos’x — %x:}’: + h(¥)]

a a 1
dy dy

N(x,y)=10 —%-‘I:[E}’] + h'(y)

y(1—x7)=—xy+h'(y)

y—x'y=—x’y+h'(¥y)
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1.,
h() =5y> +c

(x3) 1 ., 1 ,,+1 2y
~gle,v) =——rcos“x ——x"y +—-vy- +c=*
glx,) > 5% 5

1 . 1, ., 1,
——os X ——x" V-t -y - =—¢c=*

2 2 7 27

COS"X T Xx°y-  —y- =¢

cos’x+vy:(x*—1)=¢ — "SOLUCION GENERAL

Calculo de la solucion particular.

Para:

SN ]

y(0)=2 =

e
I

~cos(0) +(2)°[(0)* - 1] = ¢,
1+ 4(_1) =,

1—4=r¢,

~ cos’xty?*(x*—1)=—-3 — “SOLUCION PARTICULAR".

4. 3 Problemas Propuestos
1 Verificar si cada una de las ecuaciones diferenciales es exactas, y si lo es, proceder a su resolucion.

11 (x+ 2y)dx+ (2x 4+ yv)dy =0
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1.2 (3 — 2xy + 6x)dx — (x> —2xy+ 2)dy = 0
1.3 (r + senf — cosB)dr + r(senf + cosf)df =0

1.4 (yev —2y3)dx + (xe¥ — 6xy2— 2y)dy =0

1.5 ¥(1+ cosxy)dx + x(1 4+ cosxy)dy =0

16 (4+5y)dx+ (1 +5x)dy=0; x=-1,y=-1

1.7 e"cosydx — " senydy=0; x=0 y=m

1.8 Sx*ydx+x*dy=0

1.9 (3x° sen y)dx + (x cosy)dy = 0

1.10 (ve*— sen y)dx + (¢* — xcos v)dy =10

111 (e — yeosxy)dx + (2xe™ -xcosxy + 2y)dy = 0

2. En los siguientes problemas, determine si la ecuacion diferencial dada es exacta. Si es exacta, resuélvala.

24 (2x+4)dx+ (3y —1)dy =0 Sol. x?+4x+-y—y=cx?+dx+2yi—y=c
2.2 (5x+ 4y)dx+ (4x—8y¥)dy =0 Sol. gx: +4xy—2y* = ch: +4xy—2y*=c

23 (2yv*x—3)dx + (2yx*+4)dv =0 Sol. x?*y?* —3x+4yv=cx?v* —3x+4v=c

24 (x+vyv)(x—v)dx+ x(x—2y)dy=10 Sol, No es exacta, pero es homogénea

2.5 (v¥—y?senx —x)dx + (3xy* + 2ycosx)dy =0 Sol. xy® + y* cosx — %x: =rc

26 (yvlny— e™)dx + (f +xlny)dy=0 Sol. No es exacta.No es exacta.

2.7 x%= 2xe® —y + 6x° Sol. xy — 2xe* + 2e* —2x*=¢
28 (1-2+y)dx+(1-2+x)dy=0 Sol. x4+ y+ xy— 3Inlxy| = ¢

x ¥
2.9 (x:}ra — 1:}1:) dx + x3yidy = Sol. x3y? —tan™t(3x)=¢
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210 (tanx —sen x sen y)dx + cosx cosy dy= 0 Sol. —In|cosx| + cosx sen y = ¢
2.1 (1—212—2}?)%=4I3+4I}F Sol. y— 2x*y—y*—x*=¢
212 (4x®y—15x* —y)dx + (x*+ 3y  —x)dv=0 Sol. x*y—5x*—xy+yi=¢

3. En los siguientes problemas, resuelva la ecuacion diferencial dada, sujeta a la condicién inicial que
se indica.

34 (x+v)dx+ (2xy+x* —1)dy =0 v(il)=1 SO|.§x3+x:}r+xy:—}r=§
32 (4y+2x—5)dx+(6y+4x—1)dy=10 v(—1)=2 Sol. 4xy+x*—5x+3y*—y=8
33 (v cosx —3x°y—2x)dx+ (2ysenx—x*+Iny)dy =0 y(0)=e

3

Sol. y?senx—x*y—x*+ylny—y=0

4. En los siguientes problemas, encuentre el valor de k de modo que la ecuacién diferencial dada sea
exacta. £

41 (v¥+fxy* —2x)dx+ (3xy* + 20x*yHdy=0 Sol. £ =104£ =10
4.2 (6xv?® + cosy)dx + (fix*y* — x seny)dy =0 Sol. #=9#% =29

4.3 [_}Fe}-}- - f;FEde + (xe}-'!r'— 6_‘2{}?’2 — EF){I}T Sol. #=2# =2
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Capitulo 5

Ecuaciones Diferenciales Inexactas

(Factor Integrante)

5.1 Definicion de una ecuacion diferencial inexacta

Hasta ahora hemos expresado las ecuaciones diferenciales en la forma diferencial, es decir:
M(x,v)dx + N(2,y)dy = 0o v e e e e e (1)

En el capitulo anterior, dijimos que una ecuacion diferencial como la ecuacion (1) es exacta si:

d d

a—PM[x,}r] EEN(I,}F] cen ee ee eae e e ene e (2)
Abreviando:

9 M= 9 N

dy  dx

A partir de este momento, vamos a escribir las derivadas parciales de la siguiente manera:

——M = M, = Derivada parcial de M respectoa y

dy

— N = N_ = Derivada parcial de N respecto a x

dx

Por lo tanto, el criterio de exactitud lo escribiriamos:

M, =N,
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Esta igualdad es exactamente la misma que la ecuacién (2), pero las derivadas parciales son mas practicas
de escribir.

Una ecuacion diferencial escrita en la forma:
M2, v)dx + N(2,y)dy = 0o v e e e e v e (1)
...es Inexacta si:

My % Ny oot e e e (3)

Y si es inexacta, entonces buscaremos un factor, llamado factor integrante, tal que, como su nombre lo
dice, es una expresion matematica que se va a multiplicar por la ecuacién diferencial para hacerla exacta, y
una vez que es exacta, entonces la resolvemos como aprendimos en el tema anterior, con la formula:

UCxy) = [ M(x,y)dx + [[N(x,y) = - [ M(x,y)dx]dy = c

Hay dos métodos para hallar el Factor Integrante, por lo regular, se le llama método 1 y método 2. En esta
ocasion les vamos a llamar: 1) Método Corona y 2) Método Virus.

5.2 Factor Integrante. Método Corona y Método Virus.
Factores integrantes.

Cuando una ecuacion de la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

No es exacta, entonces podemos intentar encontrar un factor integrante; es decir una funcién I (x, y) que
tenga la propiedad de convertir a la ecuacion

I{xy)[ M(x,y)dx + N(x,y)dy] =0

en exacta.
a) Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables.

Cuando una ecuacion tiene la forma:

al(x)#(yv)dx + b(x)h(y)dy =0
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Se dice que es de variables separables. Es facil ver que la funcién

b(x)#(yv) =0

b(x)A()

Es un facto integrante y esta puede ser escrita como:

ax) . hG) .
AT

0

Ya que si hacemos:

_a® . _ k)

e M TR

Entonces:

aM _ d |a(x)]| 0
dy  ay|b(x)|
‘ Es exacta

aN _ a [h(v)]| _
E‘Ehw"

b) Ecuaciones diferenciales con Coeficientes Homogéneos.

Si los coeficientes M (x, y) ¥ N(x,y) de la ecuacion diferencial.
M(x,¥v)dx + N(x,v)dy =0 ; N(x,v)#0
Tiene la propiedad de que:

M(x,y) _ M(ax,ay)
N(x,y) N(ax,ay)

Donde aa es un numero arbitrario no igual a cero, la ecuacion se dice que tiene coeficientes homogeneos.

El factor integrante para este tipo de ecuaciones esta dado por:

1

1Y) = 3w
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c) Factores integrales de forma exponencial.

) u(x) = el rtes

Donde
(x) = 1 [5M HN]
fx = Nldy ox
i) u(v) = ol Flx)ay
Donde
() = 1 [BN BN]
o= Mldy dx

Los métodos para encontrar un factor integrante, son muy simples, solo se sigue algun algoritmo sistematico.
Iniciamos con el método Corona.

1 Método Corona.

a) Verificamos que una ecuacién diferencial de la forma: M(x, v)dx + N(x,v)dy = 0, es inexacta, es
- a 8
decir: M, = N, , ayM = N).

b) Calculamos:

c) Se simplifica la expresién, y si esta expresion es funcién solo de x, f (x), o es constante, 0 sea,

f(x) = @f[:{] =My=¥* entonces el factor integrante, I, es: I = e/f®dx

N

. . My—N. .
d) Si la funcién % no fue funcién de xx o constante, entonces calculamos:

My—Nx
M
. o . . . .. My —N.
e) Se simplifica la expresion, y si esta expresion es funcién dey, f(y) , o es constante,0 sea, f(yv) = — %
, entonces el factor integrante, |, es: I = e/ f0d»
. . My—NxeMy—Nx .. . fn
f) Si la funcién — 5 "o fue funcidon de y o constante, entonces el método Corona no resulta util y

habra que usar el método Virus, el cual vemos mas adelante.
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Ejemplo 1 (aplicando el método Corona)

Resolver la siguiente ecuacion diferencial.

x2senxdx+xydy=0
Observacién. Esta también es una ecuacion diferencial de variables separables.

Iniciamos, aplicando el método:

a) Verificamos que la ecuacion diferencial es inexacta, es decir: M, # N ,,

M=x2senx, N=Xy

My=20
Nx=y
b) Calculamos:
My—Nx
N

c¢) Simplificamos la expresion, y observamos que esta expresién es funcion de x:

f) ==

Por lo tanto, el factor integrante, I, es:

R -1
I= E.rf'xx:'dx =J= e‘er"x = g Inx

—Inx _ ehz.;r T=x =

M=

Hasta aqui el método Corona para haIIar eI factor integrante. Esto significa que si multiplicamos la
ecuacion diferencial (nuestro problema) por —, la ecuacién diferencial es exacta...Pasamos a resolverla

(como ya sabemos)
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T .. . . 11
* Multiplicamos la ecuacion diferencial por -

f(xzserzxdx+xyd}r)=f(ﬂj, xsenxdx+ydy=20

* Ahora la ecuacion diferencial, x sen x dx 4+ v dy = 0, es exacta porque:

« Como ambas derivadas parciales son iguales, la ecuacion diferencial es exacta, ahora la resolvemos

como ya sabemos. Atraemos la férmula solucion...
ad
Ulxy) = | M(x,y)dx+ | [N(xy) — 3y M(x,y)dx]dy =c

* Resolvemos la integral: [ M(x, yv)dx

[M(x,y)dx = [ xsen x dx = — x cosx + senx, la guardamos en la memoria.
a
Ahora: ;f M (x, y)dx
a
— [—xcosx + senx] =0
dy
Calculamos: N(x,v)— a%_ [ M(x,y)dx

d
NG ) 5 f M(x,y)dx

y—0=y
Integramos: [IN(x,v) — ;—Ff M(x,y)dx]dy =c
_1.
J ydy =3y
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« Por consiguiente la solucion es:

» Comprobacion:

Ejemplo 2

Resolver:

1
U(x,y) = —x cosx + senx +Ej,-'z =c

dU—aU
 9x

d

dl] = —

:E:i‘x

au
dx + —dy = dc
dy

1 d 1
[—x cosx + senx + E}'z]dx +o- [—x cosx + senx + E}'Z]d}r =dc
¥y

x sen x dx + v dy = 0, lo que queda demostrada la solucion.

(2xy+v*)dx + (3x2 4+ 6xy3)dy =0

Iniciamos, aplicando el método Corona:

a) Verificamos que la ecuacion diferencial es inexacta.

b) Calculamos:

M=2xy+y* N=(3x2+6x)y%)

My = 2x + 4y?

Nx = 6x + 6y*

M, #N,

My— Nx
N

My—Nx  2x +4y°—(6x + 6y°)
N 3x2 + 6xy3
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c) Simplificamos la expresién, y observamos que esta expresion No es funcién solo de x:

—2(2x+v%)

flx)+

e My—N .y
d) Como la funcioén: =% no fue funcién de x o constante, entonces calculamos:

Ix(x+2v3)

My — Nx 2x + 4y? — (6x + 6y3)
M 2xy +y*

e) Se simplifica la expresion,

My —Nx  2x+4y—(6x+6y%)  2(2x+y%)

) 2
fO) === 2xy + y* Cy(x+yd)

Y como esta expresion es funcion de y.

2
f(}?)_ﬁ

Entonces el factor integrante, I, es:

-

i ar - r:d' FTaqar b]
[ =l Fdvp = o157 = g2iny =

Nuevamente, hasta aqui el método Corona para hallar el factor integrante. Esto significa que, si
multiplicamos la ecuacion diferencial (nuestro problema) por y?, la ecuacion diferencial se hace exacta...
Pasamos a resolverla (como ya sabemos). Confirmamos esto ultimo.

T . . . i1
» Multiplicamos la ecuacion diferencial por -

y2(2xy + y9dx + (3x2+ 6xyH)dy = y?(0)

(2xy? + y9)dx + (3x2y? + 6xy%)dy = 0,
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Ahora esta ecuacion diferencial,

(2xy3 + y8)dx + (3x2y* + 6xy°)dy = 0, es exacta porque:
My = 6xy* + 6y°

Como ambas derivadas parciales son iguales, la ecuacién diferencial es exacta, ahora la resolvemos como
ya sabemos. Atraemos la férmula solucion...

d
UGy) = [ MGxp)dx+ [(NGy) = 5= [ M y)dxlay =
Resolvemos la integral: [ M(x, y)dx

[M(x,y)dx = [(2xy® + y® )dx = x%y* + xy®, la guardamos en la memoria.
« Ahora: ai;.,- [ M(x,y)dx
d 2.3 3 2 s
—[x2y° + xv®] = 3x%y° + 6xy
dy
» Calculamos: N(x,y) — ai;.,-f M (x,v)dx
d
N(x,y) — —f M (x, y)dx
dy

3%y H6xy’ — (33 4 6xvE) =0

« Integramos: JINCxy) —E%__Ir M(x,y)dx]dy =¢

Jﬂd}r= cl

* Por consiguiente la solucion es:

U(x,y) =x2y3 + xyﬁ +cl=c
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» Agrupando las constantes

Ulx,y)=x*y3 + xy®=c

» Comprobacion:

au au
dlU =—dx + —dy =dc
dx dy

_9 2.3 6 0 2.3 61 70 —
dU = ——[x°y® + xy ]dx+a}r[x v: + xy°ldy =dc

(2xy® + v8)dx + (3x2y* + 6xy%)dy =0

Por lo que queda demostrada la solucién.
2) Método Virus.

Aclaracion. Este método lo utilizamos solo cuando no funciona el método Corona, lo que queremos decir es
que, primero probamos el método Corona y, solo que no funcione este, entonces usamos el método Virus.
En otras palabras, los métodos se usan en serie, no en paralelo.

El método Virus consiste en el siguiente algoritmo:
a) Verificar que una ecuacion diferencial de la forma: M(x, v)dx + N(x,yv)dy = 0, es inexacta, es decir:

2y 2N

M.‘r' * N-" dy dx

b) Verificar que el método Corona no funciona.

c) Multiplicar la ecuacion diferencial M (x, y) dx + N (x,y) dy = 0 , por x™y " x™y" este x™y" es el factor
integrante, I: I=x™y"y el proceso consiste en encontrar los valores de m y n.

_')'.'m}F”[M(I,}F)dI +N(.’I,}F)d}?'] — _')'.'m_'_lJ”[l:l]

x™My"M(x,yv)dx + x™y"N(x,v)dy =0
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d) Realizar las operaciones correspondientes.

Se obtendra unanueva My N: M (x,y)dx+(xy)dx+ N(x,y)dy =0

e) Aplicar el criterio de exactitud, es decir, se cumplan las derivadas parciales:

f) Igualar los términos que tienen las mismas potencias de x y .

g) Calcular —-mediante el algebra- los valores de my n (exponentes de x y y, respectivamente). Con esto se
encuentra el factor integrante, I = x™y™. Una vez hallado |, multiplicamos la ecuacion diferencial inexacta
y se hace exacta, y entonces la resolvemos como tal.

Ejemplo 1
Resolver:

(4y2 —5xy)dx + (6xy —5x2)dy =0

Por cierto, si somos observadores, nos daremos cuenta que esta también es una ecuacion diferencial de
coeficientes homogéneos. Bueno le entramos a la aplicacion del algoritmo.

a) Verificamos que la ecuacion diferencial es inexacta, es decir: M, # N .M, # N,
M=4y:—5xy, N=6xy—5x?
Derivamos parcialmente:

My =8y — 5x

Nx=6yv— 10x

b) En esta ecuacion diferencial no funciona el método Corona. Dejamos a la banda del grupo de mate
Il, comprobar esta aseveracion (que sirve como practica del método Corona). Asi que...seguimos con el
método Virus.

c) Multiplicamos la ecuacion diferencial (4y2 — 5xy)dx 4+ (6xy — 5x2)dy = 0 por x™y"x™y", este

x™yt[(4y2— bxy)dx+ (6xy — bx2)dy] = x™y"(0)
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d) Realizamos las operaciones correspondientes:
(4xmvu+g — Gy ’”+1v”+l)dx + (Exm+lv;'z+l _ 5.‘Im+:V”)dU =0
M= 4_’1”“}?“"‘2 _ 5.xm+1_'_|,r”+1
N = 6xm+1}ru+1 _ Exm+:_'_u”

e) Aplicamos el criterio de exactitud, es decir, primero derivamos parcialmente:

My =4(n+ 2)x™y**1 —5(n + 1]1’““}?”
Nx = 6[m+ l)xm}ru+1 _ 5[:']“?’1 + ijm+1yn

f) Igualamos las derivadas parciales (que es el criterio de exactitud),
My = Nx

4(,” + ijm}ﬂﬁ'i _ 5(,” + 1jxm+1}ru — E(ﬂ‘l + 1)1’“_}?”"’1 _ E(m—l- Z)Im-l-l_'_uu

Para que las dos derivadas parciales sean iguales, implica que los coeficientes de las mismas potencias
deben ser iguales, esto es:

4n+2)=6(m+1) e e (1)

—5(n+1)==5(m + 2) cceceecee o0 (2)

g) Resolvemos el sistema de ecuaciones y encontramos que: m=3, n=4. Por lo tanto el Factor integrante

es: I=x™y" =x3y*
Si ahora multiplicamos la ecuacién diferencial inexacta por este factor integrante, se vuelve exacta, veamos.

3y *[(4y2 - 5xy)dx + (6xy — 5x2)dy] = x%y%(0)

(4x3y® — 5x*y®)dx + (6x*y® — 5x5v*)dy = 0
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Derivamos parcialmente:

My = 24x3ys— 25x%y*

Nx = 24:{3}?5— 253{4}?4
Como
My = Nx

La ecuacion diferencial es exacta y se resuelve como tal. Con la ecuacion que ya conocemos:

UCxy) = fmt:x,ymx+f[m(x,y)—%fm(x,}r)dx]dyw

Se pide a los estudiantes resolver la ecuacion diferencial exacta para aumentar su pericia en la resolucion
de problemas.

Ejemplo 2
Resolver:
(3y% —xy)dx — (x* + 6xy?)dy =0

a) Verificamos que la ecuacion diferencial es inexacta, es decir: M, # N,
M=3yi—xy, N=—(x*+6xy?)
Derivamos parcialmente:
My=9y2—x
Nx = —(2x+ 6y?)

b) En esta ecuacion diferencial no funciona el método Corona. Dejamos a los estudiantes, comprobar esta
aseveracion (que sirve como practica del método Corona). Asi que...seguimos con el método Virus.
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¢) Multiplicamos la ecuacién diferencial

(3v3 —xy)dx — (x* + 6xy*)dy =0
...por x™y™, este x™y™ es el factor integrante, I = x™y™.

x™y*[(3y3— xy)dx — (x* + 6xy?*)dy = 0(x™y"
d) Realizamos las operaciones correspondientes:

(3 x™ yutd x’““}r”“]dx _ Exm+2}ru 16 ImH};’”“)d}’ =0
M = 3 x™ yni3 _xm+1}rn+1
N = _(xm+2}?.:'z 16 xm+1}r:lz+2)
e) Aplicamos el criterio de exactitud, es decir, primero derivamos parcialmente:
My =3(n+ 3)x™y"7— (n + 1)x™ 1y"
Nx=—(m+ ijm“}r” —6(m+ 1]:{’”}?”“
f) Igualamos las derivadas parciales (que es el criterio de exactitud),
My = Nx
3(n+3)xMyr 2 — (n+ )™y = —(m+ 2)x™ Y™ — 6(m + )My

Para que las dos derivadas parciales sean iguales, implica que los coeficientes de las mismas potencias
deben ser iguales, esto es:

3(n+3)=—6(m+1) e e e e (1)

—(n+1)=—(m+2) .. (2)

g) Resolvemos el sistema de ecuaciones y encontramos que: m=-2, n=-1. Por lo tanto, el Factor integrante

eS:I — _'xm_'_u” — x—zl},—i
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Si ahora multiplicamos el factor integrante por la ecuacion diferencial inexacta, esta se hara exacta.

2y (B3 — xy)dx— (x? + 6xy?)dy] = x"2y~*(0)

(Bx*y2—x Ddx— (y ' +6xly)dy =0

Derivamos parcialmente:

My = 6x" 7y

Nx =6x"2y
Como:

My = Nx

La ecuacion diferencial es exacta y se resuelve como tal. Con la ecuacion que ya conocemos:
ad
Ulx,y) = f M(x,y)dx + f[ N(x,v) — a—f M(x,y)dx]dy =—c
JJ'

Se pide a los estudiantes resolver la ecuacion diferencial exacta para aumentar su pericia en la resolucién
de problemas.

5.3 Problemas Resueltos
Ejemplo 1

Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
2 2yPdx+x3ytdy=0
Observacion. Esta ecuacion diferencial también es de variables separables, y es evidente que es de

coeficientes homogéneos, también. Por lo que se puede resolver por cualquiera de estos dos métodos. Ahora
pasamos a ver si es Exacta, para esto calculamos las derivadas parciales, de M (x,y) y N (x,y)

En este caso: M(x,y) = x2y° N(x,y) = x 3y
My(x,y) = =5 x7y", Nx(x,y) = —3x7* y*
Las derivadas parciales son diferentes: My #+ Nx
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Por lo tanto, la ecuacion diferencial es Inexacta (ademas de variables separables y de coeficientes
homogéneos). Bueno, ahora pasamos a usar el método Corona, para intentar hallar el factor integrante.

Iniciamos.

Método Corona

* Calculamos la expresion:

My—Nx —5x vy +3xy"

My—Nx x“y " (=5y*“+3x™* )
N oy

My—Nx (—=5y°+3x™)
N x|

Esta expresion no es solo funcion de x, por lo que el factor integrante no lo podemos calcular como:

] = e‘rfl:.r}d.rf — e‘rfl:.r}dx.

* Ahora calculamos:
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* Simplificamos:
—5x*© }r't’—i- Ex'q}r'q
Z,F5

-

X

x4yt =5y +3x7 )

.'.1'_2 F-E

(=5 ¥“+3x )
o

» Como esta funcién no depende exclusivamente de y, entonces no podemos calcular el factor integrante
como: I = el flrdrp — gIfiyidy

* Conclusion: No nos funciona el método Corona, asi que pasamos al método Virus.

Método Virus

 Multiplicamos la ecuacion diferencial por x™ y™:
2™y (1 yP dx + 27y dy) = x™y™(0)
(™2 y™ Ydx 4+ (™Y )dy =0
+ Calculamos Las derivadas Parciales:
My(x,y) = (n—5) x"2 "%,
Nx(x,y) = (m—3)x"3y"
* Igualamos las derivadas parciales

My = Nx

(n—5)x™? "8 = (m—3) x™ %y

85



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden con aplicaciones en

Ingenieria Quimica y Quimica Farmacéutico Bioldgica

* Las potencias son diferentes, por lo tanto, n-5-0, m- 3 - 0, es como si tuviéramos:
('ﬂ, _ 5jxm-2 Fn—ﬁ + (0) M4 F-4: (l:l) xm-E }Fn-5+ (Tﬁ, _ 3) ™4 F—d

n—5=0 n=5, m—3=0 m=3

« Por lo tanto, el factor integrante es: x3y*®

 Si multiplicamos la ecuacion diferencial por este factor integral, se vuelve exacta.

2°yS(x? y® dx + 27y dy) = x*y5(0)

Ahi esta: xdx + ydy = Oxdx + ydy = 0
Ahora las derivadas parciales son iguales: My(x,y) =0 Nx(x,yv)=10

Por lo que resolvemos la ecuacion diferencial, como ya sabemos, con la formula:

Ulx,y) = fde-l—J[N—%fde] dy =c¢

* Integramos:
1
J‘ Mdx = jxdx = Exj

» Derivamos parcialmente:

IPTEN
ay) T T e 2T

* A N (x,y) le restamos la derivada parcial anterior:

d
N(x, v) _ﬂ_}-‘ Mdx

}r—ﬂ:}r
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* Integramos:

J‘[N—%J‘de] dy

[t
J’}—ZJ’

Finalmente, la solucion es:

d
Ulx,y) = fde+J.[N —a—J.de] dy = ¢
¥
Ejemplo 2
(v + 2x cos? x sen y)dx + (sen x cosx + x? cos® xcosy)dy = 0

Método Corona
» Sea:

M(x,y)= v+ 2xcos’xseny

N(x,y) = sen xcosx + x?cos’xcosy
» Derivamos parcialmente:

My(x,¥v)= 1+ 2x cos’xcosy,

Nx(x,y) = —sen xsen x + cosx cosx + [x72cos x(—sen x) + 2x cos’ x]cos ¥

 Calculamos:

1+ 2x cos®x cos y — [—sen xsenx + cosxcosx + [x*2cos x(—sen x) + 2x cos”x] cos y]

SeNn x cosx + x2 cos® xcosy
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* Vamos quitando paréntesis:

1+ 2x cos“x cos y + sen xsenx — cosx cosx — [—2x~ senx cosx + 2x cos“x]| cos y]

sen xcosx + x2 cos® xcosy

l+2xcos"xcosy+sen x —cos™x + 2x Senxcosx cosy — 2x cos xcosy

Sen x cosx + x° cos® xcosy

2

« Como sen®*x+ cos®x = 1, entonces: 1 — cos*x = sen®x

1+ 2xcos"xcosy+sen x —cos x + 2x senxcosx cosy — 2x cos X cosy

SEN X COSX + X7 cos® xcosy

2x cOS“X cOS Y+ SEN"X + Sen"X + 2x“Senx cosx cosy — 2X cOS X COS ¥V

sen xcosx + x° cos® xcosy

2x cos”x cos v+ 2sen”x +2x"senx cosx cosy — 2x cosTx cosy

sen x cosx + x° cos® xcosy

* Se eliminan el primer y ultimo término del denominador

2x cos"x cos v+ 2sen“x +2x°senx cosx cosy — 2x cos X cOSY

sen x cosx + x° cos® xcosy

2senx +2x°senxcosx cosy

Sen X CoSX + X2 co5® XCosy

* Se factoriza el numerador y el denominador.

2 senx(senx +x”cosx cosy)

cosx (senx + x*cosx cosy)

* Se eliminan los paréntesis, y por lo tanto:

My—Nx Zsenx senx
= =2 = 2tanx
N COSX coOS X
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» Como esta funcion es exclusivamente dependiente de x, el factor integrante es:

1

— = secx
COS<X

[ Zranx dx _ e—:hzlcos.:rl — eln(cos.;r}_""

I=¢e’~ = (cosx)™* =

* Este es el Factor Integrante:

I=sec’x

Una vez hallado el factor integrante, éste se multiplica por la ecuacién diferencial Inexacta, entonces se
hace exacta, una vez que es exacta, se resuelve, se deja el ejercicio para la practica del lector.

Ejemplo 3

Resolver la ecuacion diferencial.

(x*+v* +1)dx—(xy+v)dy=0 ; x+1=0

Resolucion.
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Criterio de exactitud:

[ = gl rlxdax
' 1rdM &N
=) donde f[:x)=ﬁ[ ]

dv dx

I = e,rf':y}dy
= if) 1 [aN EM]

donde f(y) = — 9% 3v

M
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Operaciones:

o _ a[3+ 2+ 1] =2y
B}-'_ﬂ}-‘x Y =<y

No es exacta
W _ 2 [—ay +3)] = ~G) (D) = -y

dx
¢f&)=:G§I;ﬂhhﬂ—ﬁ]=—gaaqﬂhﬂ
3
= 731 © funcion exclusiva de x.
[

=g x+1

r dx A
— E_E ' 51 = E—Elnl~x+1}

— Infx+1)"%

1
C (x+1)3

Por consiguiente, la ecuacién se transformara en:

1

-a:qﬁﬂk1+fﬁﬂﬁﬁ+[—ﬂﬁy+ﬂiﬂ=0

P +yi41 (DO (x+1)
G T G 070

oM g
. o = —3 2 2
"Gy =y [ DTy 1))

=(x+1)7%2y) =2y(x +1)7°
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aN @ .
% = [+ D= (=02 + D7)
=2y(x +1)7°

Se hace exacta.

Una vez, que la ecuacion diferencial es exacta, se resuelve. La solucion es:

2 yi+2
+1 2(x+1)%

Inlx + 1] + c
x

Ejemplo 4

Resolver la ecuacion,
(x*+y* +x)dx +xydy =0

Siguiendo la rutina:

1
—[y—yl=2o=— = u@) =

s u) = el = x

sxf[x®+y? +x]ldx +xyvdy}=10

(x3+xy* +x%)dx+ x*ydy =10
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HM_H[E_I_ 2y :]_2
£} —a}rx xy x°|=2xy
Es exacta
am_a[:]_z
ﬁx_axx}r_ ¥

La solucion de la ecuacion diferencial exacta es:

3xt+ 4t exyi=c¢

Ejemplo 5

Resolver la ecuacion

(2xy*e¥ + 2xy? + v)dx + (x*y*e¥ — x%y* —3x)dy =0
Resolucioén.

d a_y 3
=a[2x}r e¥ 4+ 2xy* + ¥]

aM
a3

=2x(v*e¥ + e¥(4)y) + 2x(3)v* + 1

= 2xv*e¥ +8xyvie¥ + 6xvi + 1 A

oN = 9 [x2y*e? — xZy? — 3x] #, La ecuacion, no es exacta.
dx dx- ° i

=y*e¥(2x) —v*(2x) -3

= 2xy*e¥ —2xy* -3
1
x2yte¥ —x?y? —3x

~flx) = [2xy*e¥ + Bxyie¥ + 6xv? + 1 — (2xy*e¥ — 2xy? —3)]

4(2xy® 4 2xy* + 1)

- - — Este coeficiente es una funcién de x v w.
v(2xyle¥ 4+ 2xy? + 1)

flx) #
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Intentamos con f (y)

Fy) = %[Z—f—i—ﬂ
1

vy gy [2xy*e? — 2xy® — 3 — (2xy*e¥ + Bxye? + 6xy” +1)]
xyie xy3 + v

—(8xy®e¥ + 8xy”* +4) —4(2xy’e” +2xy° +1)
y(2xy3e¥ + 2xy2 + 1) y(2xyie¥ + 2xy? + 1)

fly) =

= fy) =—% I

}Td-

Mostrar que la funcién -~ es un factor integrante de la ecuacion diferencial.

La solucion de la ecuacion diferencial exacta es:
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Ejemplo 6

(Factor integrante de la forma x™y " Exclusivo para los polinomios)

(2yv* — 6xy)dx + (3xy —4x*)dy =0

Resolucion.

Determinamos si es exacta la ecuacion.

a- a - x.— - X

Se propone un factor integrante de la forma x™y "

s~ xMy™[2y® — 6xy)dx + (3xy— 4x*)dy} =0

{me}r”"': _ Exm+1}rn+1)dx + {3xm+1}rn+1 _ 41”"*:}?”):1}? =0

dM d ; :
= [2x""{n+ 2)_}?”-”' _ Exm-l-l{n + lj}T”]

dy dy
= 2(?1 + E:Jx’"}r’”'l _ E('ﬂ. _l_ ljxm'l'l}rn —
oN — d m+l,  nt+l mt+i. . mn Se igualan
yy 3% ox [3x Y — 4x ¥"]
= 3(m + Dx™y™ — 4(m + 2)x™Lyn -

2{:“ + Z:Jxm};,u-l-l _ ﬁ(ﬂ, + ljxm-l-l}rrz — 3(?‘!’1 + ljxm}ru-l-l _ 4’{1‘]’1"‘ ijm+1}ru
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Se igualan los coeficientes de los términos iguales.

2(n+2)=3(m+1) = (1)

—6(n+ 1) = —4(m +2) - (2)
2n+4=3m+ 3 — (1)
—6n—6=—4m—8— (2)

Multiplicando por 3 la primera ecuacién y sumando a la segunda.

en+12=9m+ 9
—&n—6=4m—28

0+6 =m+ 1

Sustituir m en (1), obtenemos:

2n+4=3(1)+3

2Zn=3+3—4

~ I(x,y) = x™y" = xy
~oxy{[2v? — 6xy]ldx + (3xy— 4x*)dy} =0

(2xy? —6x%y?)dx + (3x%y* — 4x¥y)dy =0
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aM a 5 5 2 2
a_ = a [zx}ra — ﬁx‘_‘_l,?‘] = {2.’1’)3}"_ - {ﬁx‘]{z}?]

=6xy? —12x%y

aN  d .. . .
37 = 3. 3x7y7 — 4x®y] = 3(2x)y" — 4(3x%)y
x x

=6xy® —12x%y

dM dN
~—=— = El factor integrante: xy es el correcto.
dy dx

En virtud de que la ecuacion es exacta, esta se resuelve por el método ya estudiado.
Ejemplo 7

Determinar el factor integrante de la forma x™ y " para la ecuacién diferencial:
x(4y dx+ 2x dy) +y*(3y dx+ 5xdy) =0
Resolucion:
dxy dx+ 2x° dy +3y*dx +5xyidy =10

(4xy +3y*)dx + (2x* + 5xy¥)dy =0

oM 4
— = —[4xy+ 3y°] = 4x + 12y°
dy dy
No es EXACTA.
N .
— = —[2x? + 5xy¥] = 4x + 5y°
dx dx

Entonces multiplicamos la ecuacién por x ™y " para hallar un factor integrante.
x™y " [(dxy + 3y%)dx + (2x° + 5xy?)dy] = x™y"(0)

{4':Im+1}?”+1 + 3xm}rn+4}dx + {ngm"':}r“ + 5x'"+1}r"+3}d}? =0
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M= 4‘.’1’m+1V”+1 + 3xrnvn+4

N = 2xm+2vu + 5.’1’m+1V”+3

oM o _ .
a_ — a_ {4.‘1’ m+l}rrz+l + 3x m}rrz-l-ﬂl-] =
¥y ¥y

— 4'(,]1 + ljxm-l-l}rrz + 3(1“1"‘ 4-]_'1””}?”"'3
Se igualan

dN
— =12 mt+l_ . n 5 m+l, nt3
Freiienl Lo A i .

=

— E{m + ijm-}l_‘_ﬂ” + E{m + zjxm-l-l}rn+3

4‘(ﬂ,+ ljxm-l-l}ru +3(T‘1+4‘].’1'm_?“+3 — 2(m+2]xrn+1}ru + 5{1“]’1"‘ ]_]xm}r”'l'a

Igualando los coeficientes correspondientes:

4n4+1)=2(m+2) e e e (1)

3(n+4)=5(m+1) ... (2)

Resolviendo el sistema, encontramos que m=2, n=1.
Por lo que el factor integrante, | es:

I=xy

Por lo que, si multiplicamos la ecuacion diferencial original por el factor integrante, I. la nueva ecuacion
diferencial queda:

(4x3y® + 3x%y%)dx + (2x*y + 5x3y*)dy =0

Es evidente que esta ecuacion diferencial es exacta.

Se deja al lector como ejercicio la resolucion de este problema.
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5. 4 Problemas Propuestos

1 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales, usando un factor integrante apropiado.

1.1 xzse*nxdx+xyd}r=ﬂ

1.2 (xy+y+y)dx+ (x+2y)dy =0
1.3 (2xy +v*)dx + (3x2 4+ 6xy3)dy =0
1.4 (6xy —4y)dx —2xydy =0

1.5 (4y° — 5xy)dx + (6xy —5x%)dy = 0

1.7 (6y — 24xy°)dx + (9x — 56x°y*)dy =0

1.8 (3y—8x)dx+xdy =0

1.9 (v+ 2x COS‘Z:IS'EH}FJEix+(5'EHXCDS:X+x2 coszxcosy]d}r= 0
110 2ydx +xdy =10

111 (v* — 3x%y)dx + (429" — 2x7)dy =0

112 (xy+1)dx + (x* + 4xy —2x)dy =0

1.13 {2y2+3x}r—2}r+ﬁx]rix+(x:+2x}r—xjd}r=ﬂ

114 y(3* — 2x)dx + x(2y* — x%)dy =0

1.15 (3x%y?)dx + 4(x3y —3)dy =0

1.16 y*dy + ydx — xdy = 0

117 (3yv° — xy)dx — (x*+ 6xy*)dy =0
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Capitulo 6

Ecuaciones Diferenciales Lineales
6.1 Definicion de una ecuacion diferencial Lineal.
Una ecuacion diferencial lineal ordinaria de primer orden, se puede escribir en la forma diferencial, a saber,
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

...0 en la forma derivada,

, M(x,y)
flloy)=———7=
N(x,y)

En el caso de los cuatro tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden estudiadas
anteriormente, usamos la notacion diferencial. Las ecuaciones diferenciales lineales que a continuacion
veremos, se acercan mas a la forma derivada y tienen la siguiente forma general:

¥ +p(x)y = q(x)

Donde:
. ' dy
y, es la derivada de yrespectoa x, v = o~
Y, es la variable dependiente, y de la cual queremos obtener la funcion solucion, y = f(x).
p (x) es una funcion exclusiva de x, o puede ser una constante.
q (x) es otra funcion exclusiva de x, o, también, puede ser una constante.

Ahora vamos arealizar una serie de operaciones para obtener una formula que nos permita resolver cualquier
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden lineal. Para esto, realizamos el siguiente procedimiento:

*Arreglamos nuestra ecuacion diferencial lineal a la forma diferencial
I —
y' +p(x)y = q(x)

2 4 p@)y—qlx) =0

99



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden con aplicaciones en

Ingenieria Quimica y Quimica Farmacéutico Bioldgica

dy + [p(x)y — q(x)]dx =0

[p(x)y —gq(x)]dx +dy =0

Como podemos observar, la ecuacion diferencial ya la tenemos en la forma diferencial, donde:

M(x,y) =p(x)y—qlx), y N(x,y) =1

» Ahora analizamos si esta ecuacion diferencial, ademas de ser lineal, también es exacta, para esto
obtenemos las derivadas parciales, My y Nx.

My = p(x)
Nx=10

Como My # Nx, la ecuacion diferencial no es exacta.

» Buscaremos el factor integrante de acuerdo a como lo vimos en el tema de las ecuaciones diferenciales
inexactas, con el método Corona (ver el método en las paginas anteriores, si no lo tenemos claro).

J'l'f_}"_ Nx.
N

1 Calculamos:

My—Nx p(x)—0 _
N - 1 P&

2 Dado que, por definicion, p (x) es una funcién exclusiva de x, entonces el factor integrante es:

I = el Pl)ax

» Ahora, en vez de seguir el procedimiento convencional para volver la ecuacion diferencial inexacta en
exacta, lo que haremos sera multiplicar la ecuacion diferencial original, por nuestro factor integrante, y
después despejar y.

el PO [y 4 p(x)y] = q(x)

e‘rpl:_r:ld.r _}Jr + ,}" e‘rpl:_r:lr!.r -p(x] — erp{x)ffqu:xj
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* La parte izquierda de esta expresion, es la derivada del producto: gl p(x)dx ¥, por lo que:

d
E {efpf.x}ri.x }r] — efp(x}ri.xq{x]

* Ahora, pasamos a dx multiplicando del otro lado.

d (Efpfx}d.x }F) — [efp(x}:ixq{x]]dx

* Integramos,

Jd(efpn:xmx y) = f[efp(""}‘ixq{x]]dx

efP(.x}ri.x y = Jefp(x}dxq{x]dx

* Finalmente:

y = g~ [pl)dx U el PEdx g ()dx + c]

Donde c es una constante de integracion. La ecuacion anterior, es la formula solucion de una ecuacion
diferencial lineal de primer orden, de la forma:

v' + p(x)y = q(x).
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6.2 Problemas Resueltos

Ejemplo 1

Resolver la siguiente ecuacion diferencial lineal:

Resolucion

De acuerdo a la forma general de una ecuacion diferencial lineal de primer orden,

p(x) = —2p(x) = -2, q(x) = x°e*q(x) = xe,

Tomamos la formula solucién y sustituimos p (x) y q (x), y resolvemos las integrales:

y =g~ {ptdx U el PC)dxg () dx + r_':]

4 4
V= e f—;dx [J’ Ef_;d'x Xaﬁ'x dx + C]

‘L -
y=e fd.x [J’ JC'JE‘X dI+C]
y = ecL!nx J‘e 4lnx x exdx 4+
y = elnx® fe nxt ySe¥Xdxy +¢

y = x* f x~* x2e¥dx + c]

y=x* fxexdx —I—c]

4

y=x" [xe*—e* +c]
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Solucién general:

y=x°e" —x*e* + cx?

Comprobacion:

Calculamos la derivada de la solucion:
v =x% e*+5x% e* —x*e*—4x3e® + 4cx?

Sustituimos y y y’ en la ecuacién original.

_‘_ur— 5 _x

¥ =x"e

=

4
x% e*+5x% ¥ — x*e " —4x¥e® + dex? — —(x%e¥ —x%e¥ + cx¥) = x%e*
x

x% e +5x% e¥ — x%e —4x¥e® + dox?—4x* ¥ + dx¥e® — dex? = x%e”
Sumamos términos semejantes y:
5

x?e® = xe*

Ejemplo 2

Resolver la siguiente ecuacion diferencial lineal:

Resolucion

De acuerdo a la forma general de una ecuacioén diferencial lineal de primer orden,

p(x) = 3x%p(x) = 327, a(x) = x%(x) = 22
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Tomamos la férmula solucion y sustituimos p (x) y g (x), y resolvemos las integrales:
y = e~/ Pl U efp(x}ri.xq{xjdx_l_c]
y=e“hx1‘i“ U. ol 35" dx x:dx+c]
F:e—aj'xsdx [Jeaj’xsdxx: dx+c}

F:E_xa [jexa x:dx +C:|

=
Il

[ ed
= —& c
3

Solucion general:

—3

= —+ce
Y7 3

Comprobacion:

Calculamos la derivada de la solucion:

! xﬂ-

y = -—3cx e

Sustituimos y y y’ en la ecuacién original.

{31

-

o _.E a a _.B
—3ecxe™ 4+ x4+ 3exe™ =x

[+]
[]

=
|
B
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Ejemplo 3

Resolver la siguiente ecuacion diferencial lineal.

xy' +y = 3ax; cony(1)=1
Resolvemos...

Dividimos entre x para tener la ec. dif. en la forma Lineal: y' + p(x)y = g(x)

x
v+ G) y=3x
p(x) = 1/xp(x) = 1/x, q(x) = 3xq(x) = 3x

* Tomamos la férmula soluciéon de una ecuacion diferencial lineal:

y = e— I px)dx [f efpﬂr]dxq(xjdx_l_ C]

Sustituimos p (x) y q (x) de nuestra ec. dif. en la férmula solucion:

1 1
¥ eIz U. olx o 3xdx+r:]
y = e ~In(x) |:3J- glnlx) o 1. + C:|

y = plnlx™) [EJ N L c]

xt [EJxx dx+c]

F:
y=x"1 [EJ x:dx+c]
y=x"1 [x%+¢]

105



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden con aplicaciones en

Ingenieria Quimica y Quimica Farmacéutico Bioldgica

* La solucién general es:

* Ahora, la solucién particular la encontramos al sustituir el valor inicial dado:

y(1) =1
1= (1)%4-
= (1)°+7
c=10

« Por lo tanto, la solucién particular es: y - x2

6. 3 Problemas Propuestos

1 Encuentre la solucion de las siguientes ecuaciones diferenciales lineales.
11 y'+y =5

1.2 xy'+ y=senx+¢e™

1.3 y' + ycotx = csc x

14 y' 4+ x 1y =&

1.5 (cos’x)y'+ y = tanx

1.6 dx/dt +4tx =t

1.7 xy' +y=3x%;con y(1) =1

1.8 (senx)y' + (cosx)y = cos2x; y(mw/2)=1/2
19y + v = ¥

110 x dy = (xsenx—y ) dx

11 x*y +xy=1

112 x*y' + x(x+ 2)y = e*
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Capitulo 7

Ecuaciones Diferenciales de Bernoulli

7.1 Definicidon de una ecuacion diferencial de Bernoulli.

La ecuacion diferencial de Bernoulli no es lineal, pero es muy semejante a las lineales. Como vimos en el
tema anterior, una ecuacion de lineal tiene la forma general:

y' +plx)y = q(x)

Y su férmula solucion es:

y = e~ [ plxldx U el P)dx g (x)dx + ¢ ]

Pues bien, la ecuacion diferencial de Bernoulli, se define como:

y+pxy=qx)y" ....(1)

Podemos observar la similitud que hay entre una ecuacion diferencial lineal y una ecuacion diferencial de
Bernoulli. Lo que las distingue es la potencia y " que tiene la Bernoulli, donde el exponente n €RR - (0,1) (n es
cualquier numero real, excepto 0y 1).

Lo que ahora vamos a realizar es un proceso similar como el que hicimos con la ecuacion diferencial lineal,
para hallar una férmula que nos proporcione la solucién de la ecuacion diferencial de Bernoulli.

* Dividimos la ecuacion de Bernoulli entre y ™

y' +p()y _ qlx)y”

L it " (Ej
y +UF1(1)}’ — )
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* Realizamos operaciones:

Yy +p(x) yy T =g (x) e (3)
y7Y + p()yT = q(x)

* Ahora hacemos un cambio de variable
Sea W=y (4)

Derivamos: W'=(1—n)y "y . ....(5)

r
W n ot

Dividimos entre 1-n: =¥y e e (6)

1l—-n

Sustituimos las ecuaciones (4) y (6) en la ecuacién diferencial (3):

¥

F— 4 p (W = a()

* Ahora multiplicamos por 1-n:
W+ (1—n)p(x)W=(1—n)g(x) s s cer e e e (7)

La ecuacion diferencial (7) es una ecuacion diferencial lineal de primer orden en la variable W que
contiene una constante agregada 1-n, por lo que, de manera similar a la lineal conocida, la solucion de esta
ecuacion diferencial en términos de W, seria:

W = E—‘I'n:i—n}p':x:':{x |:J. E‘r':ﬂ.—n:'p':x:'r&x (1 _ u]q[x]dx +elo (8)

Sin olvidar que hicimos un cambio de variable, W=y 1"

Ahora pasemos a resolver algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales de Bernoulli.
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7.2 Problemas Resueltos
Ejemplo 1

Hallar la solucién de la siguiente ecuacion diferencial:

y' =ylxy®-1)

Resolucion

Es importante tomar en cuenta que las ecuaciones diferenciales no siempre estan escritas como las vemos
tedricamente, a veces estan, valga la expresion, camufladas, por lo que, lo primero que tenemos que hacer,
en este caso, es expresarla en la forma patrén de Bernoulli, a saber: y’+p (x)y=q (x) y ".

Hacemos el proceso con esta ecuacion diferencial.
y=yy’-1)
y=xyt-y

y+y=xy*

Es evidente que esta ultima expresion tiene la forma conocida de la ecuacion diferencial de Bernoulli,
donde:p(x)-1,q(x)-x yn-4.

Retomamos la formula solucion de Bernoulli (ecuacion (8)):

W =e" f{l—n]p(.r]d.r [J’ ef{l—n]p{.r]d.x I:l —HJQ(JC]dJC—F C]

...y sustituimos p(x) = 1p(x) =1, g(x) = xq(x) =xyn=4n =4

W = E—J'-:l—ﬂ{l}d.r U. E,F-i1—4}'11}d.r (1_ 4jxdx+c
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Simplificamos y resolvemos las integrales:

W = e3/ax [Je“a fax (—3)xdx + c]

3 —EJ- e ¥ xdx+ ¢

=
[

3 —3f e ¥ xdx+ ¢

=
[

Esta ultima integral, la resolvemos por partes:

1 1
W= e [—3(——:{'9_3“ ——e_a‘*)+ c]
3 9

Simplificamos:

Esta expresion es la solucion de la ecuacion diferencial de Bernoulli en términos de W, pero debemos
ponerla en términos de y que es la variable dependiente original de nuestra ecuacién diferencial. Como
sabemos que W =y 1, entonces, sustituimos W'y despejamos y.

}Fl—n = _|___|_ceﬂ.r
3
- 1 - 1
yli=* =x+3+ cedyl™t =x++ ced*

1
y8 =;:r-|-§-l-cns=3“f
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3

-3y "3 1 3x
(v™) 3=(x+§+r:e )

Por lo tanto, la solucion queda:

Ejemplo 2

dy 1
Resolver, x——t+ty=—=
dx ¥
Resolucion. Primero acomodamos esta ecuacion diferencial de Bernoulli para identificar o que es p (x), q

(x),n

d}r+ 1
x— P_}’:
dy ¥ 1

Por lo que: p(x)=1/xq(x)=1/x, n=-2.
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Sustituyendo en la féormula soluciéon de una ecuacién diferencial de Bernoulli (ecuacion (8)).

W =e" f{l—n]p{.r]d.x [J’ ef(l—n]p(.r]dx I:l —HJQ(I]dJC—F C]

(1—(—2hH

(1-(-2)) [ (1_(_2
W=e_f x X fe ( ( jJ)a:iJ.:+.':
X
(1+2)
(1+2) f x (142
W:e_f x o fe x( jdx—kc

1
1 egr?i":
W = e_grx'ix ISJ’de—H?

Integramos:

eafn.x:
W = g~ 3inx [3[ dx—|—r:l
X

s E.!'n.xa
W = elnx [3‘!’ dx—!—cl
X

e
W =x3 3f—dx+cl
X

W =x"3 3fx2dx+c]
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3
W=x3 [3 J%++c]

c
W=1+—3
x

Esta es la solucién en términos de W, ahora sustituimos W=y 1 = y 1-(-2);

C
}F3= 1+_3
x

Por lo que la solucion final queda:

Comprobacion:

1
Acomodamos la solucion en forma potencial: ¥ = (1 + cx %)=
1 _z

Derivamos: y' =1 (1 +exT)E(=3cx ™)

Simplificamos: v =—ex (14 ex )7

Sustituimos en nuestra ecuacion diferencial:

21 1 1 i
—cx 1 +ex ) 4+ —(1+ex )E=—((14+ cx )3 )7?
x

X

C ga—= 1 c i 1 34—
—x—4{l+cx :J 3+;{1+;}5—;{1+Cfx] 3
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Factorizamos:

1 1 _3 _% c L c.,1 1 L 3 _%
—(+a ) F -5+ = L+ e/x?)

1 _a.—2 C c1_ 1 S
~(1+ex jﬂ[—F+l+x—3]—;(l+cfx )73

-

1 2 1 2
— -3 __1 =— (1 -3
x(l-l-cx ) 3[1] x( +ex7%)

-

St )T 1)
—(1+ar ) F=— (1)

Lo que queda demostrado
Ejemplo 3

; b
Resolver: ——ay=-

La ecuacion diferencial de Bernoulli, tiene la forma general:

v+ p(x)y = g(x)y" 6 bien:
d}r _I_ p— mn
T p(x)y = q(x)y

Donde:
p(x) y q(x) son funciones de x 6 son constantes, en este caso, a y b son constantes.
n es un exponente real distinto de 1 o de 0, en este caso n=-1.

Usando la férmula solucién:

W =e [(1—n)plx)dx [f Ef{l—?i]p{x]dx (1 _ n]q(x]dx—l— C]
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Sin olvidar que:

Sustituimos los datos:
W = e~ /(- (-1))adx U el (1-(-D)adx (1 _ (—1))b dx + c]
W = g~ [(@)adx [f el @adx ()b dx + ¢ ]
W = e~2aldx [beemf dx dx+c]
W = e 2ax [ZbJ’eEM dx+c]
W = e 2a* E—bef““ +c]

a

B [
W = g~ 2ax |:_E_n:x +C‘:|
o

b .
W=—4ce =%

Como:

W=

2 b ax

yi=—+ce?
s
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7. 3 Problemas Propuestos

1 Encontrar la solucién de las siguientes ecuaciones de Bernoulli.

11 y' + 2y = xy?

1.2 }F'+2x'1}r=xy2
13 dy/dx —ay=b/y
14 xzd}rfrix —2xy = 3}?4 s x=1, v=1/2

1.5 dy/dx = y(xy"— 1)
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Capitulo 8

Trayectorias Ortogonales

8.1 Definicion de una familia de Trayectorias Ortogonales.

Se llaman trayectorias ortogonales al conjunto de curvas que se intersectan a otra funcién (otro conjunto de

curvas) formando angulos rectos (ortogonalidad o perpendicularidad); por lo que las pendientes de las rectas
tangentes, de ambas curvas cumple la con la ecuacion:

me m, = —1
Donde:
m; es la pendiente de la funcion original. Yo = Cx
m, es la pendiente de las curvas ortogonales.

Para obtener las trayectorias ortogonales de una funcion f(x) determinada, se sigue el siguiente
procedimiento:

1 Se deriva la funcién (al derivar, estamos hallando todas las pendientes de las rectas tangentes de la
funcion, en cualquier valor de x)

2 Si aparecen constantes, sustituimos lo que valen, en funcion de xy y.

™

aqui, que la pendiente de la tangente es, por definicion, la derivada, por lo que: f[x)“ﬂ = _#}} i
(F(x)'y F(x), = —1)

3 Aplicamos la propiedad de ortogonalidad, es decir: m, = - m m, = —1). Recordemos

4 Resolvemos la ecuacion diferencial. La funcion solucién es la curva (o familia) de las trayectorias
ortogonales.

8.2 Problemas Resueltos
Ejemplo 1

Tenemos la ecuacion de una circunferencia de radio r r con centro en el origen.

xTt+y =1

Hallar sus trayectorias ortogonales (es decir, una funcién cuyas pendientes son ortogonales, o perpendiculares
a la funcién original).
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Resolucion

Antes de pasar al procedimiento para hallar las trayectorias ortogonales, vamos a ver la grafica de esta
relacion (circunferencia con radio r). Ver grafica 1.

Gréfica 1. Circunferencias de radio 1, con centro en el origen.

Bien, ahora pasamos al célculo de las trayectorias ortogonales de: x* + y* = r*

1 Derivamos la funcién':

X
2x+2;;|’=ﬂ Jr'lz__
’ ¥
2 No hay constantes qué sustituir
3 Aplicamos la propiedad de ortogonalidad, es decir: m, = - (mpm, = —1).
i']‘lf

Que en términos de las derivadas seria:

}FD___U_.I
S F
P 1 v _ 1
Yo= " FVoT T F
¥ ¥
Yo =2
° x

1 Aqui estamos derivando implicitamente, pero podemos despejar primero a ¥ y luego derivar, el resultado es el mismo.
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Donde: y’, es la derivada de las trayectorias ortogonales. Por o que nos queda una ecuacién
diferencial de las trayectorias ortogonales

4 Resolvemos la ecuacion diferencial. La funcién solucién son las trayectorias ortogonales. Es una
ecuacion diferencial de variables separable.

d}’u _

¥
dx X

dy, dx

¥ X

dy, J'rix
— =10
X

y

Iny, —Inx =¢
A la constante c, la podemos escribir como la pendiente de otra constante C:
Iny, — Inx = InC

Simplificamos:

Por lo tanto, las trayectorias ortogonales estan dadas por:

Yo =Cx

119



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden con aplicaciones en

Ingenieria Quimica y Quimica Farmacéutico Bioldgica

Esta es una ecuacion lineal de pendiente C y ordenada al origen 0, la familia de rectas (ortogonales a las
circunferencias) esta representada en la grafica 2, lineas rojas.

Grafica 2. Circunferencias de radio r, con centro en el origen.

Ejemplo 2

Hallar las trayectorias ortogonales de las parabolas: y - kx?, k: es constante.

Resolucion

1 Se deriva la funcién:  y '=2kx

2 Sustituimos lo que vale k: como k = = entonces: y'=2 % «x
£

2y

f —
x

;ul':

3 Aplicamos la propiedad de ortogonalidad, es decir: ¥’y = —i
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Trayectorias Ortogonales

dy,  x

dx 2y

2ydy, = —xdx

J 2ydy, = J- —xdx
2 _ x* ¥

Yo = 5 7€

Solucion:

xZ

__|_2:c
2 Yo

La funcién original es una familia de parabolas y las curvas ortogonales es una familia de elipses.

8. 3 Problemas Propuestos

1 Obtener las trayectorias ortogonales de las siguientes familias de curvas.

11y = kx*
12y = (x—k)*
1.3x°—y* =k
1.4 y° = kx°

1.5 % 4+ v° = kx

16xy = ¢

X

1.7 v =
o 14

c

1.8 v =

LT 14at
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Capitulo 9

Problemas Resueltos de Aplicacion en Ingenieria Quimica y QFB

Problema 9.1

En una reaccion quimica se han producido 2 gramos de un compuesto quimico, una hora después hay 3 g
del mismo compuesto. Si la tasa de incremento del compuesto es proporcional a la raiz cuadrada del tiempo
que ha estado en la solucion. ¢ Cuantos gramos habra del compuesto después de 4 horas?

Resolucion.

Sea m la masa del compuesto quimico después de t minutos de reaccion. Ahora en una tabla organizamos
los datos:

t, tiempo, en minutos m, en gramos
0 mo = 2
1 3

La Ecuacion Diferencial o el modelo matematico de “la tasa de incremento del compuesto es proporcional
a la raiz cuadrada del tiempo”, es

dm 2
dr &V
dm — ki
de "

Pasamos a resolverla, separamos variables:

dm = kyT dt
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Integramos:

fdm=kfﬁ dt

2
m=§k«fF+c

Sustituimos las condiciones dadas en la tabla, para encontrar la constante de integracion, cy k.

2
2= 51:1.-'{0}3 S i N
2
3= gku"(ljﬂ + e e (2)
De la ecuacion (1): c=2
De la ecuacion (2) y con c=2 k =%

Por lo que la solucion es:

m=\/§+2

Respondemos la pregunta: “4,Cuantos gramos habra del compuesto después de 4 horas?”

m(t=4)=+4+2 =10 grameos

Representacion tabular y grafica de la funcion solucion: . = t3+2

Tiempo,t Masa,m,
en minutos en gramos
0 mo = 2
1 3
2 4.83
3 7.19
4 10
5 13.18
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Gréafica 3. Problema de aplicacion 1.

GRAFICA DE LA FUNCION m= sqrt(t 3 2

m, Masa en gramos

Tiempo de Reaccion, minutos

Ref. Elaboracién propia, con MATLAB.

Problema 9.2

.z 2 ™
La aceleracion, a de un punto que se mueve sobre una recta coordenada se expresa por sen”t cost, (en Sggzj

En t = 0 seg. el punto se encuentra en el origen y su velocidad es 10 m/seg. Calcular su posicién, x al tiempo
t.

Resolucion

Hacemos una pequefia tabla con la informacién (condiciones iniciales):

Tiempo, Distancia, Velocidad, Aceleracion
t (seg) x (metros) v (m/seg) a (m/seg”)
0 0 10
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Ahora partimos de la definicion de la velocidad y la aceleracion.

. dx
Velocidad: v =—
dt
Aceleracion: @ = & = £
celeracion: & a

Sustituimos la funcién aceleracion en nuestra definicion como la derivada (de la velocidad respecto al
tiempo):

dv

a=— = sen’t cost
At

Resolvemos la ecuacion diferencial separando variables:

dv ~
— = gen~tcost
dt

dv = sent cost dt

Integramos:

f do = J- sen”t cost dt

= J. sen’t cost dt

- 4+
v =—5n C
3

Sustituimos las condiciones iniciales para hallar la constante de integracion, c:

1
10 = gsena (0)+¢c

c =10
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Por lo que la solucion para la velocidad, queda:

1 3
v=§sen t+10

Ahora, como nos piden la posicidn, x en cualquier tiempo, hacemos uso de la definicion de la velocidad
como una derivada (de la distancia con respecto al tiempo):

_dx
M

_dx_1 3t+10
U—dt—ESETI

Resolvemos la ecuacion diferencial, separando variables:

dr _1 t410
— =—3sen
dt 3

1
dx = [E sent + lﬂ] dt

1
de=J-[§sen3t+ lﬂ]dt

Integramos:

1
x= EJ sen’t dt+J- 104t

1 5
x = EJ. sen-t sent dt + 10t

1 -
x = gj{l — cos~t )sent dt + 10t

1 ]
x = gj{sent — cos“t sent) dt + 10t

1 1
x = 5[—casr +§casat] +10t4+ ¢
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Ahora sustituimos las condiciones iniciales para encontrar c¢ (ver la tabla con los datos):

1T 1
0= 3 —cos(0) + gcasa (III]] +10(0)+ ¢

r 1
0=—|—-1+-—-(1 0
- +3()]+ +e

o=1[-3+
==|-z|+¢
3l 3
0 2+
=—=+c
9
2
c=—
9

Por lo tanto, la solucion queda:

—1[ t—I—l 3t]+1ﬂt+2
X—B cCoOSs ECOS 9

Esta ecuacion nos da la posicién, x, en cualquier tiempo, t. Es la pregunta que nos pidieron, pero ahora
vamos a realizar una tabla con calculos y una grafica con las tres funciones que aparecen en este problema,
a saber: la posicion, x la velocidad, v y la aceleracién, a, respectivamente.

—1[ t+1 3t]+1ﬂt+2
I—B CcCos 3\‘.’.‘05 9

1 3
ﬂ=§sen t+10

a = sen’t cost
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Tanto la tabla de calculos como las graficas de las funciones la realizamos con el software MATLAB.

250

Ref. Elaboracién propia, con MATLAB.
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Aceleracion

Tiempo, Distancia, Velocidad, a ( m )
t (seg) x (metros) v (m/seg) seg*
0 0 10.0000 0
10 100.4363 9.9463 -0.2483
20 200.0937 10.2536 0.3401
30 300.1712 9.6785 0.1506
40 400.4116 10.1379 -0.3703

Grafica 4. Funcién Posicion xx, respecto al tiempo.

GRAFICA DE LA FUNCION POSICION
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Grafica 5. Funcién Velocidad, v respecto al tiempo.

GRAFICA DE LA FUNCION VELOCIDAD
I I

Velocidad, v, en metros/segundo

96 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo, minutos

Ref. Elaboracion propia, con MATLAB.

Grafica 6. Funcion Aceleracion, aa respecto al tiempo.

GRAFICA DE LA FUNCION ACELERACION

01 L

Aceleracion, a, en metros/segundo

02 |

-03 -

0.4 | | | | | | | | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo, minutos

Ref. Elaboracién propia, con MATLAB.
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Problema 9.3

Una placa de metal se enfria de 80 °C a 65 °C en 20 minutos al estar rodeada de aire a una temperatura de
15°C. Usar la Ley de Enfriamiento de Newton para estimar la temperatura al cabo de una hora de enfriamiento.
¢, Cuando llegara la temperatura a 40°C?

Resolucion

Segun la Ley de enfriamiento de Newton, la rapidez con la que un cuerpo se enfria (al estar en contacto en
un medio de menor temperatura), es directamente proporcional a la diferencia de temperaturas, la del cuerpo
menos la del medio, es decir:

dT T

ﬂw( a)
O bien:

—=k(T-T

P ( a)
Donde:

T es la temperatura del cuerpo, en centigrados

t es el tiempo, en minutos

k es una constante de proporcionalidad, y

Ta es la temperatura del medio=15°C (en este caso)

Para resolver el problema, primero observamos la ecuacion diferencial y nos damos cuenta que es de
variables separables, pero también es lineal si la acomodamos, como sigue:

T -1
il a)

T'=kT —kTa
T'— kT = —kTa

Que es similar alaforma general de nuestra ecuacién diferencial lineal que vimos en el tema correspondiente,
a saber:

¥y +p(x)y =q(x)
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Si adaptamos la formula solucion de una ecuacion diferencial lineal, de acuerdo a nuestras variables y
parametros de la ley de enfriamiento de Newton, nuestra férmula soluciéon quedaria:

T = g~ [ple)dt U- el ple)d: q(t)dt + c]
En nuestro caso,

p(t) =~k q(t) = —kTa = —k(15) = ~15k

Asi que sustituimos nuestros parametros y resolvemos la ecuacion diferencial lineal:

T = g~/ pl)dr [j el p(Dat q(t)dt + c]
T =g J-kar U- el —kat (_15k)dt + c]
T =ex/ar [—15kfe‘k-r“fdr+ c]

T = gkt [—151{[ e *dt + c]

15k
T = Ekr [—_—ke_kr + C]

T = eF [15e % +¢]
T =15+ ce™*

Ahora, con los datos iniciales, pasamos a calcular las constantes de proporcionalidad, k y de integracion,c.

T(t =0 min) = 80 C
T(t = 20 min) = 65C
T =15 + ce**

80 =15+ ce*? ... (1)
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De la ecuacion (1):

c =65

De la ecuacion (2) y con ¢ = 65.

65 =15+ e .. ..(2)

65 = 15 + 65e~(20)

50 = 65e~(20

50

= gklzm
65

10 -
] ek(-u}
13

10
20k =1In (—)
13

1 10
k=>oin(55)
20 13

1
10n20
k=In (—)
13

Por lo tanto, la solucion de nuestra ecuacion diferencial queda:

T =15+ ce**

I'=15+65¢
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Pasamos a contestar la pregunta: “; cuando llegara la temperatura a 40°C?

Sustituimos la T - 402 C y despejamos t:

E

40 = 15+ 65 (m)ﬁ
N 13

t
25 (ll])ﬁ
65 \13

t
5 _ (lﬂ)ﬁ
13 \13

5 10470
In [—] =In (—)
13 13

5 t 10
In [—] =—1In [— ]
13 20 13

¢t _ o[
B In %]
t—EDln%]

t=72.8385 minutos
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Aunque no se pide, vamos a realizar la gréafica de la funcién solucion de nuestra ecuacion diferencial, para
ayudar a comprender el fendmeno fisico que ocurre segun la ley de enfriamiento de Newton. En la grafica
5, podemos observar que la funcién (en este caso la temperatura de la placa de metal) se hace asintota en
15 °C15 °C, que es la temperatura del medio.

Funcion:

t

T=15 es.f.(m'ﬁ
=15+ 13)

Grafica 7. Variacion de la temperatura de la placa de metal.

Tiempo vs Temperatura del metal

Temperatura de la placa de metal, en Centigrados

10 | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Tiempo, minutos

Ref. Elaboracién propia, con MATLAB.
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Problema 9.4

Un tanque contiene 80 galones de agua pura. Una solucion que contiene 2 libras de sal por galén entra al
tanque a razoén de 2 galones por minuto, y la solucion perfectamente mezclada sale del tanque a la misma
velocidad. Determinar:

a) La cantidad de sal que existe en el tanque en cualquier momento

b) ;. En qué momento la solucién que sale del tanque contendra 1 libra de sal por galon?

Resolucion

Primero hacemos un dibujo, que contenga la informacion.

__ ibsal _ 2gal
T gal’ "~ min
> 2gal
¢, @Q=-2
mimn
V. = 80 galones
Ahora, definimos las variables:
Sea: t el tiempo, en minutos
x las libras de sal que hay en el tanque en el tiempo, t.
¢, es la concentracion (Ib sal/minuto)
Q es el flujo volumétrico (gal/minuto)
V, es el volumen del tanque
Condiciones iniciales:
x(t = 0 minutos) = 0 libras de sal en el tanque
Planteamiento de la ecuacion diferencial:
ex ) Ib
It = Variacion de las libras de sal en el tanque por unidad de tiempo, —
TR

libras de sal

dx (Eib'ra,s de sal
dt

que entran al tcmque) — ( gue salen del tcmque)

min min
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dx
i (c @)ala entrada —(c Q)a la salida

dx (2 libras de sa!)(z gaianes) (x libras de sal)(z gaianes)
dt galones min VT min
Importante. Aqui VT es el volumen de la solucioén en el tanque:

VT =V, + Ventra — Vsale
VT =V, + Ventra — Vsale
VT =V, + (Qentra — @sale)t

VT = 80gal + (2255 — 2 £ )¢

min min

VT = 80gal + (0)t
VT = 80galVT = 80gal. En otro ejemplo, mas adelante, pondremos un problema donde:

VI #=V. VT # 1]
Pero por ahora: VT =1, = 80 gal

Por lo tanto:

dx (2 libras de sa!)(z ga!ones) (x libras de sa!)(z ga!ones)

dt galones min 80 gal min
dx 4 librasde sal 2 x libras de sal
dt minutos 80 minutos
La ecuacion diferencial queda:
dx —a x
dt 40
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Pasamos a resolverla:

Esta es una ecuacion diferencial de variables separables, y también es lineal, veamos:

dx+ x —4
dt = 40

"+ ! 4
X — X =
40

Vamos a resolverla de acuerdo a una ecuacion diferencial lineal, la férmula solucion es:

x = e pl)d U. el pl)de q(t)dt+ c]

En nuestro caso, p(t) = % y ql(t) =4

x=g 40 4]&40 dt-l—c]

r 1 -
x=e 0 [4(40)e®" +¢

i 1 .
x=e %0 |4(40)e® 4+ ¢

1
x =160+ce 30

Para hallar c, sustituimos las condiciones iniciales:

1.
0= 1604+ce 20"

138



Problemas Resueltos de Aplicacién en Ingenieria Quimica y QFB

0=160+c

c=—160

1
x=160—160e 20"

Por lo tanto, la cantidad x de sal que existe en el tanque en el tiempo, t es:

1
x=160(1—e %0")

Ahora pasamos a hallar el tiempo en el que el tanque tenga una concentracion de 1 libra de sal/galén.

. lbdesal x libras de sal
La concentraciones, c =1 WJ

- orlo que: x = :
‘T80 gal del tanque’ P que: x = 80 libras

i
x=160(1—e 30" )

_t
80 = 160(1— e 20)

Despejando t: t=—401In (i)t = —401In G)

t=27.72 minutos
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Grafica 8. Variacion de las libras de sal con respecto al tiempo.

Tiempo vs Libras de sal en el tanque

x Libras de sal, en el tanque

0 50 100 150 200 250

Tiempo, minutos

Ref. Elaboracién propia, con MATLAB.

Problema 9.5

Hallar el trabajo producido por un gas tipo Van der Waals, que se expande a Temperatura constante de
400 K, expandiéndose de un volumen de 5 a 12 litros. Las constantes de Van der Waals son: b=2 litros/gmol,
a=0.5 atm litros?/gmol?, n=3 gmol.

Resolucion

La ecuacion de estado d Van der Waals de define como:

RT a
P= - —
Fm—»b Vm?

Donde:

P es la presion,
T es la temperatura

Vm es Volumen molar
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a, b son constantes de Van der Waals

R es la constante universal de los gases.

En termodinamica, el trabajo AW por unidad de gmol, es:
Vo

AW = PdlVm
L&t

Para hallar el trabajo, sustituimos la presion de la ecuacion de Van der Waals, en el integrando:

L

RT a

AW = —
Vm—»b vm

2] dVm

Lt
Ahora integramos respecto a la variable VM:

@
AW =RTIn|Vm—b|+—
'm

Sustituimos los datos y evaluamos la variable, del limite superior menos el limite inferior de la integral:

1 1
AW = (0.082)(400)[ In|12— 2| — In|5— 2|]] + 0.5 (E_ E)

AW = 32.81 lﬂ+:35(l l)
BN C

AW = 3281 lﬂ+[15(l l)
IR Tl TR

AW = 39.432atm litro/gmol

AW = 39.432 atm litro/gmol

AW = 3.9945 kjoules/gmol

141



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden con aplicaciones en

Ingenieria Quimica y Quimica Farmacéutico Bioldgica

Problema 9.6

Dos sustancias Ay B se combinan para formar una sustancia C, la rapidez o velocidad de la reaccién es
proporcional al producto de las cantidades iniciales de Ay B que no se han convertido en la sustancia quimica
C. Inicialmente hay 40 g de Ay 50 g de B y por cada gramo de B se usan dos gramos de Ay se produce un
gramo de C. Se sabe que se forman 10 g de C en 5 minutos. Calcular:

a) Lo que se forma de C, en 20 minutos.

b) La cantidad limite de C.

c¢) ¢ Cuanto queda de las sustancias Ay B en el equilibrio (en un tiempo infinito)?

Resolucion

Reaccion: A + B

29 19

Sean las cantidades iniciales:

A, =40g
B,=50g
Ch=0g

39

Sea x la cantidad de las sustancias en el tiempo, t; x esta en gramos y t esta en minutos. Por lo tanto, el

modelo matematico (la velocidad de reaccion) es:

dx
o o (Cantidad de A que no ha reaccionado)(Cantidad de B que no ha reaccionado)
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Quedando la ecuacion diferencial:

— 2 1
- = (40—5:1')(5']—53()

dt

dx_k 120—2x 150 —=x
dt 3 ) 3 *)
dx_k 120 — 2x 150 —x

dt ( 3 )( 3

dx _k 120 — 2x)(150
dt—gi x)( x)

Separamos variables:

dx _k
(120 —2x)(150 —x) 9

Integramos:

J(lzﬂ—zxdjx(lSD—x) zgfdt

La primera integral es por fracciones parciales, la segunda es directa.

[ —
(120— 2x)(150—x) 9 -

Resolvemos la primera integral:

dx
(120 — 2x)(150 — x)

* Igualamos la fraccién a una suma de fracciones parciales:

1 B a N b
(120 — 2x)(150 —x) 120 —2x 150 —x
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* Multiplicamos por el denominador:

1=a(150 — x) + b(120 — 2x)

« Sustituimos las raices para encontrar los coeficientes a 'y b.

¥ =60 1=a(150-60) a=—

g ¥ =150 1=5h(120-300) b=-1=

Por lo tanto, la integral queda como:

| & - | goszax+ | N
(120— 2x)(150—x) J 120 —2x 150 — x

dx 1 __1
f 2-[ 90 d‘“rj 180 ;.
(120 — 2x)(150 — x) 120 — 2x 150 — x

dx 1 1
= — In|120 — 2x| + —In|150 — x|
(120 — 2x)(150 — x) 180 180
dx 1 1
= — In|120 — 2x| + —In|150 — x|
(120 — 2x)(150 — x) 180 180
dx 1
(120— Z0)(150— ) BETT (In|150 — x| — In|120 — 2x|)

J dx 1 150 — x
= ln[ ]
(120— 2x)(150— x) 180 1120 —2x
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Regresamos a nuestras integrales solucion, de nuestra ecuacion diferencial:

ax .
(120— 2x)(150—x) 9 -

1 [1513—::] k

In =—=t+4+c
180 120 — 2x 9

Calculo de la constante de integracion, . Al tiempo t = 0,x =0

1 1 [ 150—-10 ]_k 0+
80 [120—2(0y] 3@+
1 [150

—ln[—}=c

180 120

1 15
c=——In [—]
120 12

1 5
c=——In [—]
180 L[4

Calculo de la constante k, con el dato de: “se forman 10 g de € en 5 minutos”.

1 (150 —x1 k
180 1120 — Zx]

1 (150 —x1 k 1 [5]
180 1120—2x1 9 180

1 150 — x 1 5 k
In [ ] — In [—] =—t
180 120 — 2x 180

1 150 —x spy k
(o=l - =l) =3¢
180\ [120 — 2x al) "9
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1;: (ln [54((112500—_ z?)]) N gt

1 [4(15ﬂ—xj] k

n =—-t
180 L5(120 — 2x) 9

1 -4(150—10)] k

180 I5(120—2(10)) 9 (%)

80" [5(10) =3

1 -4(14)] k
1 [56] k
=l =305
180 lsol 9
1 . 128
180 125/

_k
—5(5]

9 28
k= In [—]
(5)180 25

1 28
k=—In [—}
100 25

Por lo que la ecuacién solucién queda:

1 150 —x 7
180 [120 — 2xJ

1 ., [28
1 [150—x] _ Too!® [E] 1 [5]
180 1120 — 2x] 9 180 |4

1 150 — x 1 28 1 5
In [ ] = In [—] t+——In [—]
180 120 — 2x 4
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Multiplicando por 180:

150 —x1 1 28 5
ML N L P
120—2x] 5 25 4

150 —x t 28 5
in [ = [ + ]
120 — 2x 5 25 4

1 [150—:(]_1 28 %+1 [5]
B 120 2x) - gl St Infy

Lo

[z = (s

o= - (B!

t
ES)E

150 — x = (120 — 2x) (;) (E

is0-x= a0 () 2 -2 () )
s0-n =150 () <) &)

3

r
Sy /2875 28,5
I(—)(—) —x = 150(—) — 150
2/ \25 25
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t
5y /2875 2845
x|(2)(52) - 1] = 150|(52) -1
2/\25 25

Ahora, respondemos las preguntas:

a) Cantidad de C a los 20 minutos

150 [(%]?D - 1]

2.5 [EJ% —1

x(t =20) =

x(t=20)=29.32 gramos

b) Cantidad limite de C

x(t = ») = 60 gramos
A es el reactivo limitante,
B es el reactivo en exceso.
C Cuanto queda de masa en el equilibrio:
De A: 0 gramos.
De B 30 gramos

De C, se producen 60 gramos.
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Ahora pasamos a realizar una tabla y una grafica donde se represente la variacion de la m asa de las tres
sustancias, con respecto al tiempo.

T;;:ﬁ:‘:g: Masa del reactivo A, gr. | Masa del reactivo B, gr. Masa del ;:oducto C,

0 40.0000 50.0000 0

25 17.6167 38.8084 33.5749
50 8.8697 34.4348 46.6955
75 4.7304 32.3652 52.9044
100 2.5956 31.2978 56.1065
125 1.4458 30.7229 57.8313
150 0.8119 30.4060 58.7821
175 0.4580 30.2290 59.3130
200 0.2590 30.1295 59.6114
225 0.1467 30.0734 59.7799
250 0.0832 30.0416 59.8753

Grafica 9. Variacion de la masa de las sustancias A, B y C en relacion al tiempo.

GRAFICAS DE LAMASA DE LAREACCION: A + B=C
| |
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=
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=]
=
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[
=
T
|

| I — ‘
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-

=
I
1

=

Masa de C (verde), Masa de A (rojo), Masa de B (negro), Masa total (amarillo)
b=

Ref. Elaboracién propia, con MATLAB.
149



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden con aplicaciones en

Ingenieria Quimica y Quimica Farmacéutico Bioldgica

Problema 9.7

La Estatua de Zeus del Olimpo de Grecia es una de las 7 maravillas del Mundo. Esta hecha de Oro y de
Marfil. Se encontré que el Marfil habia perdido el 40% de carbono 14. Sabiendo que el carbono 14 tiene un
periodo de semidestruccion (o vida media) de 5750 afios, determinar la edad de la estatua.

La estatua de Zeus en Olimpia,
Zeus Palacio de Versalles
Resolucion

Este problema es un ejemplo clasico de isétopos. Un isétopo es un atomo que pertenece al mismo elemento
quimico que otro, tiene su mismo numero atdomico, pero distinta masa atomica. El tiempo de semidestruccion
o tiempo de vida media de un isétopo, es el tiempo en el cual permanece la mitad de masa que habia
originalmente.

Particularmente, el carbono catorce, €14, es un is6topo radiactivo del carbono que se usa como trazador en

la investigacion bioquimica y en la técnica de la datacion, que permite estimar la edad de los fosiles y otras
materias organicas. Tal es el caso del marfil utilizado hace miles de afos para la elaboracién de la estatua
de Zeus.

Para resolver el problema, primero elaboramos una tabla donde pondremos las variables que intervienen
(tempo y masa de €1#)y sus correspondientes parejas ordenadas: al inicio, digamos, que la estatua contenia
una cantidad Ma, y 5750 afos después, contendra la mitad ( %ME,) ; 'y si ya perdi6 el 40 % (es decir, contiene
el 60% de la cantidad original), hallaremos la edad de la estatua.

Tiempo, t, t Masa del
(en afos) cttett
0 My
Edad=" 0.6 My
1
5750 5 Mo
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La relacion de variables que describe este fendmeno quimico es el siguiente:

dM M
—
dt
Qué se lee: “La velocidad con la que se desintegra el is6topo es proporcional a la masa del mismo que

hay en un momento determinado”

La ecuacion diferencial es:

dM
dt

Donde k es la constante de proporcionalidad.

Pasamos a resolver la ecuacion diferencial:

dM = kM
dt

daM

— = kdt

Integramos:

In|M| =kt +c

Sustituimos las condiciones dadas en la tabla para calcular, cy k.

In|M,| = k(0) +c ... (1)

1
In ‘E M| = k(5750) + ¢ . (2)

De la ecuacion (1): € = In|M,|

De la ecuacion (2) y con ¢ = In|M| calculamos k:
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1
In ‘EME = k(5750) + ¢
1
In ‘EMU = k(5750) + In|M,|
1
k(5750) = In ‘EMD ~In|M,|
In M,
5750
ing]
I =—"t=l
5750
Por lo tanto, la ecuacién solucion queda:
In|M| =kt +c
ing]
In|lM|=——¢+ In|M
M= =50 Mo
In|M| = —— 1 H+I 1M, |
= 5750 2l T e
t
1|5750
In|M| = In[(M,) >
t
1 15750
M = Mu[—]
2

152



Problemas Resueltos de Aplicacién en Ingenieria Quimica y QFB

Finalmente, pasamos a responder la pregunta: ;qué edad tiene la estatua si ya perdio el 40 % del carbono
14 original? Sustituimos en M = 0.6Mo

t
115750
0.6Mo = M“[E]

Despejando el tiempo, nos da:

t = 5750
In|1/2]

t=4237.5 afios de edad

A continuacion realizamos la grafica del comportamiento o la relacion del tiempo y el decaimiento del
Carbono 14, tomando como base 1 kg de isétopo original:

t
Mo=1Mo=1, M= [%]”5”
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Grafica 10. Variacién de la masa del €** con el tiempo.

MASA DEL ISOTOPO CARBONO 14
I I

09 |—

08 |—

07 —

06 |—

Masa del Carbono 14

05 |

03 |—

02 | | | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Tiempo, en afios

Ref. Elaboracidn propia, con MATLAB.

Problema 9.8

Para la siguiente reaccion quimica Irreversible:

sz
—

Donde: k es la constante de velocidad de 4 a B=0.1,
Con condiciones iniciales: C, (t=0) =5 gmol, C, (t=0) =0 gmo

Plantear las ecuaciones diferenciales de la velocidad de reaccion de cada sustancia (4, B) y resolver el
sistema de ecuaciones.

Resolucion

Sean, C, y C, las cantidades del reactivo 4, y del producto B, respectivamente, que varian durante
el tiempo de reaccién t.
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Las ecuaciones diferenciales para cada sustancia son:

dCﬂ_ RC 1
—— = @ er e e e (1)
dcb _ 5
= Qe enen e (2)

Tomamos la primera ecuacion diferencial y la resolvemos separando variables:

dCa — C
dt @
dCa
— = —kdt
a
dfa
—= —.i-’::J. dt
Ca

In(Ca) =—kt+c¢

In(Ca) =—0.1t+¢

Tomamos las condiciones iniciales:

In(5) = —0.01(0) + ¢

c=1Inb5
Por lo tanto:

In({Ca) = —0.1t + In5

eln(t’.’n} — g~ 001t+Ins

Ca = 5e 01t

155




Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden con aplicaciones en

Ingenieria Quimica y Quimica Farmacéutico Bioldgica

Sustituimos Ca en la ecuacion diferencial (2)

dCh — ke

dt .
dCh

— = _k5g —D.1t
dt ¢

La resolvemos:

dCh = —k5e %44t

J‘ dCh = j —k5e~01tdt

5k
[ v
Cb = —o01c +c
5(0,01
Ch = 5(001) }e_”'” +c

0.01

Ch =750 +¢

Sustituimos las condiciones iniciales:

0 =5e 010 4 o

c=-5

Por lo tanto la solucion para la segunda ecuacioén diferencial es:

Ch=5e 01 —5

Cb=5(e™"—1)
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En seguida se muestra graficamente la variacion del nimero de moles de las sustancias A y B, con
respecto al tiempo.

Grafica 11. Variacion de los moles de Ay B con respecto al tiempo. Problema 9.8.

GRAFICAS DEL PERFIL DE CONCENTRACIONES DE A-->B
] ] ] ]

45 [

35 [

25 [

Linea verde: tiempo vs Ca. Linea indigo tiempo vs Cb

05 [

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

tiempo de reaccion, en minutos

Ref. Elaboracién propia, con MATLAB.

Problema 9.9

Un tanque esta lleno de 100 litros de agua en los que se ha disuelto 20 kilogramos de sal. Otra mezcla
que contiene 1 kilogramo de sal por litro es bombeada al tanque a razén de 7 litros por minuto. La solucion
mezclada es bombeada hacia el exterior a razén de 8 litros por minuto. Determinar la funciéon que da la
cantidad de sal en cada instante. ;Se vaciara totalmente el tanque?

Resolucion

Realizamos un esquema, que contenga la informacion.

kg sal _ Tlitros
7 litro  min

__ Blitros

min

. = 100 galones,xy = 20 kg
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Ahora, definimos las variables:
Sea: t el tiempo, en minutos (variable independiente)

x los kg de sal (variable dependiente) que hay en el tanque.
c es la concentracion (kg sal/minuto)
Q es el flujo volumétrico (litros/minuto)

V, es el volumen del tanque

Condiciones iniciales:

x(t = 0 minutos) = 20 kg de sal en el tangue

Planteamiento de la ecuacioén diferencial:

dx . kg sal
— = Variacion de los kg de sal en el tangque por unidad de tiempo, —
dt min
dx kg de sal kg de sal

— = (— que entran al tr:mqtu,e) — (— que salen del tr:mq'u,e)
dt min min

dx
i (c Q)a la entrada —(c Q)a la salida

dx (1 kg de su!) (T Iitros) (x kg de sa!) (8 Iin‘ﬂs)

dt VT

litro min min
Importante. Aqui VT es el volumen de la solucion en el tanque:
VT =V, + Ventra — Vsale

VT =V, + Ventra — Vsale

VT =V, + (Qentra — @sale)t

VT = 100 litros + (722 — 8 Z22%) ¢ (min)

min min

VT = (100 — t)litros
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Por lo tanto:

dx (1 kg de su!) ('? Iitros) (x kg de sa!) (B Iih‘as)

E B litro min 100 —¢ min

dx 7 kgdesal 8xkgdesal
dt  min (100 — t) min

La ecuacion diferencial queda:

Pasamos a resolverla:

Esta es una ecuacion diferencial de variables separables, y también es lineal, veamos:

dx 8 x

y S
dt 100 —t¢

,_ 8
100—¢

Vamos a resolverla de acuerdo a una ecuacion diferencial lineal, la férmula solucion es:

x = e[ pltlde U- el plr)de q(t)dt+ c]

g g
Ennuestrocaso,  p(t) =——p(t) =——y q(t) =7q(t) =7

) . )
r=e ITgo=t J. e'rmu—r” 7 dt + ,g]

x = gBln(100-c) _?fe—slniim—r} dr + c]

R [ Inirop—t)—E
= IElr:li.[!'[!l 7IE ?Je miaoe dt_i_C:I
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x = (1un—r)3[?J(1un—r)‘3 dt + c]

x = (100 — £)8[(100— )77 + ]

Por lo tanto, la solucion general es:

x=(100—1¢t)+ c(100—1¢)®

Para determinar ¢, sustituimos las condiciones iniciales:

20 = [100— (0)] + c[100 — (0)]

20 = 100+ c[100]°

80
1008

Por lo tanto, la solucion particular es:

x= (100 —t) + (100 — t)®

x=(100—1¢t) — (100 —¢t)®

100%

t
=(100—¢t)—80(1——)%
x=( )= 80(1—— )

Esta es la funcién que da la cantidad de sal en cada instante.

Al \ora, ¢,se vaciara totalmente el tanque? Esto es equivalente a determinar si existe algun tiempo t, en el
&
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Intuitivamente encontramos que ese valor se da en t = 100 minutos, de acuerdo a la operacion.

100
0= (100— 100) —80(1— —)°

100
0=0.
Analiticamente, seria de la siguiente manera.
Tomamos la ecuacioén en la forma:
x= (100 —1t) — 100 —t)®
0= (100—t)— 100 —t)®
Factorizamos: (100—t)[1— 1§EB (100—t)']=0

Por lo tanto, la ecuacién acepta dos soluciones, a saber:

100 =t =0 weeve e e o (1)
80

1— 100—¢6) =0 eevee e e (2
—55(100— 1) @)

De la primera ecuacion: t = 100 minutost = 100 minutes
De la segunda ecuacién: t = —3.2 minutost = —3.2 minutas
Se descarta el tiempo negativo por obvias razones, por lo tanto, en 100 minutos se vacia el tanque.

Para finalizar el problema, vamos a realizar una grafica de la funcion que da la cantidad de sal en cada
instante:

— _ ) — __t s
x=(100—1) — 80(1— )
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Grafica 12. Variacion de los kg de sal en el tanque con respecto al tiempo.
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T T

70
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0 | | | | | | | | | k
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Tiempo, en minutos

Ref. Elaboracion propia, con MATLAB

Problema 9.10

La rapidez con que cierto medicamento se disemina en el flujo sanguineo se rige por la ecuacion diferencial:

£ =4-Bx, x(0)=0

Donde A y B son constantes positivas. La funcion X (t) describe la concentracién del medicamento en el
flujo sanguineo en un instante cualquiera t, hallar dicha funcion.

Encontrar el valor limite de X cuando t — oo. 4 Cuanto tarda la concentracion en alcanzar la mitad de este
valor limite?
Resolucion

o o dX .
La ecuacion diferencial: P A — BX, es de variables separables. La resolveremos como es el proceso
normal.
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Separamos variables e integramos:

dX
[ 5= a
A—BX

La solucién general es:

1
——InlA—BX|=t+¢c
B | |

Sustituimos las condiciones iniciales para determinar c.
1
—Eﬂnlfl —B(0)I=(0)+¢

1
= ——In|A4|
B

Por lo tanto, la solucion particular es:

1 1
——InlA— BX| =t ——In|A4|
=4 =3

Ahora pasamos a despejar la concentracién del medicamento, X, es decir, poner a X en funcion del tiempo,
r.

1 1
——In|Ad —BX| =t ——In|A|
B B

1 1
——In|ld —BX —In|d|l =1t
Bnl |+Bn||

—InlA — BX| + In|A| = Bt

A
In ‘—‘ = Bt
A—BX
A

In |_
A—BX

[
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A—BX
!n‘ ‘=—Bt
A
Ad—BX
‘ ‘=—3r
A
A-BX _ .
A

A—BX =Ae Bt

Por lo tanto, La funcion X (t) que describe la concentracion del medicamento en el flujo sanguineo en un
instante cualquiera ¢, es:

A
X=—(1-e5
H( )

Ahora pasamos a encontrar el valor limite de X X cuando t — co.

A A
X=1lim —(1—e %)==
t== B B

Por ultimo, ¢ cuanto tarda la concentracién en alcanzar la mitad de este valor limite?

Si

Entonces:

i = E[l — E—Br)
2B B

1

E: (1 - E_Br)
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E_ 1 = _E—Br

2
1

= _E—.E't'
2

1

e E—Br

2

In(1/2)
t—T

Como colofén del problema, vamos a realizar una grafica de la funcién solucion de la ecuacién diferencial,

A -
X=_(1-e #%). Para esto, supondremos de manera arbitraria, que 4 = 20 y B = 10, por lo que la funcién
queda:

X=2(1—e71%)
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Grafica 13. Concentraciéon de medicamento en el flujo sanguineo en relacién al tiempo.
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Ref. Elaboracion propia, con MATLAB

Problema 9.11

Se aplica una fuerza electromotriz de 30V a un circuito en serie LR con 0.1 henrys0.1 henrysde inductancia
(L) y 50 ohms50 ohms de resistencia (R). Plantear la ecuacion diferencial que describe este fenomeno
y determine la corriente eléctrica como una funcion de tiempo., si i(t = 0) = 0. Determinar la corriente
conforme el circuito descrito en la siguiente figura:

Figura X. Circuito tipo LR conectado en serie

L
100 mH
> ift) ﬁ ﬁ B
+N\ Y
C@ sine
" 1kHz
-
— A
R
500

Ref. https://ecuaciondiferencialejerciciosresueltos.com/ecuaciones-diferenciales-aplicadas-circuitos-electricos
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Resolucion

Lo primero que hacemos es obtener los modelos para el circuito representado en la figura anterior. Dicho
modelo matematico proviene de las leyes de Kirchoff, a saber:

1 La suma de las corrientes hacia (o desde) cualquier punto es cero. Ley de nodos.

2 Alrededor de cualquier trayectoria cerrada la suma de las caidas de voltaje instantaneas en una direccion
especifica, es cero. Ley de mallas.

En este caso, como queremos encontrar un valor (la corriente i(t)) en u circuito cerrado o malla, utilizaremos
para modelar el circuito la Ley de mallas. Para esto recordamos como representamos matematicamente, en
circuitos eléctricos, a los Inductores y las Resistencias, asi como las definiciones de caidas de voltaje para
cada elemento. En la siguiente e plantea la representacion matematica de las caidas de voltaje para cada
elemento del circuito descrito en la figura X, expresadas en funcion de la corriente i (t) y en funcion de la

cargagq (t).

Elementos Caidas de voltaje Caidas de voltaje
del circuito en funcién de i(t)i(t) en funcién de q(t)q(t)
di d®i
Inductor L = L e
d
Resistor iR pd
dt
. 1
Capacitor ca -

Por lo tanto, aplicando la ley de mallas de Kirchoff al circuito, para las caidas de voltaje en funcién de la
corriente i (t), tenemos:

di | .o ai
L;+1R—E[t),£dt+zﬁ E(t), o bien:

di iR E(t)
N _|__ _
dt L L
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Donde Ly R son constantes, conocidas como la inductancia y la resistencia, respectivamente. La corriente
t (t) se llama también respuesta del sistema. La ecuacion diferencial (1) es lineal del tipo: ¥ 4+ p(x)y = q(x)
cuya féormula solucién es (adaptandola a nuestras variables).

i = g~ Jploddr [J E‘rp':r}drq(t]dt + c]

2D =2 _ 300

En este caso, p(t) = f =2 = 500, q(t) == =—

o1

Sustituyendo en la férmula:

I- — E—‘I' SO0 dr |:J. EIEDDMEGGdt _|_ C:|

[ =g =008 300] e>00t g -I-c]

r300
j = g~800c | 500t 4 c]
L500

3
{ = @500t Ees.uur + c}

3
i= _+ce—5uﬂr
5

Esta es nuestra solucién general, ahora pasamos a obtener el valor de la constante de integracién con la
condicion inicial: i (t=0) =0

3 .
0= __|_ CE_EI}DI"I}}
5
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O mejor:

3
i= E(l_ e—suus)

Observando la ecuacién anterior, cuando el tiempo tiende a infinito:

3
= lim —(1— 500ty ==
F=lim S - e =3

. . ., ., . 3 -
Esto es evidente cuando graficamos la ecuacion solucion: i = ~(1 — e™3°%)

Grafica 14. Corriente eléctrica ii, en funcién del tiempo.

CIRCUITO DEL TIPO LR CONECTADO EN SERIE

el
e
T

Corriente eléctrica, i

0 | | | | | |
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014

Tiempo, en segundos

Ref. Elaboracién propia con MATLAB
Problema 9.12
Un bidlogo determina que la razén de crecimiento de un arbol esta dado por:
0.1t% + t, donde t esta expresado en afios y | en metros ¢ cuanto medira el arbol a los 10 afios?
Resolucion
Planteamos la ecuacion diferencial: % =0.1t*+t
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I es la longitud del arbol. Resolvemos la ecuacion diferencial:
dl = (0.1t% + t)dt

J. dl = J.(lil.lt: +t)dt

E—D'lt3+ltf+
3 2 ¢

Para obtener c, sustituimos I{(t=0) =0

0="2(0)* +2(0)" +
=307 +5(0)7" +c

Por lo que:

0.1 1
l=—1¢3+—¢*
3 2

Cuando t = 10 anos:

.!—ﬂ'l 103+1 102
—3( ) 2( )

1=83.33m
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Grafica 15. Crecimiento del arbol como una funcién del tiempo.

ALTURA DEL ARBOL EN FUNCION DEL TIEMPO

Ref. Elaboracién propia, con MATLAB.

Problema 9.13

10 12 14 16 18 20

Tiempo, en afos

La carne puesta en un congelador se enfria con una rapidez proporcional a la diferencia entre su propia
temperatura y la del congelador. Si un asado que se encuentra a la temperatura ambiente de 68 °F se
introduce en un congelador de 20 °F y si la temperatura del asado después de 2 horas es de 40 °F,  Cual es
la temperatura de la carne después de 5 horas?

Resolucion

Datos:

Tiempo,t Temperatura,
en horas Ten °F

0 68

2 40

5 T=?

Ta=20°F
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Segun la Ley de enfriamiento de Newton, la rapidez con la que un cuerpo se enfria (al estar en contacto en
un medio de menor temperatura), es directamente proporcional a la diferencia de temperaturas, la del cuerpo
menos la del medio, es decir:

dT T_T

ﬂwt a)
O bien:

ar =k(iT-T

i ( a)
Donde:

T es la temperatura del cuerpo, en centigrados

t es el tiempo, en minutos

k es una constante de proporcionalidad, y

Ta es la temperatura del medio= 202 F (en este caso)

Para resolver el problema, primero observamos la ecuacion diferencial y nos damos cuenta que es de
variables separables, pero también es lineal si la acomodamos, como sigue:

T k-7
7 a)

T'=kT —kTa

T'— kT = —k20

Que es similar a laforma general de nuestra ecuacién diferencial lineal que vimos en el tema correspondiente,
a saber:

¥y +p(x)y =q(x)

Si adaptamos la formula solucion de una ecuacion diferencial lineal, de acuerdo a nuestras variables y
parametros de la ley de enfriamiento de Newton, nuestra férmula soluciéon quedaria:

T = e~ [plt)dt U. el ple)d q(t)dt + c]
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En nuestro caso, p(t) = —ky q(t) = —kTa = —k(20) = —20k

Asi que sustituimos nuestros parametros y resolvemos la ecuacion diferencial lineal:

T = g~ [pllar [J elp(Dar g(t)dt + c]

T=e [-kat U. gl —kar (—20k)dt + c]
T =eklat [—Zl]kfe_k'r” dt + C:|

T =gt [—EDkJ e *dt + c]

20k ]

T= Ekr [—_—ke_kr+ c

T =e* [20e™* +¢]

T = 20+ ce**

Ahora, con los datos iniciales, pasamos a calcular las constantes de proporcionalidad, k y de integracion c.
T(t=0hr)= 68F

T(t =2 horas)= 40F

T =20+ ce

68 = 20+ ce®¥  ...(1)
De la ecuacion (1):

c =48

173



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden con aplicaciones en

Ingenieria Quimica y Quimica Farmacéutico Bioldgica

De la ecuacion (2) y con ¢ = 48.c = 48.

T =20+ ce®* .........(2)

40 = 20 + 48e*%

20 = 48e*2
20 )
—_— ek(—}
48
5 .
—_— ek(—}
12
5
2k =In (—
12
1 5
k=—-In (—
2 \12
1
52
k=In (—)
12

Por lo tanto, la solucion de nuestra ecuacion diferencial queda:

T =20+ ce**

]

I'=20+48¢

rezo+40(2)
= 20748( 17
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Pasamos a contestar la pregunta: “; Cual es |la temperatura de la carne después de 5 horas?”

Sustituimos lat = 5 horas .t = 5 horas.

ralen

5
T'=20+48|—
#49(53)

T = 25.3791°F

Problema 9.14

La rapidez con la que la sal se disuelve en agua es proporcional a la cantidad sin disolverse. Si 10 Kg de sal
se vierten en un recipiente con agua a la 1:00 pm, se encuentra que a las 4:00 pm ya se ha disuelto la mitad.

a) ¢,Cuanto tardara en disolverse 2 Kg mas?

b) ;Cuantos de los 10 Kg se habran disuelto a las 8:00 pm?

Resolucion

La expresion: “La rapidez con la que la sal se disuelve en agua es proporcional a la cantidad sin disolverse”,
se traduce en los siguientes simbolos:

dx
—ax

dt
dx/dt es la rapidez,
x es la sal no disuelta
t es el tiempo

090k es la constante de proporcionalidad.

dx_

Z_k
at

Se resuelve la ecuacion diferencial:

dx
— = kdt
x

dx
[Ekfa
x
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Solucién general:

In(x)=kt+c

Condiciones:

t, tiempo (hr) | x,azicar (kg)

0 xy =10

3 5

Condicion inicial:
In(10) = k(0) + ¢
c = In(10)

In(x) = kt + In(10)

Condicion a las 4:00 pm

In(5) = k(3) + In(10)

1 1
k =—ln(—)
3 2

In(x) =In (%)it + In(10)

13

In(x) = In[10 (%)3]
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Solucién Particular simplificada:

143
x = 1!](—)
2

Respuestas a las preguntas:

a) ¢, Cuanto tardara en disolverse 2 Kg mas?

3

143
3= lﬂ(—)
2

in (55)

in(3)

t= 5.2109 hr (alas 18 hrs 13 min)

t=3

b) ;Cuantos de los 10 Kg se habran disuelto a las 8:00 pm?

7
143
x = 10(—)
2
7

143
x = 10(—)
2

x = 1.9843 kg quedansin disolver

10 —x = 8.0157 kg se han disuelto
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Problema 9.15

Un problema importante en la Economia, es el comportamiento del precio P, de un bien en un tiempo t. Este
problema depende de muchos factores entre los cuales, esta la oferta y la demanda. El término “bienes” es
utilizado para nombrar cosas, objetos, articulos, etc. que son Utiles a quienes los usan o los poseen. A nivel
del mercado, los bienes son cosas y mercancias que se intercambian y que tienen alguna demanda por parte
de personas u organizaciones que consideran que reciben un beneficio al obtenerlos.

Supongamos que tenemos las siguientes ecuaciones diferenciales, de Demanda, D y Oferta, S
respectivamente:

D = 48— 2P(t) + 3P'(t) e oo v e vee e (1)

S =304+P(t)+ 4P'(t) e v cer v e e e (2)

La demanda y la oferta estan dadas en miles de unidades. Supongamos por otra parte, que tenemos la
condicion inicial: P(0)=10; es decir, al tiempo t=0, el precio de nuestro bien es P=10. Se pide hallar el precio,
P del bien como una funcién del tiempo t.

Resolucion

En el equilibrio, la demanda y la oferta son iguales, por lo tanto, igualamos las ecuaciones (1) y (2),

48 — 2P(t) + 3P'(t) = 30 + P(t) + 4P'(1)
Simplificando obtenemos: P'(t)+3P(t)=18
Esta es una ecuacion lineal de laforma: y'+p (x)y=q (t)

En este caso: y=P, x=t; cuya solucion esta dada por la ecuacion:
p =~ [rlolar U- E'rp':r}mf]f(t)dt +rc

No confundir P con p. P es el precio y p(t)=3; q(t) = 18.

Sustituimos los parametros correspondientes en la ecuacion solucién, para hallar el precio P de nuestra
variable:

p =g 3 U- el3 18 dt + ¢
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Resolviendo las integrales...

P=g% U.earlﬁ dt+c]
18
F — -3t [ 3t :|
e —3 e’ +rc

P=e"% [6e¥ +¢]

P=6+ce™

Sustituyendo la condicién inicial:
10 =6+ ce 3@
Obtenemos:

c=4

Por lo tanto, la solucion, el precio P, en términos del tiempo t, queda:

P=6+4e ™

De la ecuacion vemos que, si el tiempo tiende a infinito, el precio es de 6. Por lo que tenemos estabilidad
de precios y el precio de equilibrio es de 6 unidades dinerarias. Este comportamiento o podemos observar
en la grafica correspondiente a este ejemplo.

Cuando se habla de demanda, se refiere uno a la cantidad de bienes o servicios que se solicitan o se desean
en un determinado mercado de una economia a un precio especifico. Cuando se habla de oferta se hace
referencia a la cantidad de bienes, productos o servicios que se ofrecen en un mercado bajo determinadas
condiciones. El precio es una de las condiciones fundamentales que determina el nivel de oferta de un
determinado bien en un mercado.
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Grafica 9.16 Relacion entre el tiempo, t y el precio, P de un articulo.

Problema 9.15

RELACION ENTRE EL TIEMPO Y EL PRECIO DE UN BIEN

EL PRECIO, P DE UN BIEN, EN MILES DE UNIDADES

TIEMPO, t

Ref. Elaboracién propia, con MATLAB.
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Capitulo 10

Problemas Propuestos de Aplicacion en Ingenieria Quimica y QFB.

10.1 Un termdmetro se saca al exterior de una habitacién donde la temperatura del aire es de 95 °F,
afuera la temperatura es de 15 °F, después de 2 minutos el termémetro marca 40 °F, ;cuanto marcara el

termometro en 4 minutos?, ¢ cuanto tardara el termémetro en alcanzar los 20 °F?

10.2 Un tanque contiene 200 litros de agua en los cuales se disuelven 30 g de sal. Una salmuera que
contiene 1 g de sal /galén se bombea hacia adentro del tanque con una rapidez de 4 litro/min. La solucion
adecuadamente mezclada se bombea hacia afuera con la misma rapidez. Hallar los gramos de sal que hay
en el tanque al término de 6 minutos.

10.3 Un cultivo de bacterias crece con una rapidez proporcional a la cantidad presente, si hay 5000
bacterias presentes inicialmente y la cantidad se duplica cada hora. ¢ Cuantas bacterias habra en 4 horas?,
¢en qué tiempo se triplicara la cantidad inicial?

10.4 En una cierta reaccion quimica la rapidez de conversion de una sustancia proporcional a la cantidad
de sustancia que aun no se transforma en ese momento. Después de 10 minutos se ha convertido un tercio
de la cantidad original de la sustancia y 20 gramos se han convertido después de 15 minutos. ¢ Cual era la
cantidad original de la sustancia?

10.5 Se sabe que la variacién de la presion atmosférica con respecto a la altura varia directamente
proporcional a la presion. Si la presién atmosférica al nivel del mar es de 760 mm Hg y la presion en la Cd.
de México es de 586 mm Hg. ¢ Qué presion atmosférica tendra una ciudad que esta 4,000 m sobre el nivel
del mar?

10.6 Dos sustancias Ay B se combinan para formar una sustancia C. La rapidez o velocidad de la reaccién
a la que se produce C, es proporcional al producto de las cantidades de A y B que no han reaccionado.
Inicialmente Hay 40 g de Ay 50 g de B. Por cada gramo que se produce de C, se consume 1/3 gde Ay 2/3
g de B. Si se forman 10 g de C en 5 min, determinar:

a) La ecuacion que determina la cantidad que se forma de C, en cualquier tiempo.
b) La cantidad que se forma de C en 20 minutos.

c) El tiempo en el que se forman 10 g de C
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d) Llenar la siguiente tabla:

Cantidad de C
(x)

Tiempo, t (min)

0
30
60

(s ]

e) ¢ Cual es el reactivo limitante?, ;Cual es el reactivo en exceso?

10.7 En un tanque hay 500 litros de salmuera que contienen 25 Kg. de sal disuelta. Entra agua (solo agua),
en el tanque a razoén de 12 litros por minuto y la mezcla sale en igual cantidad. s Qué cantidad de sal queda
en el tanque al cabo de una hora?

10.8 El compuesto A se transforma en el compuesto B, la rapidez a la cual B se forma varia directamente
proporcional con la cantidad de A presente en cualquier tiempo. Si 10 Ib de A estan presentes inicialmente y
si 3 Ib se transforman en B en una hora. ; Qué cantidad de A se transforma después de 3 horas? 4 En cuanto
tiempo se transforma el 60% del compuesto A?

10.9 Un tanque contiene 150 litros de agua pura. Una salmuera que contiene 1 gr de sal por litros se
bombea dentro del tanque con una rapidez de 4 litros/min. La solucion bien mezclada se bombea hacia fuera
con la misma rapidez. Hallar los gramos de sal que hay en el tanque en cualquier tiempo, ¢ cuanta sal habra
en el tanque una hora después?

10.10 El numero de bacterias en cierto cultivo crece de 5,000 a 15,000 en 10 horas. Suponiendo que la tasa
de rapidez de crecimiento es proporcional al numero de bacterias, encuentra una ecuacion que determine el
numero de bacterias en el cultivo al tiempo t. Calcular el numero de bacterias al cabo de 20 horas. ¢ Cuando
llegara a 50,000 el numero de bacterias?

10.11 El is6topo de Polonio 2'°Po tiene une semivida de 140 dias aproximadamente. Si una muestra pesa
inicialmente 20, mg, ¢cuanto queda t dias después? Aproximadamente, ;cuanto quedara después de dos
semanas?

10.12 Dos sustancias Ay B se combinan para formar una sustancia C. La rapidez o velocidad de la reaccion
a la que se produce C, es proporcional al producto de las cantidades de Ay B que no han reaccionado.
Inicialmente Hay 40 g de Ay 50 g de B. Por cada gramo que se produce de C, se consume 2/3 gde Ay 1/3
g de B. Si se forman 10 g de C en 5 min, determinar:

a) La ecuacion que determina la cantidad que se forma de C, en cualquier tiempo.

b) La cantidad que se forma de C en 20 minutos.
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c) El tiempo en el que se forman 10 gde C

d) Llenar la siguiente tabla:

Tiempo, t (min) | Cantidad de C (x)
0
30
60

(o 0]

c¢) ¢ Cual es el reactivo limitante?, ;y el reactivo en exceso?

10.13 Cierta sustancia radiactiva tiene una vida media de 5 horas, ¢jcuanto tomara a una cantidad
desintegrarse hasta que quede solo el 1% de la cantidad inicial?

10.14 Una particula se mueve a lo largo de una recta una velocidad que es inversamente proporcional al
cuadrado del tiempo. Si el tiempo es de 45 segundos, la velocidad de la particula es de 2375 pies/segundo.
¢ Qué distancia recorre la particula en el intervalo de tiempo [17, 93]?

10.15 El 30% de una sustancia radiactiva desaparece en 15 afnos. Determinar la vida media de la sustancia.

10.16 En una maquina de vapor, la presiéon P y el volumen V del vapor satisfacen la ecuacion PV'4 =K,
donde K es una constante. Calcular el trabajo efectuado por la maquina durante un ciclo, cuando el vapor
inicia con una presién de 160 Ib/plg?, un volumen de 100 plg® y se expande a un volumen de 800 plg?

10.17 Inicialmente habia 110 mg presentes de una sustancia radiactiva. Después de 6 hrs la masa disminuyo
en 3%. Si la rapidez de desintegracion es, en un instante cualesquiera proporcional a la cantidad de la
sustancia presente en dicho instante, calcular:

a) La cantidad que queda al cabo de 24 hrs.
b) La vida media de la sustancia radiactiva.

10.18 Un tanque contiene 80 galones de agua pura; una solucién que contiene 2 libras de sal por galon
entra al tanque a razén de 1galén/minuto, y la solucién perfectamente mezclada sale del tanque a la misma
velocidad. Determinar:

a) La cantidad de sal que existe en el tanque en cualquier momento

b) ;,En qué momento la solucién que sale del tanque contendra una concentracion de 1 Ib de sal /galén?
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10.19 La reaccidon satisface la ecuacion:

ax k(1—2x)%(1
- = — AX |7 — X
I (1—x)

Donde k es la constante de velocidad de reaccion, y x es la concentracion de O, en el tiempo t; las
concentraciones iniciales de O, y NO son iguales a la unidad. Cuanto t=10, se mide el valor de x, sabiendo
que es igual a 4. Determinar la constante k.

10.20 Se sabe que la poblacion de cierta comunidad aumenta en un instante cualquiera, con un rapidez
proporcional al nimero de personas presentes en ese instante. Si la poblacion se duplica en cinco afios.
¢, Cuanto tardara en triplicarse?, ¢ cual sera la poblacion al cabo de 12 afos?
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Apéndices
A. ldentidadesTrigonométricas
1 sen(—x) = —senx
2 cos(—x) = cosx
3sec’x=1+tan’x
4 csc’x =1+ cot®x
5 zen2x = 2 senx cosx
6 cos2x = cos®x — sen’x
7 sen’x + cos?x=1
8 cos?x = %{l + cos 2x)
9 sen(A + B) = senAcosB + cosA senB
10 sen{A — B) = senA cosB — cosA senB
11 cos(A + B) = cosAcosB —sen Asen B
12 cos(A—B) = cosAcosB +senA sen B
13 senA sen B = %cns{ﬂ —B) —%cns{ﬂ+ B)
14 cosAcosB = %CGS{!—‘& —B)+ %CDS{A-F B)
15 send cosB = %sen{ﬁ; —B)+ % sen(A + B)
16 senA + sen B =2 sen%{;—'&+ B}cus% (A—B)

17 senA —sen B = 2 cas%(ﬂ + B}sen%{ﬂ —B)
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18 cosA+cosB=2 ccs%{A+ B}cas%{ﬁ— B)

19 cosA—cosB=—-12 5911%{A+ B}sen%{ﬂ —EB)

20 senx =
CEC X
1
21 cosx =
EBC X
SET X
22 tanx =
coBEx
1
23 tanx =
cotx
1
24 cotx =
tanx
Cogx
25 cotx =
JEaN X
1
26 secx =
CoEx
1
27 cscx =

Eanx

B. Derivadas

* Algebraicas

d
—c =10
1d.x
dx_
2 dx
d
3 jcu =c_—u
g
d d d d
—(ut+trv—w)=—u+—v——w
4 d.;r( j dx d dx
d n n—
— =nx
5 dx
d
6 d—u” = nu" —1u
& 4

duw—udiﬂ-l-wdu
7d.x dx

dx
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* Exponenciales - Logaritmicas

d
1 —e® =¢g*
dx
d
2 . H=pg¥—qu
& 4
1
3 —lnx=-=
d x
4
=1 _ ax®
4 ni =
dx u
d 1
—log_x=
S dx Sa x Ina
dﬂ
d dx
6 —log_ u=—2—
dx g" u Ina
d d
7 —a*=a*lna —u
dx dx
d o —q d , d
8 —uw=vu'!! utuwlhu —v
dx dx dx

e Trigonométricas
d d

1 —senu = cosu —1u
dx dx

d d
2 —cCOSU = —Senu —1u
dx dx

d 5 d
3 —tanu = sec u —1u
dx dx

d . d
4 —rcotu = —csc U —1u
dx dax

d d
5 —secu = secu tanu —1u
dx dx

6 2 C5CU = —CsCU r:om—d i
dx dx
d 2.
— _dx
7 —arcsenu=——
g a,
—_ dx
8_ — aArccosu = — T
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d
d =i
9 —arctanu = 2
dx 1+u
dﬂ
P 4
10 —arccotu = — 2
dx 14w
3
11 —arcsecu = 'L!_xu
dx uvu~—1
a
12 —arcescu = d_!_xu
dax uvu=—1
C. Integrales Basicas
1 J odu=c
zjk du= ku+trc
3 J du=u +rc¢
_uu+1
u” du = +c, n=—1
4 J n+1
5{&“ du = e* +o¢,
6 J senu du = —cosu+«¢
7 J cosi du = senu+c
8 J tanu du = In|secul| +c¢
9[

cotu du = In|sen u|+ ¢

10 J- secu du = In|secu + tanu| +¢

nl

cscu du = Inlescu —cotul| + ¢
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12 J- sec’u du=tanu +¢

J- esc’u du = —cotu + ¢
13
14 J- secutanu du = secu + ¢

J- cscucotu du = —cscu +c

15

u

a
16J-c1 du = lna+r:

riu_l
17J-—— nlul +¢

u

=arcsenu + ¢ (0 —arccosu +c¢)

J’ du
18 J v1—u?

du
—— =arctanu+ ¢, (60— arccotu +¢
1gjl+u- ( )

=arc secu+ ¢, (0 —arccscu + ¢

J’ du
20 ) yvur—1

1
21 J- e du =—e™ +¢

L

1
senaudu = ——cosau + ¢
22 f a

1
cos au du = —sen au +c
23J- a
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer
Orden con aplicaciones en Ingenieria Quimica
y Quimica Farmacéutico Bioldgica
Genaro Altamirano Garcia

Este libro es el resultado del trabajo y la experiencia de 20 afos, al impartir la asignatura de Matematicas I,
en las carreras de Ingenieria Quimica (. Q.) y Quimica Farmacéutico Biolégica (Q. F. B), de la Facultad de
Estudios Superiores “Zaragoza”, UNAM.

La asignatura de Matematicas Il en general, y las ecuaciones diferenciales en particular, son parte de la
formacién basica de los ingenieros quimicos y de los quimicos.

En este libro se describen las generalidades acerca de las ecuaciones diferenciales: qué son, para qué sirven,
cual es la clasificacion de las ecuaciones diferenciales, y por qué las estudiamos en las carreras mencionadas.
Aborda también las ecuaciones diferenciales de variables separables, analiza las ecuaciones diferenciales de
coeficientes homogéneos; estudiamos las ecuaciones diferenciales exactas, las ecuaciones diferenciales
inexactas, las cuéles requieren la busqueda de un factor integrante.

También las ecuaciones diferenciales lineales y estudiamos las ecuaciones diferenciales tipo Bernoulli, en
todos estos temas como en el de las Trayectorias ortogonales, incluimos tanto problemas resueltos como una
serie de problemas propuestos, para que el lector ejercite sus habilidades matematicas en la resolucién de
problemas de este tipo de ecuaciones.

Finalmente nos abocamos a la aplicacién de las ecuaciones diferenciales en la Ingenieria quimica y en QFB.
y aterrizamos la utilidad que tiene esta esfera de la matematica en nuestras carreras. Explicamos con el mayor
detalle la aplicacién de las ecuaciones diferenciales ordinarias en ambitos como la Fisicoquimica, problemas
de Velocidad de Reaccion, Mezclado, Ley de Enfriamiento de Newton y muchas ramas mas de la Quimica y
de la Ingenieria Quimica y proponemos a los lectores la resolucion de unas decenas de problemas de
aplicacion.

A lo largo del libro, se hace uso de herramientas computacionales del paquete de programacion MATLAB
(Laboratorio de Matrices), realizando graficas para que las explicaciones y el analisis de los resultados de los
ejercicios, resulten sumamente didacticos a los lectores de esta obra.

El objetivo de este trabajo es que los estudiantes de las carreras de |. Q. y Q. F. B. de la FES Zaragoza,
cuenten con mas y mejores materiales didacticos que coadyuven en la formaciéon académica de nuestros
futuros profesionistas. Si este esfuerzo contribuye en esa linea, el autor se da por bien servido.
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