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Prologo

En esta obra, usted encontrarda matemdticas para alumnos de nuevo
ingreso a la carrera de Quimica Farmacéutico Bioldgica de la Facultad de
Estudios Zaragoza de la UNAM.

En todas las unidades encontrard el desarrollo exhaustivo de los ejercicios y
ejercicios de refuerzo, que lo ayudaran a entrar al mundo maravilloso de las
matemdticas en la quimica.

Por ultimo pero no menos importante, usted encontrard en cada capitulo la
seccion de “Quimatica”, en donde especialistas de las diversas areas de
ciencias de la salud nos regalan un articulo que vincula las matemadticas con
nuestro gran quehacer en la quimica.

El desarrollo del libro se presenta en cada capitulo asi: caricatura, teoria,
ejercicios, ejercicios de refuerzo, seccidon quimatica y solucion de los
ejercicios impares.

La idea de los autores es compartir sus conocimientos de matematicas en
las que fueron formados en la Universidad pero visto desde la perspectiva
de un quimico, para que usted por medio del texto logre lo que a muchos
les ha costado tanto: entender las matematicas, acreditar el curso de
matemadticas y tener éxito en la carrera.

Podemos decir que es un libro de matematicas para quimicos, escrito por
profesionales de la quimica, enriquecido con articulos desarrollados por
expertos en ciencias de la salud.

Esperamos que este libro le agrade y que sus ejercicios pronto lo conviertan
en un alumno que ame la quimica soportada en las matematicas.

Atentamente los autores.



Quimatica

Propuesta pedagdgica para la ensefianza de las
matematicas en la carrera de QFB

Adriana Herndndez Reyes
Resumen

La matematica resulta intangible para la mayoria de los estudiantes, no la reconocen en las
actividades cotidianas, ni en el entorno que los rodea, asi mismo no identifican sus enormes
aportaciones para comprender y explicar los fendmenos que nos rodean y su relacién y aporte
a otras disciplinas, Unicamente la perciben cdmo serie de operaciones, ecuaciones, numeros,
calculos y férmulas, lo anterior puede ser una de las principales causas del inadecuado
aprendizaje de esta ciencia.

Por lo que quimatica como propuesta pedagdgica aporta respuestas a una de las principales
dificultades en la ensefianza de las matematicas, responder a las dudas de los estudiantes que
surgen antes y durante el desarrollo de la clase: épara qué estudiar matematicas?, épara qué
nos va a servir?, éde verdad lo vamos a utilizar? Estas preguntas reflejan lo dificil que es para
los estudiantes encontrar el sentido de las matematicas en su trayectoria escolar, vida
cotidiana, pero sobre todo desarrollo profesional. Ademas de que la mayoria de los docentes,
aunque tratan de explicar que algunos temas se utilizaran en el campo laboral no se establece
como o cuando, por tanto, para los alumnos es una asignatura mds a cubrir que ademas
presenta gran dificultad.

Por lo que es muy importante aplicar nuevas propuestas para la ensefanza de las
matematicas, debido a que el docente durante su practica debe establecer su importancia vy
relacidn con las asignaturas del programa de estudios de la carrera se QFB, las actividades que
se han desarrollado para los estudiantes tienen como objetivo evidenciar que las matematicas
no son simplemente ecuaciones y numeros, mostrar que sus aportaciones han permitido el
desarrollo cientifico y tecnolégico y la explicacién de los fendmenos de la naturaleza, y la
conexion, relacién o contextualizacion de los conceptos que se estudian en los diferentes
cursos de quimica de la carrera de QFB.



Quimatica como propuesta pedagogica se basa en las propuestas tedricas del aprendizaje
significativo, constructivismo y matematica en el contexto de las ciencias (MCC) (Figura 1).

Constructivismo

Teoria cognitiva A
(Aprendizaje significativo) QU l MAT' CA m

Figura 1. Principios de la teoria cognitiva, el constructivismo y la matematica en el contexto de las ciencias

Fuente: Elaboracidn propia, (2020)

Teoria cognitiva

Se centra en los procesos cognitivos: el pensamiento, la solucién de problemas, el lenguaje, la
formacién de conceptos y el procesamiento de la informacién sus principios son:

e Enfasis en el aprendizaje significativo: El conocimiento nuevo se vincula intencionada y
sustancialmente con los conceptos y proposiciones existentes en la estructura
cognoscitiva (Ausbel, P D, Novak J. D & Hanesian H., 1983, pag 67).

e Participacidn del estudiante de forma activa en el proceso de aprendizaje.

e C(Creacion de ambientes de aprendizaje que permitan a los estudiantes a hacer
conexiones con el material previamente aprendido.

e La estructuracién, organizacién y secuencia de la informacion para facilitar su éptimo
procesamiento.

Son relevantes las aportaciones del cognoscitivismo a quimatica como propuesta pedagdgica
debido a que considera fundamental la vinculaciéon de los conocimientos previos de los
alumnos respecto a las matematicas su importancia y relacidn con otras ciencias, pero también
propone actividades que les permiten entender la relacién con asignaturas subsecuentes de la
carrera de QFB y la practica profesional.

Constructivismo

El constructivismo es una perspectiva psicoldgica, filoséfica y sociocultural que sostiene que las
personas forman o construyen gran parte de lo que aprenden o comprenden, no es una teoria
si no una aplicacién epistemoldgica de la naturaleza del aprendizaje, tiene sus principios en las
aportaciones de muchos investigadores y escuelas del pensamiento como Dewey, Piaget,
Brunner, Vygotsky, Gagné, Ausubel y Novak, que explican la adquisicion del conocimiento
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como

proceso gradual que tiene lugar en el propio sujeto, e incluyen a la interaccidn social

como determinante en el proceso cognitivo.

Mario Carretero (1997, p. 21):

Basicamente puede decirse que es la idea que mantiene que el individuo, tanto en los
aspectos cognitivos y sociales del comportamiento como en los afectivos, no es un
mero producto del ambiente ni un simple resultado de sus disposiciones internas, sino
una construccidon propia que se va produciendo dia con dia como resultado de la
interaccion entre esos dos factores. En consecuencia, segin la posesién del
constructivismo, el conocimiento no es una copia fiel de la realidad, sino una
construccion del ser humano. ¢Con qué instrumentos realiza la persona dicha
construccion?, fundamentalmente con los esquemas que ya posee, es decir, con la que
ya construyé en su relacion con el medio que lo rodea.

Principios:

El alumno construye su propio conocimiento de un modo activo, como resultado de la
interaccion de sus capacidades innatas y la exploracién ambiental que lleva a cabo
mediante propuestas o estimulos que recibe de su entorno.

La inteligencia se forma de esquemas de conocimiento, las que en diversas situaciones
producen conductas especificas, consta de procesos cognitivos y es evolutiva.

El modelo pedagdgico debe estar centrado en el aprendizaje.

El aprendizaje escolar puede darse por recepcion o por descubrimiento, pero ha de ser
significativo.

Los nuevos conocimientos para ser significativos deben incorporarse en forma
sustantiva en la estructura cognitiva del alumno.

b) Ensefianza constructivista

La ensefianza constructivista considera que el aprendizaje humano, es siempre una

construccién interior, aun en el caso de que el educador acuda a una exposicién magistral, no

puede ser significativa si sus conceptos no encajan ni se insertan en los conceptos previos de

los alumnos, por lo que propdsito facilitar y potenciar al maximo ese procesamiento interior

del alumno con miras a su desarrollo.

Las caracteristicas esenciales de la accidn constructivista son;

1. Considera la estructura conceptual de cada estudiante: parte de las ideas y preconceptos

de que el estudiante trae sobre el tema de la clase.

2. Anticipa el cambio conceptual que se espera de la construccién activa del nuevo

concepto y su repercusion en la estructura mental.
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3. Confronta las ideas y preconceptos afines del tema de la ensefianza, con el nuevo
concepto cientifico que ensefia.

4. Aplica el nuevo concepto a situaciones concretas y lo relaciona con otros conceptos de la
estructura cognitiva con el fin de ampliar su transferencia.

Por tanto, requiere para potenciar la ensefianza de:

¢ Generar insatisfacciones con los prejuicios y preconceptos, facilitando que los estudiantes
caigan en cuenta de sus incorrecciones.

Que el nuevo concepto empiece a ser claro y distinto al anterior, muestre su aplicabilidad
a situaciones reales y genere nuevas preguntas y expectativas.

Que el estudiante observe, y comprenda las causas que originaron sus prejuicios y
nociones erréneas.

e Crear un clima para la libre expresiéon del estudiante, sin coacciones ni temor a
equivocarse.

e Propiciar las condiciones para que el estudiante sea participe del proceso de ensefianza-
aprendizaje, desde la planeacidn de esta, desde la seleccidon de las actividades.

Papel del docente

Dentro del constructivismo se considera al docente como aquel profesional reflexivo, que
realiza una labor de mediacién entre el conocimiento y el aprendizaje de sus alumnos, al
compartir experiencias y saberes en un proceso de negociacidon o construccién conjunta del
conocimiento con apoyo pedagdgico acorde a la diversidad de necesidades, intereses y
situaciones en que se involucran sus alumnos; es decir, la funcidn central del docente es
esencialmente orientar y guiar la actividad mental constructiva de sus alumnos, a quienes
proporcionara ayuda pedagdgica ajustada a su competencia. Es importante sefialar que el
docente debe de estructurar experiencias interesantes y significativas que promuevan el
desarrollo cognoscitivo del alumno de acuerdo con sus necesidades y condiciones de este. De
acuerdo con Diaz-Barriga F. (2002), un profesor constructivista debe reunir las siguientes
caracteristicas:

¢ Mediador entre el conocimiento y el aprendizaje de sus alumnos.

¢ Profesional reflexivo que piensa criticamente en su practica- toma decisiones y soluciona
problemas pertinentes al contexto de su clase.

e Promueve aprendizajes significativos, que tengan sentido y sean funcionales para los
alumnos.
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e Presta una ayuda pedagdgica ajustada a la diversidad de necesidades o intereses y
situaciones en que se involucran los alumnos.

Respeta a sus alumnos, sus opiniones, aunque no las comparta.

Establece una buena relacidn interpersonal con los alumnos basada en los valores que
intenta ensenar como: respeto, tolerancia, empatia, convivencia.

Evita apoderarse de la palabra y convertirse en un simple transmisor de informacién, es
decir, no caer en la ensefianza verbalista o unidireccional.

Papel del alumno

Con lo que respecta al papel del alumno, trata de subrayar la importancia de la actividad
constructivista o reconstructivista del educando en su aprendizaje, mediante actividades de
asimilaciéon y acomodacidn de nuevos conocimientos a esquemas precedentes, los cuales a su
vez se van construyendo a partir de los nuevos datos. El alumno que aprende no es
meramente pasivo ante el ensefiante o el entorno. El conocimiento no es un mero producto
del ambiente, ni un simple resultado de las actividades internas del aprendiz, sino una
construccion por interaccién, que se va produciendo y enriqueciendo cada dia como resultado
entre el aprendiz y los estimulos externos. Tal actividad se propicia mediante el ejercicio de la
investigacion, el fomento de la autonomia intelectual y moral, el aprendizaje significativo o la
memorizacién comprensiva, la aplicacién de lo aprendido y los procesos de individualizacién y
socializacidn, el estudiante es el responsable de su proceso de aprendizaje (Limas, V.,2000).

Quimatica se fundamenta en dos de las aportaciones tedricas principales al constructivismo las
de Piaget, que propone que el conocimiento se logra a través de las experiencias individuales
de los sujetos, las cuales influyen en el pensamiento, en el ambito educativo el constructivismo
recomienda tener en cuenta que si los alumnos tienen procesos individuales y esquemas de
pensamiento previos, los maestros deben promover ambientes de aprendizaje donde las
actividades de exploracidn, reto y descubrimiento para el alumno, sean mds importantes que
la ensefianza en si. De esta manera, el estudiante se convierte en el protagonista del
aprendizaje y no el maestro. Desde esta postura, el maestro requiere de una gran capacidad
para observar y explorar las reacciones que van teniendo los alumnos en sus experiencias de
aprendizaje para mediar el proceso de construccién individual.

Asi también y de manera preponderante en el enfoque sociocultural de Vygotsky, que propone
que el conocimiento se construye dentro de un proceso biunivoco en el que la experiencia
individual siempre estd mediada por las interacciones sociales presentes y precedentes. Esto
implica que lo que un alumno aprende, esta filtrado por la cultura, la relacién con los otros, el
asesoramiento continuo y los conocimientos previos, donde el docente es una figura
importante en el desarrollo progresivo de la inteligencia de un alumno, dado que la interaccion
social es estimulante y estructurante de las funciones psicoldgicas superiores que
posteriormente seran interiorizadas por el sujeto que aprende.



Principales aportaciones de la teoria sociocultural, Vygotsky

e Las interacciones sociales son fundamentales; el conocimiento se construye entre dos
0 Mas personas.

e Autorregulacién que se desarrolla mediante internalizacion (representacion interna)
de las acciones y operaciones mentales que ocurren en las interacciones sociales.

e El desarrollo humano ocurre por transmisién cultural.

e El lenguaje es la herramienta mas importante, su desarrollo va desde el discurso
privado al discurso social.

e La zona de desarrollo préoximo (ZDP) la diferencia entre lo que los estudiantes pueden
hacer por si mismos o pueden hacer con el apoyo de otros.

Teniendo los alumnos en sus experiencias de aprendizaje para mediar el proceso de
construccion individual.

También y de manera preponderante el enfoque sociocultural de Vygotsky propone que el
conocimiento se construye dentro de un proceso en el que la experiencia individual siempre
estd mediada por las interacciones sociales presentes y precedentes. Esto implica que lo que
un alumno aprende, de la relacién con los otros, el asesoramiento continuo y los
conocimientos previos, donde el docente es una figura importante en el desarrollo progresivo
de la inteligencia de un alumno, dado que la interaccién social es fundamental para el
aprendizaje, quimatica integra los principios del constructivismo y la teoria sociocultural como
principales fundamentos tedricos que permitiran fomentar en el alumno un aprendizaje
significativo mediante la realizacién de actividades que fomenten el autoaprendizaje y la
colaboracion.

Asi mismo, quimatica incluye las aportaciones de la teoria de la matematica en el contexto de
las ciencias (MCC) que surge en las ingenierias en el nivel superior y se extiende a otras
profesiones de dreas quimico biolégicas y econdmico administrativas.

Matematica en el contexto de las ciencias

La matemadtica en el contexto de las ciencias es el vinculo entre la matemadtica y otras ciencias,
asi como situaciones profesionales y actividades de la vida cotidiana, por lo cual se enfoca a
desarrollar en los estudiantes matematicas para la vida, que les permita actuar de una
manera ldgica, razonada y analitica, considerando los problemas y situaciones que
enfrentaran en su formacion profesional y actividad laboral, mediante la reflexion acerca del
vinculo entre la matematica y otras ciencias que desarrollen habilidades del pensamiento
(Camarena. G, 2003).

Una de las grandes aportaciones de la teoria de la matematica en el contexto de las ciencias es
la metodologia Dipcing Unica en el mundo toma en cuenta las caracteristicas (enfoque,
funcién, vinculacion, significancia) elementos y herramientas que estudiaran en materias
especificas de cada profesion.



También la teoria de las matematicas en el contexto de la ciencia se fundamenta en los
siguientes tres paradigmas (Camarena, 1984, 1995, 1999).

e Las matematicas son una herramienta de apoyo a la disciplina.
e La matemadtica tiene una funcion especifica en el nivel universitario.
e Los conocimientos nacen integrados.

El supuesto filoséfico educativo de esta teoria es que el estudiante esté capacitado para hacer
la transferencia del conocimiento de las matematicas a las areas que la requieren y con ello las
competencias profesionales y laborales se vean favorecidas, asi como la formacidn integral del
estudiante.

Toma en cuenta el proceso de ensefianza como un sistema donde intervienen cinco fases que
se relacionan entre si cada una con paradigmas tedricos que proporcionan el contexto al
disefio didactico de la matemadtica, se explica el fundamento cognitivo de |Ia
interdisciplinariedad en los alumnos y se proporcionan elementos para los conocimientos de
matematicas vinculados al desarrollo profesional (Figura 2).

Existen factores de
tipo econémico, cultural,
Fase cognitiva emocional, social, politico
1992

Fase curricular

1984 o
Matematica en
el contexto de
las ciencias
Sistema donde
interactuan las
cinco fases Fase

Fase docente
1990

epistemologica

1998 o

Figura 2. Elementos para el disefio didactico de las Matematicas
Fuente: Tomado de Camarena Gallardo, P. (2013)

Las etapas anteriores desarrolladas a lo largo de la evolucién de esta teoria constituyen el
referente metodoldgico considerado en quimatica para la integracion de los temas, ejercicios y
ejemplos presentados en éste libro, para que los alumnos durante su formaciéon académica
integren a las matematicas como la ciencia que realiza valiosas aportaciones a la consolidacion
de su desarrollo profesional.
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Presentacion del modelo

Rt Matematicas introductorias para QFB B eEEEELECE

Q

Es una nueva propuesta que responde al programa de estudio de matematicas
para los alumnos de nuevo ingreso a la carrera de QFB. Este libro permitira
subsanar y potenciar las capacidades algebraicas que serdn sustento para el
calculo diferencial e integral, sin olvidar el perfil de aprendizaje: la quimica.

gUEEEEEEEEEEEEEEEm,

.

*
®sssssssnsnnnnnnns?®

b4 *
NN NN NN NN A NN NN SN NN NN NN NN NN AN NN NN NN NN NN NN EENENENENEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEmEnn®

éQué hay en el libro de Matematicas introductorias para QFB?

Existen iconos que indicaran los diferentes componentes del libro:

Indica la tematica de Se desarrolla
cada capitulo, haciendo un ejemplo.
referencia a lo que

aprenderas. '

Se presenta una
definicion tedrica antes
de abordar un tépico.

Quimatica. Es la
conexion que existe
entre las matematicas y
la quimica.

Se presentan al final de cada tdpico ejercicios para desarrollar destreza y comprensién de los
contenidos, identificados:

Ejercicios de refuerzo No. ’

Al concluir cada capitulo se presenta la solucién de los problemas
impares de los ejercicios de refuerzo para corroborar lo realizado.
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|| Sisrema decimal de numeracion

Historicamente el hombre ha tenido la necesidad
Asi canta el de contar objetos y medirlos (ganado y cultivo
principalmente), lo que conllevé a utilizar
sistemas finitos de simbolos llamados nimeros
para representar estas cantidades. Estos
simbolos son utilizados en muchos campos de las
ciencias y de las artes, tal es el caso de la musica
(como se ve en la caricatura) en donde Pitagoras
desarrolld la escala musical.

El sistema de numeracién es una agrupacion de
simbolos, y desde que se conformaron éstos con las distintas concepciones culturales, se tuvo
un simbolo para la unidad, pero la cantidad de simbolos utilizados y la forma en que éstos se
les asignaba un valor era diferente, esto se puede ver en la siguiente tabla:

Tabla 1.1

Bases que se han utilizado para los sistemas de nimeros
Base Etnia

2 Pigmeos némadas

3y4 Tribu sudamericana

5 Campesinos alemanes

10 Egipcios, Chinos, Hindus

12 Diversas culturas

20 Mayas

60 Babilonia

El sistema Egipcio utilizaba para representar a los nimeros “ideogramas” o simbolos que
inician desde la unidad hasta millones; este es el primer sistema desarrollado en base de diez
digitos, lo cual se dio tres milenios antes de cristo (Figura 1.1). El sistema Babildnico data de
1600 antes de cristo y su desarrollo fue en tablillas de arcillas con un estilo de cuiias, también
su base es de diez simbolos, aunque para nimeros grandes (a partir del numero 60) la base
utilizada es sexagesimal. El sistema Griego, estd compuesto por de tres sistemas que fueron el
JAnico; que usaba 24 letras griegas, una letra griega antigua y dos letras fenicias. Los numeros
Romanos, que aln se utilizan, comprenden siete simbolos, utilizando el principio de adicién,
excepto cuando se tiene 4, 40, 400,... 9, 90, 900..., etc.

| N
10

1 100 1000 10,000 100,000 1,000,000

Figura 1.1 Simbolos de la numeracién egipcia
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Sistema de numeracién indoarabigo, inicid en el siglo 11l antes de cristo, el cual evoluciono por
900 afios difundiéndose a los largo de medio oriente, norte de Africa y Espafia y mas tarde en
Europa (Figura 1.2). El sistema de numeracién Maya, los cuales florecieron entre 250 y 900
antes de cristo, inventaron y usaron el cero (Figura 1.3).

I T 9V L7189 P R A A
' 3F 9L A8 g o | oo |see |esee
I T 3¥ 4P g? = Tz [ 5 | 4
I 73R 46A 89 = | | = | ==
I 7 3L Y4Y6GA Q9 ® oo | eee |eece
| 23446 787 20 2 | 22 | 25 | 24
| 23456789 > | o | es |ees |eene
Figura 1.2 Simbolos de la Figura 1.3 Simbolos de la
numeracion indoarabigo numeraciéon maya

Sistema de numeracion posicional

El sistema utilizado en donde el valor de los simbolos (digito), depende de la posicion que
guarde respecto al punto decimal. Todo sistema posicional depende del Conjunto de simbolos
(digitos) y de las operaciones basicas que son la adicion y la multiplicacién.

El sistema de numeracidn decimal consiste en 10 digitos:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,0
Un ejemplo de las operaciones del sistema decimal, se puede ver en las operaciones que
realizaban en el tablero de célculo en China en 480 a.c., utilizando palillos rectos del mismo

tamafio que se colocaban sobre una superficie plana en donde los digitos eran de dos tipos
(Gallardo & Basurto, 2010), segun se ilustra en la siguiente Figura 1.4.

Figura 1.4 Tablero de calculo utilizado en China en 480 a.c.

Expresan 1|12|3 |45 6| 7|8|9

Unidades, centenas y

decenas de millar | ” |” ”” ””| T -”_ T|T “"
Decenas y unidades |—
de millar —=EE§_J—-'J—‘:_I=_é

La posicién del punto decimal y los multiplos de diez se pueden ver en la Tabla 1.2.
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Tabla 1.2

Sistema de numeracion decimal

Orden Unidades Miles Millones
L, . Unidades Decenas Centenas Unidades Decenas de
Posicion Unidades Decenas Centenas ) . . o o
de mil de mil de mil de millén milléon

Valor 1 10 100 1,000 10,000 100,000 1,000,000 10,000,000
Notacié

oracion 10° 10! 102 103 10* 106 107 108
exponencial

Para establecer los nombres de los nUmeros que son muy grandes o muy pequefios se utilizan,
los prefijos con sus respectivos simbolos (Tabla 1.3).

Tabla 1.3

Prefijos utilizados para el sistema de numeracién decimal

Notacién

Prefijo Simbolo . Equivalencia
exponencial
Yotta Y 1024 1,000,000,000,000,000,000, 000, 000
Zetta Z 1021 1,000,000,000,000,000,000, 000
Exa E 1018 1,000,000,000,000,000,000
3 Peta P 1015 1,000,000,000,000,000
S Tera T 1012 1,000,000,000,000
§ Giga G 10° 1,000,000,000
Mega M 10° 1,000,000
Kilo k 103 1,000
Hecto h 102 100
Deca da 101 10
Unidad 100 1
Deci d 1071 0.1
Centi c 1072 0.01
Mili m 1073 0.001
4 Micro U 10°° 0.00000 1
S Nano n 107° 0.000 000 001
E Pico p 10712 0.000 000 000 001
& Femto f 10715 0.000 000 000 000 001
Atto a 10718 0.000 000 000 000 000 001
Zepto z 10~21 0.000 000 000 000 000 000 001
Docto y 10724 0.000 000 000 000 000 000 000 001

Cuando se tiene un valor cuyas cifras corresponde a un nimero muy grande o muy pequefo se
procura escribir éste con el menor nimero posible, por lo que se recurre al uso de los prefijos.
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Por ejemplo un volumen de 0.000035 L, es mejor expresarlo como 35 uL y se lee como treinta
y cinco microlitros, siendo la equivalencia exacta del primer volumen.

(AN EO © © 00000000000 00 00 000 000000000 00 0 0 00
e®s

S Eiemplo |

Exprese los siguientes nimeros, con los prefijos que le corresponda e indique como se lee.

a) 60230000 000 000 000 000 000 gramos.
b) 0.000 000 000 13 litros.

¢) 0.012 mol de Cloro.

d) 0.000 054 metros.

Solucion

a) 60 230 000 000 000 000 000 000 gramos, se expresa como 60.23 Z gr y se lee como
60.23 zetagramos (numero conocido como el de Avogadro).

b) 0.000 000 000 13 litros, se expresan como 130 pL, que se lee como 130 picolitros.

¢) 0.000 12 mol de Cloro, se expresan como 12 mmol, que se lee como 12 milimol de
cloro.

d) 0.000 054 metros, se expresan como 54 um, que se lee como 54 micrometros.

Ejercicios de refuerzo 1.1

Exprese las siguientes cifras utilizando los prefijos que apliquen.
1. 345000000000 000 gramos
0.000 12 mol de I,
0.000 001 5 Litros de agua
. 18000 mol de H,S0,
56 100 000 000 metros

2

3

4

5

6. 0.00000000145 gramos
7. 5090000 000 000 iones de cloro
8. 0.000013lbdeHg

9. 0.0000000029 gde CuSO,

10. 827 000 000 000 atomos de H,
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|2 Operaciones arimeticas

Las operaciones aritméticas son las conocidas como bdasicas en los nimeros, en éstas se
encuentran la suma, resta, producto y division.

Recordemos que para la suma y resta en los fraccionarios, se debe homologar el denominador
(Minimo Comun Denominador) y realizar la suma de los numeradores.

Para el producto recuerde que se multiplican los numeradores y los denominadores y
finalmente para los cocientes se realiza producto cruzado.

Realice las operaciones que se indican de las siguientes cantidades:

9+3 b31+3 (5)(9) d21'6
@) 5+3 )33+3 DAY )25+ 3

Solucién

a) Para estas fracciones el minimo comun denominador es 10.

9+3_18+15_33_ 3
5 2 10 10 " 10

b) Para este inciso el minimo comin denominador es 12.

31+3_40+9_4-9_ 1
3 4 12 12 12

¢) Se multiplica numerador con numerador y denominador con denominador.
(5)(9)_45_15-3_15
6/\2) 12 4-3 4

d) Para este caso se realiza producto cruzado.

1 6 11 6 117 77

5 7 5 7 6-5 30
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Ejercicios de refuerzo 1.2

Realice las operaciones indicadas en cada ejercicio.

12 7 17 2 1 2 6 1
1. —+3 15, —+3-3 18. 1Z+3z-23
4 1 6 3 7 1

12. 55—1 16. 7—1(5) 19 45—21
1\ /2 1\ /3\ /1 2 4 1
13. (7)(5) 17. (5)(1)(5) 20. =33-13-25
2 11

|3 aignos de agrupacion

Los signos de agrupacién utilizados en operaciones aritméticas son:
Paréntesis ( )
Corchetes [ ]
Llaves { 1}

Entendiendo que la operaciéon contenida entre alguno de estos signos debe resolverse de
acuerdo con el siguiente orden: primero lo contenido entre paréntesis, seguido del corchete y
por ultimo, lo que esta entre las llaves. Esto es considerando la regla de los signos; es decir, si
precede un signo positivo a un signo de agrupacién, los signos dentro de éste se mantienen;
mientras que si el signo que precede al signo de agrupacion es negativo, los signos de cada
miembro dentro de la agrupacion, cambian.

Por ejemplo si tenemos a + 3b + (a — b — ¢), se aplica la regla de los signos para descartar el
paréntesis, es decir:

a+3b+a—b—c=2a+2b-c
Pero si tenemos un signo negativo que precede a un paréntesis entonces sera:
a+3b—(a—b—rc)
Lo cual se resuelve como:
a+3b—a+b+c=4b+c

Para realizar operaciones con varios signos de agrupacion, debemos empezar por los
paréntesis, seguidos de los corchetes y finalmente las llaves, por ejemplo tenemos:

2a —3b —{4a + [5a — 3b — (2c + 3b)]}
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Primero se comienza por el paréntesis, se cambian los signos para tener:

2a —3b —{4a + [5a — 3b — 2c¢ — 3b]}

Ahora los corchetes, como es positivo se quedan igual:

2a —3b —{4a+ 5a — 3b — 2c — 3b}
Finalmente las llaves:
2a—3b—4a—-5a+3b+2c+3b=—-7a+3b+ 2c

Ahora un ejercicio en el que se tiene que operar un signo acompafiado de un valor numérico
en los signos de agrupacién, con el uso de fracciones:

Realiza las operaciones que se indican de las siguientes cantidades:
4 2b ! ! 3 4b ! 2b
a=2b=z{aty[3e- 40— 3+ 2m)]

Solucion

Primero se multiplica un -1/4 por lo que esta dentro del paréntesis:

4q —2b 1{+1[3 4p— 2 Zb]}
a 34T 21° 4“7 %

Se realiza la operacién dentro de los corchetes:

4q —2b 1{+1[3 op 1 ]}
a 3a 2 a 2 C

Ahora se multiplica 1/2 por el resultado encontrado para quitar los corchetes:
4a—2b -2 { Sl }
¢ 31" 724717 T8¢
Se realiza la suma de los factores comunes:
; 0 1{5 9b 1 }
¢ 312% 27 " 8¢
De la misma forma se multiplica 1/3 por lo que esta dentro de las llaves.
4 2b > + ? b + !
a 6a 24c

Finalmente se realiza la operacidn con los términos comunes quedando:

15 1
4a— b—§{a+2[3a— b——(c+2b)]} —a—ﬁb+ﬁc

8
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Ejercicios de refuerzo 1.3

Realice las operaciones indicadas en cada ejercicio, respetando los signos de agrupacion.

21 4(1+3) !
- \274) 5

22 3<4+1) 2(3+1)
" 7\5 73 2" 4

23 1(5 3) 3(2 7)
© 237 a\“* 77

24. 2b+|3 1(2 3b>
. +[a—§ a+Z ]

s 3D d-o(e3)
il gl-Be-o)

114 5 2 1
27. —z|za->(ta-3b)| +35a

2

o)}

28. 4a—%[(%a+1)—;(2a+3)]
20. 3za~3[ta~2(30-3)|}-3[3a o]

30. E[Za—%(S —a)]}—§{6— 2 [4a—§(4— 3a)]}

|4 Operaciones que permifen comparar magnifudes

Existe muchas operaciones que se realizan de suma, resta, producto y division con la
peculiaridad que estas cantidades tienen un nimero distinto de digitos, por ejemplo la suma
de 0.000013 con 0.00000016 es mas sencillo hacerla con notacion cientifica de base 10.
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% Definicion

Para la adicién y sustraccion de magnitudes distintas, se expresan las cantidades con el
mismo exponente de una base 10 y se realiza la operacion.

Recuerde que para expresar cifras con la misma potencia se debe tomar en cuenta lo
siguiente:

Aumentar la potencia: se recorre el punto decimal hacia la izquierda tantas veces se
incremente.

Disminuir la potencia: se recorre el punto decimal hacia la derecha tantas veces se disminuya.

Por ejemplo se tiene el nimero 6.5 X 10™* y se necesita expresarlo con una potencia de -3,
por lo que recorremos el punto decimal una posicion hacia la izquierda, teniendo:

6.5 % 107* = 0.65 x 1073
Ahora el nimero 2.85 x 103se requiere escribirlo con una potencia 2, por lo que se traslada el

punto decimal, una posicién hacia la derecha.

2.85 x 103 = 28.5 x 102

Eemplo 4

Realice las operaciones indicadas:
a) (7.49 x 10%) + (2.5 x 103)
b) (2.23x1072)—(4x1073)

Solucién
Para el inciso a) se tiene:
Primero se selecciona la potencia de 4 para expresar ambas cantidades.
(7.49 x 10%) + (0.25 x 10%)
Ahora se suman las cantidades:

(7.49 + 0.25) x 10*

7.74 x 10*

10
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Para el inciso b) se tiene:

Se expresan las cantidades con la potencia de -2.
(2.23x1072) — (0.4 x 1072)

Ahora se suman las cantidades:

(2.23 — 0.4) x 1072

1.83 x 1072

En el caso del producto y de la divisién no es necesario homologar las potencias de base diez,
solo seguird las leyes de las potencias.

% Definicion

Para el producto de magnitudes distintas los exponentes se suman y en la divisién, los
exponentes se restan.

Realice las operaciones indicadas:
a) (4.6 x10%)(3.1 x 103)
b) (79x1072) +(4x107%)
Solucién

Para el inciso a) se tiene:

(4.6 x 102)(3.1 X 103) = (4.6)(3.1) x 102+3

14.26 x 10°
Se ajusta el punto decimal.

1.426 x 10°

11
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Para el inciso b) se tiene:
Se expresan las cantidades con la potencia de -2.
(7.9 x1072) + (4 x 107%) = (7.9 + 4) x 1072~ (4

1.975 x 102

Para estimar el orden de magnitud tanto de valores muy grandes como de muy pequeios, no
es crucial una respuesta exacta sino de un valor “aproximado”. Por ejemplo si se desea
conocer el area de una circunferencia de radio 9.5 cm, se puede decir que el radio es 10y 1t es
3, por lo tanto:

A = nr?

A =~ 3(10 cm)? = 300 cm?

En estas estimaciones no se toman en cuenta las cifras significativas. La respuesta no es
exacta, pero es una buena aproximacién con la que se puede comparar de manera rapida una
magnitud. La notacién cientifica de base diez es muy conveniente para hacer operaciones y
estimaciones, en lo que se conoce como orden de magnitud. Por ejemplo el radio de la tierra
es de 6.4 X 10° m, esto es de 10 m.

“ Definicion

El orden de magnitud basa sus operaciones en expresar una cantidad de potencia 10 mas
cercana al valor real.

Por ejemplo en la Tabla 1.4 se presenta el orden de magnitud de algunos cuerpos o distancias.

Tabla 1.4

Ejemplos de orden de magnitud

Sistema Orden de magnitud (m)
Nucleo del 4tomo 10715

Atomo 10~10

Virus 1078 a 1077
Bacteria 10~ a 107°
Acaro 1072

Altura del Everest 103
Distancia Tierra-Sol 1011
Distancia Sol-a Centauri 106

12
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Eemplo b

Estime la cantidad de 4tomos que existen en 1 cm® de un sélido. Dato: el didmetro aproximado
de un dtomo es de 10710 m.

Solucién

Volumen sélido

Numero de atomos = ,
Volumen de un atomo

1cm?
3/4m (10719 cm)3

Numero de dtomos =
Numero de dtomos ~ 103°

Las aplicaciones de las 6rdenes de magnitud son variadas y se aplican en el estudio de las
ondas sonoras, almacenamiento digital, ondas electromagnéticas, rango audible etc.

Medidas de almacenamiento digital

El almacenamiento digital se mide en bits (s6lo toma dos valores, 0 y 1), para un grupo de 8
bits se constituye un byte éste a su vez toma 28 valores (es decir 256). Un ejemplo de sucesién
se puede ver asi:

8000 000

1 Megabyte es 10° bytes y almacena hasta 2 numeros diferentes

Medidas de ondas electromagnéticas

Las ondas electromagnéticas son el soporte de las telecomunicaciones en el planeta, gracias a
ellas el desarrollo tecnoldgico ha llevado a que la comunicacion sea inalambrica. Las ondas
electromagnéticas se pueden ordenar mediante un espectro (Figura 1.5), que utiliza para
describirlas; la longitud de onda, que van desde muy pequefias rayos Gamma (y) hasta muy
grandes ondas de radio largas, correspondiendo las longitudes de onda a una orden de
magnitud.

13
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Figura 1.5 Espectro electromagnético

Espectro visible

«—— Frecuencia (v)

Hertz
2107?10 10® 10" [10** 107 10" 10® 10° 10" 10° 10°
| | | | | | | | | | | | |

10
) ) Ondas )
Rayos v Rayos x Uy Infrarrojo  |Microondas } Ondas de radio largas
de radio
T T T T T T T T T | T T
10 10" 102 10 10® 10° 10 10% 10°  10* 10* 10®  10%

metros

Longitud de onda (A) ———»

Eemplo /

Estime la cantidad de Hercios de la frecuencia de la luz visible (A=570nm). Recuerda que

f=c/A

Solucion

Se utiliza la definicion matematica de frecuencia (donde c es la velocidad de la luz 3 X
108 m/s):

_C
8 f_l
3x10°m/s
=—— % —523x 10571
f=570x109m = 23X 107

Esto se representa como
5.23 x 10*Hz

Utilizando los prefijos sera:
523 THz

Ejercicios de refuerzo 1.4

Realice las operaciones utilizando una base 10 comun a las cantidades.

31. (3.34 x 103) + (1.20 x 10%) 36. (6.49 x 103) + (8.01 x 10?)
32. (4.7 x 10%) — (6.6 X 10%) 37. (5.6 x 10°) — (1.3 x 107)
33. (9.37 x 107) + (9.9 x 10°) 38. (3.37 X 107>) — (6.61 x 1073)

14
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34. (3.75 X 1073) — (8.61 x 10™%) 39. (4.31 % 1079) + (5.58 x 10711)

35. (4.23 x 1075) + (9.47 x 107) 40. (5.99 x 1013) + (2.79 x 1014)

Realice las operaciones de producto o cociente indicadas.

41. (4.2 x 103)(3.9 x 10°)

42. (6.8 x 10%)(4.23 x 1071)

43. (9.1 x 1073)(1.2 x 1072)

44, (7.3 x 10%)(8.5 x 10™%)

45. (3.2 % 107%)(1.9 x 1072)

46. (6.3 x 10%) + (2.7 x 10%)

47. (1.1 x 107*) = (3.5 x 10®)

48. (6.3 x 10%) = [(2.7 x 10°) + (4.1 x 10%)]
49, (4.7 x 103)[(2.1 x 10%) — (3.2 x 103)]

5o, (92%10%)+ 3B1x10% (8.01x1072)
L (47x10%)(52x107%) T

Estime el orden de la magnitud de la operacion que se pide.
51. La cantidad de 4tomos que existen en un gramo de acido nitrico.
52. La cantidad de iones de un kilogramo de cloruro de sodio.

53. La cantidad de alfileres que se necesitan apilar para cubrir la distancia de la tierra a la luna
(la distancia promedio entre la tierra y la luna es de 3.8 x 10° km).

54. El tiempo que le toma a la luz viajar desde el sol hacia el planeta Jupiter (considere que la
velocidad de la luz es 3 x 108).

55. éCudl es el orden de magnitud de la estrella mas cercana al Sol en metros?

Calcule la cantidad de Hercios para las siguientes radiaciones electromagnéticas.
56. Para los rayos gamma que llegan hasta 10 pm de longitud.
57. Para el infrarrojo cuya longitud de onda es 1mm.

58. Para la radiacién de microondas con una longitud de onda de 20 cm.

15
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15 Valor absolufo

El valor absoluto es una magnitud, que se le conoce como maddulo, su valor numérico va mas
alla de su signo; es decir, su valor numérico esta exento del signo, positivo o negativo.

“ Definicion

El valor absoluto se escribe entre dos barras verticales |A| y su valor carece de signo.

Por ejemplo:
x| =2
Puede significar que

x=-=2 o) x =2

Propiedades de valor absoluto

Las propiedades de valor absoluto poseen una serie de propiedades con respecto a la suma, el
producto, el cociente y las conocidas como desigualdad triangular (se le dice asi debido a que

la suma de las longitudes de dos lados cualesquiera es siempre menor a la longitud del otro
lado).

1. |ab| = |a| |b| 3. |la+b| < |a| + |b|
2 [4=12 4. la—b| = lal - |b]
-1 | >

Desigualdades con valor absoluto

En muchas ocasiones se necesita indicar algun valor numérico comprendido en un intervalo
utilizando el valor absoluto, para tal caso se tienen los siguientes cuestiones:

1. |A|<a Significa que A cumplecon: —-a<A<a
2. |Al = a Significa que A cumplecon: A<-a 6 A=a
3. Al <a Significa que A cumplecon: —a<A<a
4. |Al > a Significa que A cumplecon: —a > A4 6 A>a
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Encuentre el conjunto que da solucidn para:

a) |x| =12 b) |x|] <-3

Solucion a)

Observe que aplica el segundo caso, por lo que el intervalo que satisface es:

x < —12 0 x>12
| | I >
-12 0 12

El conjunto solucién es:

Solucion b)

Ahora se utiliza el primer caso, por lo que el intervalo que satisface es:

—(-3)<x<-3
3<x<-3
<—| —»>
| | >
-3 0 3

El conjunto solucién es:

(—o0,—3] U [3, )

Desigualdades con valor absoluto compuesto

Cuando existe una operacidn algebraica dentro de las barras verticales se tiene un valor
absoluto compuesto, la manera de resolver dichas desigualdades se hace primero
identificando los casos y después se realizan las operaciones algebraicas necesarias.
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Eemplo J

Encuentre el conjunto que da solucién para |2x + 8| < 12

Solucién

El caso que aplica es el niUmero tres, por lo que el intervalo que satisface es:
—-12< (2x+8) <12
Se agrupan los términos constantes pasando a la derecha y al izquierda el —8.

-12-8<2x<12-8

—-20<2x <4
Ahora se transpone el nimero dos.
—20 <x< 4
2 ~*%32
-10<x<?2
l 1 >
-10 0 2
El conjunto solucién es:
(-10,2)

[ XX]© ©0000000000000000000000000000000000
Eemplo [0

Encuentre el conjunto que da solucién para |4 — 2x| < 16

Solucién

Se observa que el valor de la incdgnita es negativo por lo que se multiplica por -1 y se invierte
el signo de desigualdad.

|2x — 4| > —16

El caso que aplica es el nUmero cuatro, por lo que el intervalo que satisface es:

—(~16) > 2x— 4 6 —16>2x—4
16 > 2x — 4 6 —16>2x—4

18
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Se suma en ambas desigualdades el 4.

16 +4 > 2x 0 —16+4 > 2x
20 > 2x 0 —12 > 2x
Se reordena.
—12 > 2x 0 20 > 2x
Se transpone el 2.
—-12 i 20
— > x 0 > > x

El conjunto solucidn es: | i | »

(=%,-6) U (10,0)

Ejercicios de refuerzo 1.5

Obtenga el conjunto solucidn para las siguientes desigualdades:

59. |x| <3 63. |x| < —2 67. |x+3| <6
2—Xx
60. |x|>1 64. |x| > 4 68. | - |25
11 3
61 |yl <—2 65. |x+5|>3 69. |x+§<Z
5
62. la| >~ 66. |x—2| <1 70, |2-% <1
. a_2 . X . 7 _3
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b Reglas para conocer i un nomero es diisible enre ¢, J, v,
[yl

Las reglas de divisibilidad son criterios que sirven para dividir un nimero entre otro y se tenga
como resultado un residuo de cero. El uso de los criterios de divisibilidad son para:

a) Encontrar los divisores de un nimero.
b) Descomponer un nimero en sus factores primos.
c) Simplificar fracciones.

Criterio del niumero 2
Todo numero es divisible entre 2, si el nUmero terminaen 2, 4, 6, 8, 0.
Criterio del nimero 3

Todo numero es divisible entre 3, si la suma de los digitos del nimero es 3 o multiplo
de 3.

Criterio del numero 5

Todo numero es divisible entre 5, si el nimero terminaen 5 6 0.
Criterio del nimero 6

Todo numero es divisible entre 6, si el nimero es divisible entre 2 y 3 a la vez.
Criterio del numero 7

Todo numero es divisible entre 7, si el valor absoluto de la diferencia del doble de la
ultima cifra y la cantidad formados por los digitos restantes son 0, 7 6 multiplo de 7.

Criterio del numero 8

Todo nimero es divisible entre 8, si los 3 ultimos digitos del niumero son multiplos de 8
6 son cero.

Criterio del numero 9

Todo numero es divisible entre 9, si la suma de los digitos del nimero es 9 o multiplo
de 9.

Criterio del nimero 10
Todo numero es divisible entre 10, si el nimero termina en 0.
Criterio del nimero 11

Todo numero es divisible entre 11, si el valor absoluto de la diferencia de la suma de
los digitos que ocupan la posicidn non con la suma de los digitos que ocupan posicion
par es 0, 11 o multiplo de 11.
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Utilice los criterios de divisibilidad para el numero 792.
Solucion

Se dibuja una tabla y en ella se coloca el criterio que aplica y el que no lo hace.

Criterio Regla Aplica
2 El nimero termina en par. l‘
3 La suma de los digito 7+9+2=18, el cual es multiplo de 3. |‘
p Los dos ultimos nimeros se pueden dividir entre cuatro l‘

92/4=23.
5 El nimero no termina en 5 ni en cero. 8
6 Si es divisible entre 2 y 3 al mismo tiempo I‘
; Se hace la operacion |2(2) — 79| = 75, no es multiplo de e
7.
8 Si es divisible entre 4 y dos al mismo tiempo. I‘
9 Como es divisible entre 3, también entre 9. I‘
10 No termina en cero. 8
11 Se hace la operacion |(7 +2) — 9| = 0. l‘

Por lo tanto el 792 es divisible entre 2, 3, 4,6, 8,9y 11.

Femplo I2

Simplifique las siguientes fracciones utilizando los criterios de divisibilidad.

345 879

Y 533 b) 133
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Solucion

Para el inciso a) se dibuja una tabla y en ella se coloca el criterio que aplica para el numerador
y denominador.

Criterios | Simplificacion
Numeros

2 3
345 D b 115
222 ol | vy 74

Se simplifica dividiendo tanto el numerador como el denominador entre 3

345 115
222 74
Ahora para el inciso b)
Criterio | Simp. | Criterio | Simp. | Criterio | Simp.
Numeros
2 2 3
876 u‘ 438 l‘ 219 l‘ 73
432 l‘ 216 l‘ 108 l‘ 36
La fraccidn simplificada es:
876 73
432 36

Ejercicios de refuerzo 1.6

Obtenga el conjunto solucidn para las siguientes desigualdades:

71. 5040 72. 692 73. 1215
74. 3614 75. 17898 76. 29678
77 45 78 325 79 1215
" 120 T 422 © 890
80 526 81 276 82 8924
- 327 © 1320 - 16782
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|7 Nomeros primos Criba de Erardstenes]

La Criba de Eratdéstenes es un método generado en la antigua Grecia, éste consiste en filtrar los
nimeros compuestos, para solo quedarse con los que son divisibles entre ellos mismos y el
uno.

El procedimiento de cribado se enlista a continuacién.

Se elimina el 1.

Es 2 es el primer nimero primo, ahora se excluyen los multiplos de 2.
El 3 es el segundo nimero primo, se eliminan los multiplos de 3.

El 5 es el tercer nimero primo, se eliminan los multiplos de 5.

El siguiente niUmero primo es el 7, se suprimen los multiplos de 7.

Se continua el procedimiento.

I B o T @ I © S <))

Los numeros cribados (en color blanco) se pueden observar en la siguiente tabla.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20

21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40

41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60

61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70

71 | 72 | 73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80

81 | 8 | 83 | 8 | 8 | 8 | 8 | 88 | 8 | 90

91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

Los primos encontrados en una criba de 100 numeros son:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97.
El Unico primo par es el 2 y los primos inversos son cuatro parejas:

13 = 31

17 71

37 73

b

79 97
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¢PARA QUE NOS SIRVEN LOS NUMEROS PRIMOS?

La seguridad en la comunicacidén en nuestros dias es de suma importancia, la proteccion
de datos considerados como sensibles como pueden ser contrasefias, firma electrdnicas,
datos personales entre otros, se “encriptan” a tal grado que ni el propio administrador
tenga conocimiento y acceso a la informacién, hoy en dia la proteccién del correo

electrénico usa nimeros primos de cientos de cifras.

Una forma convencional para proteger la informacidn es utilizando los nimeros primos,
por ejemplo en 2016 en la Facultad de Ingenieria de la UNAM se encontré un nimero
primo de un millén mil 953 digitos, este titanico numero figura dentro de los 200 mas

grandes conocidos.

La factorizacién de los nimeros primos gigantes del orden de 10'®

es tan dificil que se
otorgaba hasta 2005 un premio de 100,000 dolares, en la practica es casi imposible
recuperar su factores. Hasta ahora el numero primo mas grande fue encontrado en 2017
por el profesor Curtis Cooper de la Universidad Central de Missouri, la cifra es
274207281-1. o5 decir, el dos multiplicado por si mismo 74 207 281 millones de veces

menos uno, el resultado es un nimero que tiene mas de 22 millones de digitos.

En versiones anteriores de equipos de computo de Pentium I, Il y Pro se ponian a prueba
mediante la factorizacion de nimeros primos, actualmente esto se hace en computadoras

cuanticas.

|8 Facrorizacion de un enfero positivo en nimeros primos

El objetivo es escribir o representar cualquier nimero como la multiplicacion de numeros
primos, este procedimiento es importante para la criptografia.
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Eemplo 13

Factorizar 12120 utilizando los nimeros primos.
Solucién

Se inicia con el primer nimero primo, ya que por criterios de divisibilidad se puede hacer la
operacion y se continta con los siguientes.

12120 + 2 = 6060
6 060+ 2 = 3030
3030+ 2 =1515
1515+ 3 =505
505+5=101

El nimero se puede representar como:
12120=2%x2%x2x3x5x%x101
Ahora se expresan como potencia los nimeros que se repiten.

12120 =23 x3 x5x 101

Ejercicios de refuerzo 1.7
Factorice las siguientes cifras, utilizando los niimeros primos:
83. 48 85. 126 87. 1248 89. 404250
84. 1520 86. 840 88. 5445 90. 33075
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Quimatica

Resolviendo enigmas biomédicos con la teoria
de conjuntos: de lo molecular a la clinica

Escrito por: Javier Oswaldo Rodriguez Velasquez

Médico y cirujano

Director Grupo Insight, Asociacién Colombiana de Neurocirugia Bogota, Colombia

Como en todas las ciencias, existen
problemas fundamentales en medicina que
han sido observados, formulados vy
resueltos por medio de numerosos
abordajes a lo largo de la historia. Sin
embargo, asi como se han obtenido nuevos
avances tecnoldgicos, epidemioldgicos y
clinicos en las ultimas décadas, también se
han ido generando nuevos interrogantes
de interés biomédico sin una respuesta
clara y  definitiva. El abordaje
multidimensional de la fisica tedrica y la
matematica a los problemas de todas las
ciencias ha permitido que algunos de estos
problemas puedan ser resueltos bajo una
perspectiva acausal, en la que no se busca
explicar las relaciones de causa-efecto de
los problemas, sino que se diluciden las
relaciones entre algunas variables que
permitan caracterizar los fenémenos.

Por ejemplo, en la biologia molecular, uno
de los mas grandes interrogantes
formulados hasta hoy, se relaciona con la
unién de algunas de las proteinas de
agentes patdégenos como virus y los
pardsitos por el antigeno leucocitario
humano (HLA), una molécula encargada de
presentar estas proteinas para que se
generen respuestas inmunes en su contra.
Por medio de la teoria de conjuntos, se
desarrolld una metodologia general en la
que se definieron 8 reglas basadas en
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observaciones experimentales y tedricas
gue se asociaron a 6 conjuntos de péptidos
que incorporan algunas de las operaciones
de la teoria de conjuntos como la
interseccion y unidén para determinar
aquellas secuencias de péptidos que
presentan unidn y no union al HLA clase Il
La primera aplicacion de este método
general permitié caracterizar los péptidos
de unién y no unién con una precision del
95.7% y 100% respectivamente (1). De
manera similar, esta teoria fue usada para
caracterizar los péptidos de alta union al
receptor del glébulo rojo al estudiar 79
secuencias de la proteina MSP-1 de P.
falciparum, mediante la definicién de 5
reglas (2).

En el contexto de la infeccidén por VIH, se
ha observado que conforme avanza la
enfermedad, progresivamente disminuyen
los linfocitos CD4", fundamentales para el
sistema de defensa humano. Sin embargo,
la medicion de este grupo celular se realiza
mediante la citometria de flujo, un examen
costoso y especializado que no estd
disponible en los lugares con mayor carga
de la enfermedad. Por esta razon, se
desarrollé una metodologia por medio de
la teoria de conjuntos que permite predecir
los recuentos de CD4" con base los
recuentos de leucocitos y linfocitos del
hemograma, un examen mucho mas



asequible. Asi, se desarrollaron triplas de
valores de estas células con las cuales
cuatro conjuntos y algunas relaciones
matemadticas de conjuntos se establecieron
entre ellas en rangos de leucocitos,
encontrando que los recuentos menores a
570 CD4'/uL pueden predecirse con una
efectividad de hasta el 100% con
comprobaciones experimentales hasta con
800 pacientes (3-9).

Finalmente, se ha evidenciado que algunas
variables comunmente evaluadas en la
Unidad de Cuidados Intensivos en los gases
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arteriales, como la presidon arterial de
didxido de carbono o la saturacién venosa
de oxigeno, pueden ser analizadas como
conjuntos sobre los cuales se establecen
uniones e intersecciones para predecir
mortalidad independiente de la
enfermedad, con una precision del 100%
en términos de sensibilidad y especificidad
(10).

Estas aplicaciones son tan solo algunas de
las tantas de esta teoria para resolver los
enigmas de las ciencias biomédicas.
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Capitulo 1. Conjunto de numeros reales

1. 345Tg 3. 12mg 5. 56.1Gm 7. 5.09 Piones de cloro 9.29 pgdeCUSO,

1.2 132 s 36 g0 L g0 oM 2 3 22 a5 0,
" 15 " 35 " 15 8 ©f27 "5 - g 3¢ R

5 4 3
27. 3a—ﬁb 29. §+Eb—3a 31. 1.534x10* 33. 9.469x107 35. 5177 x 1075

37. 5587x107° 39. 436x107° 41. 1.638x10° 43. 1.092x10™* 45. 6.08x107°
47. 3.14x 107 49, 98x10% 51. 3.3 x10224tomosde HNO; 53. 10°alfileres

55. 10%° 57. 300GHz 59. (-3,3) 61. (—,2] U [2,0) 63. (—%,—6) U (6,)

65. (-00,—8) U (-2,0) 67. [-93] 69. (—5,2) 71. Divisible entre2,3,5,7y 9

73. Divisible entre 3,5y 9 75. Divisible entre 2,3,6 77. Daivisible entre 3y 5

79. Divisible entre 5 81. Divisibleentre2y3 83. 2*x3 85. 2x3?2x7 87. 25x3x13

89. 2x3x52x7x11
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Tacciones

LO QUE APRENDERAS. . .

2.1 Representacioén gréfica de fracciones como parte de la unidad.
2.2 Representacion de la recta numérica.

2.3 Fracciones equivalentes.

2.4 Comparacion de fracciones y simplificacidn de fracciones.

2.5 Operaciones con fracciones aritméticas y algebraicas.
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c1  Representacion grafica de fracciones como parte de f3
Unidad

El uso de las fracciones se remonta a la época de los babildnicos,

pero fueron los hindus los que establecieron las reglas para

2Qué tengo que operarlos. La palabra fraccidon proviene del latin “fractio” que
hacer para la . “« ” . .

curva estindar? significa “quebrar”, por tal motivo a las fracciones se les han

- conocido como “quebrados”, existen palabras utilizadas que

hacen referencia a las fracciones, tal es el caso de la caricatura
presentada.

Divide y
venceras

q a
Las fracciones son de la forma: 5

Donde a y b son niumeros enterosy b #+ 0

Hablando de conjuntos, las fracciones pertenecen a los racionales como se ve en la Figura 2.1.

Figura 2.1 Conjunto de los nimeros racionales

Positivos
Enteros

Negativos

(%]
Q
©
c
.
o
©
o

Expansiones finitas
Fracciones

Expansiones infinitas periddicas

Se puede representar una fraccién como parte de la unidad, en una recta numérica o con
algun material de laboratorio (como una probeta). Todas las fracciones tienen una expansion
decimal, las cuales pueden ser finitas o infinitas y periddicas puede ser pura (la periodicidad es
en todos los decimales) y mixta (la periodicidad empieza después de algunos decimales). Se
pueden establecer las siguientes reglas para las expansiones de las fracciones:

Tabla 2.1

Tipos de expansiones fraccionarias

Expansién Denominadores Ejemplo

Decimal finita 2y5 1/2=10.5
Decimal infinita pura No tengan 2y 5 2/3 =0.666...
Decimal infinita mixta 2, 5y otros factores. 5/6 = 0.8333 ...
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Capitulo 2. Fracciones

Observe que para la expansién decimal infinita mixta, el 6 resulta de la multiplicacién de 2 por
el numero primo 3.

Una fraccién puede ser representada como la parte proporcional de un objeto. El objeto
puede ser cantidad de materia como: masa, volumen (en sus tres estados de agregacién), mol;
o energia por ejemplo la presion, quantum, longitud de onda, entre otras. Existen dos casos
para una fraccion:

i. a < b Fraccion propia.
ii. a > b Fraccion impropia.

Para la fraccion propia, el cociente da como resultado un valor menor a 1 y para la fraccion
impropia, el cociente de la fraccidn arroja un valor mayor a 1. Por ejemplo tenemos los
siguientes cocientes:

Fraccion Tipo
4
5 4 <5 Propia
8
3 8>3 Impropia

Po lo tanto si se representa una fraccion propia se utiliza sélo un objeto como una
circunferencia, un cuadrado un triangulo o alguna otra figura geométrica, pero si se
representara una fraccién impropia se necesitard mds de un objeto.

Represente las siguientes fracciones como parte de la unidad:
3 b 2 6 4 4
V3 )3 97 )3

Solucion

Se relacionan los numeradores de cada fraccion con el poligono correspondiente y
sombreamos la cantidad que indica el numerado.

3 2 2
5 3
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Capitulo 2. Fracciones

Ejercicios de refuerzo 2.1

Represente las siguientes fracciones como parte de la unidad:

3

| w

17 2 39 47 5 6
: . © 2 -3 . .

cC  Represenracion de fa recta numérica

Recuerde que la recta numérica estd representada por una linea recta en la cual se localiza el conjunto
de numeros reales a los que se les asigna un lugar especifico en ella.

Para ubicar una fraccion en la recta solo se debe de dividir la unidad en el total de partes que
indica el denominador y el numerador indica en que parte se localiza la fraccidn. Si la fraccién
es positiva se localiza hacia la derecha y si es negativo hacia la izquierda.

Eemplo

Establezca en una recta numérica las siguientes fracciones:

1,3 4 5
a3 )=z 93 ) 3

Solucion

Primero se establecen las equivalencias de las fracciones con un denominador comun a las
tres fracciones, el cual es:

MCD (6, 4, 2,3):12 Por lo tanto las fracciones equivalentes son:

20

2 9 16
A 13 12 12

12

En la recta numérica quedaria como:

31 4 s

4 6 3 3
T e
-1 -5 05 e o
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Ejercicios de refuerzo 2.2

Coloque en una recta numérica las siguientes fracciones:

| o
O
S
|
I
|
I
=y
=

3
)5)

~N
NeY W&,
N| -
w| -
[oe]
S w

£d  fracciones equivalenres

Ya en el punto anterior se vislumbrd a las fracciones equivalentes cuando se localizaron las
fracciones en la recta numérica. Por lo tanto se puede definir a una fraccién equivalente como
aquella que representa la misma cantidad.

KXmmmn

Para verificar si las fracciones son equivalentes se realiza el producto cruzado:

ORENGIORE

Solucion

e e
6-@=66E)-» @)-6)~H06 -
6-@-60E) -z (50 -3~ 6D -0
6)-6-606-3
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Coloque en una recta numérica las siguientes fracciones:

Ejercicios de refuerzo 2.3

1 4 5 2 15 16 3 35 72
© 3 7 11’ 21 "5 60’ 20’ 120
12 4 13 32 6 17 11 4 16 32
17’ 255’ 136’ 5 ' 5’ 25’ 40
13 6 8 18 5 35 60 80
A 5’ 5’ 10 -8’ 72’ 96’ 128
14 8 5 104 64 19 18 4 36 2
7’ 2’ 91’ 49 © 27 9’ 54’ 3
15 24 4 3 2 20 21 3 7 63
- 32’ 3’ 4’ 3 " 35’ 5’ 105’ 105

¢4 Comparacion de Fracciones | simplificacion de

Fracciones

Para comparar fracciones existen tres posibilidades: que los denominadores sean iguales, los
numeradores lo sean o que sean totalmente distintos, observe las reglas para los dos primeros

Casos:

“ Definicion

Para comparar fracciones con mismo denominador se cumple:

@) <) st a<o

Para comparar fracciones con el mismo numerador se cumple:

(%) <(%) si b>d
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Capitulo 2. Fracciones

Eemplo 4

Compare las siguientes fracciones e indique cual es mayor:
@ @ @ nG) G 6
DG &) G '3) G G

a) Como es el mismo denominador, basta con ordenar los numeradores de menor a

b) Como es el mismo numerador, ahora se ordenan los denominadores de mayor a

En el caso en que las fracciones que se requieren comparar no presentan ninguna igualdad en
los numeradores ni en los denominadores, el procedimiento es establecer equivalencia entre
ellas mediante un denominador comuin para lograr realizar la comparacion.

Solucién

Eemplo

Compare las siguientes fracciones e indique cual es mayor:

| @ @ 6 6

Primero se expresan las fracciones con un denominador comun; med(12, 15, 5,4): 60

Ahora las fracciones equivalentes son:

(35) ( 8 ) (108) (75)

60/’ 60/’ 60/’ 60

Las cuales ya se pueden ordenar debido a que los denominadores son iguales; por lo que sdlo
se acomodan los numeradores:

(z0) < (50) < (o) < (&) mecen ()< ()< (B)< G
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Capitulo 2. Fracciones

La simplificacién de fracciones se realiza encontrando una expresion de la fraccion equivalente
con nimeros mas pequefios, hasta llegar a una fraccién irreducible.

Ejercicios de refuerzo 2.3

Compare las siguientes fracciones e indique ¢ Cual es mayor?

2 OO0 20000
2 OO0 = OG0

Compare las siguientes fracciones e indique ¢ Cual es menor?

5. (5)(3)(3)6

6 ()00 E #6666  »EE6E6
7 (6606 2666 @

Para encontrar la expresidn equivalente irreducible se realizan reducciones sucesivas tanto en
el numerador como en el denominador hasta que esta operacién ya no se pueda efectuar.

jemplo

Reduzca la siguiente fraccidn a la minima expresién:132/36

Solucion

Se realizan las reducciones sucesivas de manera simultdnea para numerador y denominador:

— -é \g

5§ E 3

o E —

sc':: % % Por lo tanto la fraccidn irreducible es:
=2 (a) ()

11

132 36 2 —
66 18 | 2 3
33 9 2
11 3 3
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Capitulo 2. Fracciones

Ejercicios de refuerzo 2.4

Reduzca las siguientes fracciones.

31 20 33 6 35 126 37 210 39 357
" 35 " 63 Co12 245 "~ 680
32 125 34 24 36 350 38 120 40 1512
" 60 - 32 " 375 200 " 960

25 Operaciones con fracciones aritméricas | algebraicas

Las operaciones con fracciones aritméticas son la suma, diferencia, producto y cociente,
recordemos las reglas:

Q Definicion

Suma y diferencia: Producto: Cociente:

a ¢ adxcb ay /C ac a ¢ ad
—_ + —_= — _ —_) = — _——_——= —
b~ d bd (b) (d) bd b d bc

Encuentre el resultado de las siguientes operaciones aritméticas:

1 3
3 7 12\ /9 15 5 )+ (%
()@ 9% 0 —(2)§(5)
Solucion a)

Ahora hay una diferencia por lo tanto utilizamos la primera regla:

3 7 33-28 5

4 11 44 44
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Capitulo 2. Fracciones

Solucion b)
Esta vez se tiene el producto utilizamos la regla del producto:

(12)(9)_ 108
5/)\23) 115

Solucién c)

Se utiliza la regla del cociente. La fraccion irreducible es:
15_5_45 o i . 45_3
6 3 30 30 2

6 9 3

2 3 3

Solucién e)

Se utiliza la regla del cociente en el numerado y posteriormente en la fraccién.

) - 6 _ (%)2(%) :%

Ejercicios de refuerzo 2.4

Reduzca las siguientes fracciones.

1 7 4 5\ /12 7 ) 15
o3t 7ts 7. (5)(35) 3. (5)+(5)
1 1 1 1y (4 (6 126\ (356
2. 5+373 . (3)(3)() s (5)+(5)
9 15
b 13,4 (B0 . @)
"8 5'9 " \3/\7/\2 ' 4
3
1\ /4
wiRE L 2 OR00 . P
"3 9 12 " \5/\7/\3/\5 Co2,7
3°9
5 1 20 13y (14
BTt 3 s (3)+ (%)

46.

o

—_
vl 5
N——
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Capitulo 2. Fracciones

En cuanto a las operaciones con fracciones algebraicas, en las que existe la suma, diferencia,
producto y cociente como las aritméticas, en donde existen incognitas seran nombradas como
cociente de polinomios:

% Definicion
a Dividendo

Para una fraccion algebraica: == —
& b Divisor

Para la suma y diferencia se puede tener que las fracciones tengan el mismo divisor o que sean
diferentes; en cuanto al producto se debe recordar las reglas de las potencias asi como para el
cociente ya que este es un producto cruzado.

Al igual que las fracciones aritméticas también las expresiones algebraicas se pueden reducir o
simplificar, considere los siguientes procedimientos para la operacion de fracciones
algebraicas:

l. SUMA Y RESTA CON MISMOS DIVISORES

El método general para sumar y restar fracciones algebraicas con el mismo divisor es:

1. Se suman o restan los dividendos y se escribe un divisor comun.
2. Se factoriza el dividendo y divisor.
3. Se suprimen los factores idénticos del cociente.

Realice las siguientes sumas y restas:

7 3 12 4 X 6 2x—4 x+3

a);+;—7 b)x—Z_x—2+x—2 x2—1+x2—1

Solucién a)
Solo se suman los dividendos.

7 3 12 7+3-12 2
X X x_ X B

Solucién b)
Se suman los dividendos y los divisores.

4 X 6 _4+6—x_10—x

x—2 x—2+x—2_ x—2  x-2
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Capitulo 2. Fracciones

Solucién c)

Se suman los dividendos y los divisores.

2x+7+x—4 _2x+7+x—4_3x+3
x2—1 x2-—-1 x2 -1 T x2-1

3x+3 3(x+1)  3(x+1) 3
x2—-1 x2-1 (x+Dx-1) x-1

Ejercicios de refuerzo 2.5

Realiza las siguientes sumas y restas algebraicas.

57. Sl 4l 64, — 2 _¢Z
T x 2x  x Tx—1 x—-1 x
58 3 ! ! 65 3 + X +2
"x 2x «x " x+3 x4+3 x
59 14 1+3 66 x+4 2x+3
" 3x x  2x Tox2—-1 x2-1
60 12 4 2 67 2x+1+x+8 3
" 5% 3x «x " x2-9 x2—-1 x-3
61 18 12+4 68 2 4 6 +1
" 7x  11x  3x " x+3 x-3 «x
62 4 N X 4 3 69 10x N X 5
Tx—2 x—2 x-2 T x2—4 x-—-2 x+2
63 3 2 + 2x 70 2 4 5 2
Tx+1 x+1 x+1 T x+1 x—-1 x

. SUMA Y RESTA CON DISTINTOS DIVISORES

El método general para sumar y restar fracciones algebraicas con distintos divisores es:

1. Se factoriza el dividendo y divisor.

Se obtiene el minimo comun de los divisores.

3. Se divide el minimo comun entre cada uno de los divisores, el resultado se multiplica por
cada dividendo respectivo.

4. Se suman o restan los factores en el dividendo.

Se factoriza la expresion resultante.

6. Se suprimen los factores idénticos del cociente.

N

d
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Capitulo 2. Fracciones

x+2 1 b 6x + 3 + X
& )xz—x—Z x+1

Solucion a)
Se obtiene el minimo comun denominador de los divisores mcd(3,4x,3): 12x

x 2 1 4x*+6-—4x
_+___——

4x 3 12x

Se factoriza para llegar a la minima expresion.

2(2x* —2x+3) 2x*-2x+3
2(6x) a 6x

Solucion b)

Se factoriza el divisor.
x2—x—-2=(x+1(x-2)

Se obtiene el minimo comun denominador de los divisores
med(x+ 1D)(x —2)(x+1): (x+ 1) (x — 2)

6x + 3 4 x  6x+3+x(x—2)
x2—x—2 x+1 (x+1)(x-2)

Se realizan las operaciones en el dividendo:

6x+3+x(x—2) 6x+3+x*—2x
x+Dx-2) (x+Dx-2)

3 x%2+4x+3
T (x+1D(x—2)
Se factoriza el numerador:

x*+4x+3  (x+1D(x+3)
x+1D(x—-2) (x+DxE-2)

Se suprimen términos semejantes:

(x+1)(x+3) x+3
(x+1Dx—-2) x-—2
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Capitulo 2. Fracciones

1l PRODUCTO DE FRACCIONES ALGEBRAICAS
El método para multiplicar fracciones algebraicas es:
1. Se factoriza el dividendo y divisor.

2. Se suprimen los factores idénticos del cociente.
3. Se multiplican los divisores y los dividendos.

::3:; Eemplo 10

Realice los siguientes productos de fracciones algebraicas:
(x) ( 2 ) 10x? " 4x2% + 8x + 16 (3x — 12)
a) 2/ \5x 7 ) x—4 2x + 8

Solucion a)

Se simplifican los factores idénticos.

(x)(2> 10x*\  2-10-x-x* 2 ,
—_ —_— = ==X
27 \5x 7 2:5:7x 7

Solucién b)

Se factorizan los dividendos y los divisores.

(4x2 + 16x + 16> (3x — 12) 3 [4(x2 +4x + 4)

[B(x—4)
x—4 2x + 8 x — 4

2(x+4)

4(x +4x + 4) [3(x —4) [4(x + 2)(x + 2)] [3(x —4)
2(x +4) 2(x+4)

Ahora se simplifican los factores idénticos

[4(x 4t 2)(x 4t 2)] [3(x -0 [(x +2)(x +2)
2+ 4 — (x+4)
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Ejercicios de refuerzo 2.6

Realiza los siguientes productos algebraicos.

n O :

o

(x+2) 6(x+1)
[S(x + 1)] [(x +2)(x—1)

XN/ 5 X 2x2 34 y2
72. (—)(—) Vx 77 Y ) (XY
47 \6x2/)\ 11 y2+y)\2x? +4
2x+ 6 6x — 6
n (B)(E)(2) 8. (5:73) (G ame 772)
7 4x 3x — 8x2 +48x + 72
- (6 )( )( 3x ) 70, x3 —4x?® +4x )\ (2x% —4x + 2 (3x—6)
15x2/\14x + 1 4 —3x3+2x2 )\ x2—-3x+2 /\2x—4
3x+1\/4 3x? 2x+ 6 6x — 6
s (7o) (5) 3. (5,73 ( )
5 3x/\6x + 2 3x —3/\8x%2 +48x + 72

V. COCIENTE DE FRACCIONES ALGEBRAICAS

Para desarrollar un cociente recuerde que se puede hacer por tres métodos (producto
cruzado, producto con el reciproco de la segunda fraccién y regla del cociente conocido como
regla del “sandwich”); por tanto el método del cociente recurre a la operacién de producto.

Q Definicion

. a ¢ ad
Producto cruzado: 574 be
. a c ay (d ad
Producto con el reciproco: 373° (E) (E) = be
a
. , a ¢ 3 ad
Regla del sandwich: g g =

El método para cociente de fracciones algebraicas es:

Se factoriza el dividendo y divisor.
Se realiza algin método del cociente.
Se suprimen los factores idénticos del cociente.

A wnNPR

Se multiplican los divisores y los dividendos.
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3 Gemplo |

Realiza los siguientes cocientes:

5x% 9x " x*+x—12 x*—10x+21
D7y ) v 3x—4  E—ax+t3

Solucién a)

Se hace el producto con el reciproco de la segunda fracciéon algebraica.

5x2‘9x_ Sx()ZO
7 4 \ 7 J\9x) 63

Se factorizan los divisores y dividendos.

Solucién b)

x2+x—12‘x—10x+21 x+HE-=3) x=3)(x=7)
x2+3x—4 —4x+3 x+dHx-1) (x-3)(x—-1)

Se pueden reducir términos semejantes:

x=3) (=7
x—1) (x—1)

Se realiza el producto del reciproco de la segunda fraccion y se suprimen los términos
idénticos:

[x—3)”(x—1) _(x=3)
x—-DIlx-7] x-7)
(BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN B BN BN BN B B BN BN BN B BN B BN BN B BN BN BN BN BN BN BN BN )

Ejercicios de refuerzo 2.7

Realiza los siguientes cocientes algebraicos.

a1 (4)(9) 86 4x% — 4 ( 2x + 2 )
" \5x/  \8x2 ' x+3 /) \x24+6x+9
4a3x 36(x — 1 6(x —1)3
82. 87. ( )] = ( )
21 4(x2—-1) 7(x + 1)?
83, 15a b2 4 45a%b3x a8 36x°%\ [ 64x7
8a? 2a2x2 "\ 81x /) " \243x3
a4, 36x° 64x” 89 9x% -1\ (3x - 1)
81x 243x3 " \x+1 ) \x2-1
a5 (3x— ) (x—lZ) % x3+x\  [(xP+2x%+x
2x2 42 4x2 + 4 S\t a2 \xt 4 2x3 4 x2
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l. COCIENTES COMPLEJOS

Un cociente complejo es un cociente en donde tanto el divisor como el dividendo son
nuevamente fracciones.

Para resolverlas se debe de resolver primero el cociente del dividendo y después del divisor
(no hay problema en el orden) aplicando las reglas para la suma, resta, producto o cociente
seguln sea necesario; para finalmente hacer regla del cociente con los resultados obtenidos.

Femplo [2

Realiza los siguientes cocientes:

x+1 x-—-1

x—1 " x+1 x

DY=1 x+1 b) 1

x+1 x-—-1 1_x+1
14
X

Solucion a)
Primero se trabaja con el dividendo.

x+1 x—1 (x+Dx+D+E-Dx-1)
x—1+x+1_ x—Dx+1)

+DE+D+Ex-Dx-1) @+1)*+(x—1)>
(x—Dx+1) B x2—1

Ahora con el divisor.

x—1 x+1 (-Dx-1)-x+Dx+1)
x+1 x—1 (x+1D(x—-1)

=DE-D—-(x+Dx+1) (x-1>-(x+1)?
x+D(x-1) B x? -1

Se establece el producto con el reciproco del divisor:

(x+ 1%+ (x—1)2 x? -1
( x2—1 )((x—l)z—(x+1)2)

Se suprimen términos idénticos:

<(x+1)2+(x—1)2>< x? -1 )_(x+1)2+(x—1)2
(

x2—1 x—1)2—(x+12) (x—1)2—(x+1)2
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(x+1D*+@x—-1)2 (*+2x+ 1)+ @x*—2x+1)
(x—1D2—-(x+1)2 (2—2x+1)—(x2+2x+1)

(P+2x+1D)+x*—2x+1) 2x*+2
(x2—2x+1)—(x2+2x+1) —4x

2x*+2 2(x*+1) ¥ +1
—4x  2(-2x) = 2x

Solucién b)
Se trabaja primero con el divisor, se expresa por lo tanto:

1 1—x
1=
X X

Ahora se hace la regla del “sandwich” (extremos por extremos y medios por medios):

1
x+1_ X _ b _ X
1-x (x+1D)(A-x) —x2+1 x2-1
X
Se realiza la suma:
1
x+1
1 1 _1+x2—1
=—1
X
El denominador comun serd: x? — 1
x x2—1)+x
- _G2-1)
x2—1 x2—1

(=D +x x*+x-1
x2—-1  x2-1

Finalmente
X _ X
1 x24+x-1
1_x+1 xz—l
14
X

Para terminar se realiza nuevamente regla del “sandwich”

x x(x*-1)
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Ejercicios de refuerzo 2.7

Realiza los siguientes cocientes algebraicos complejos.

L1
1+l x+2_x—3 Y — 1
91, —X 96, X=1 x—2 101. x—1
1-1 x+2 1+ 1
X x—1
x x+1
x+2 1 1
z+= 1 I %2
92. 23 X 97. 1——— 102, &th)?® x*
20 4 1 h
3 x X
x_1 x—3 x+2
2 x _ x—4 x+1
93. 3% 98. x ¥y 103. A2 H2
x4 y " x
1 x+1
x + LT~
94. "J{z 99. 1+ - 104. x%}rl
XX+ 2 1+1+x 1+1+x+1
x—1
1 1+ 2x
1=577 1 2 - 11
95. Y 100. 105. X+
1 2 14—
y 1+ 1 x Jx
1 14
X X x2+1
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Quimatica

Q

Las fracciones en el disefno de farmacos

Gran parte de los eventos bioquimicos se
estudian mediante ecuaciones algebraicas
caracterizadas por ser fracciones. Un
ejemplo de este tipo de ecuaciones es el
proceso de disociacién reversible de un
complejo Macromolécula-Ligando [ML] que
se descompone Macromolécula [M] vy

Ligando [L].
[ML] & [M] + [L]

La separacion del complejo [ML] en sus

componentes puede ser estudiada
mediante la constante de disociacion (Ky)
definida como el producto de las especies

libres entre el complejo.

[M][L]
[ML]

Kd=

La K4 indica la cantidad de Macromolécula
y de Ligando libre en funcidn de la cantidad
de complejo formado al equilibrio.
Describe la estabilidad de un complejo, ya
que es reciproca a la constante de unidn,
entre menor es el valor de Ky la estabilidad

del complejo es mayor.

K—l
d_Ka

48
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Por lo tanto

Entre las aplicaciones de la Ky estdn las

farmacolégicas donde se utiliza para
suministrar moléculas en forma de
medicamentos hacia receptores

especificos, ya sea del mismo organismo o
de organismos hospederos.

Es relevante destacar que a partir de este
tipo de fracciones algebraicas derivan otras
como la fraccion de saturacién (Y), la cual
se define como la relacidon del nimero de
sitios ocupados [ML] entre el nimero total
de sitios disponibles [M];qta-

Numero de sitios ocupados

Numero total de sitios

[ML]
[M] total

La cual permite estimar la proporcidn de

macromoléculas que tienen un ligando,
con valores que van de 0 que indica que no
existe un Ligando unido a |Ia
macromolécula; hasta 1 cuando todas los

Ligandos se han unido a la macromolécula.
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1. = U
9/ S
Y M, s
9 4 11

" 5 15 13 4 8 15 24

7721 5710 " 32

23 4 5<6 8 ”5 13<21

"5 6 79 "6 8
33 2 35 21 37 39 21
" 21 ) "7 " 40
53 55 63 57 o 59 31
15 777 260 ©2x " 6x
15 V2 2x
2 __ _

71. X 73 S 75. = 77

x+1

89. Bx+1)(x—1) 91. P 93.

101.

[x(x — 1) — x][2x% + x — 2]

[x(x — 1) — 1][3x2 + 2x — 3]

103.

emas de nomero impar

5<3<6< 31 4
4 7 12 "7

4 48

43. —— 45. — 47. - 49. 2 51. 5

8(x +8) 69 x+5

" 231x Tox+1 Tox ' x—3 x—2

79 3 81 32x 83 ax? 85 1 87 21(x + 1)
" x " 45 " 12b ' T 2(x—1)3

yy—1) 1 2x+3

) 97. —— 99,
+Dy-2) 1-—x x+2

5 Rx2+4x+ D3 +x2+x—1)

x—4x+3)x+1)

(2x+1)(2x3 +3x2+2x - 1)
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Hazones |

TOpONCiOnes

[%-l LO QUE APRENDERAS. . .

3.1 Razdn como cociente de dos numeros.
3.2 Cdlculo de porcentajes.
3.3 Proporcionalidad directa e inversa.
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Capitulo 3. Razones y proporciones

31 Hazon como cocienre de dos ndmeros

Una razén es una comparacion de cantidades o de
numeros, muchas veces la comparacion es con el promedio
como le dice el profesor en la caricatura que se presenta.
La comparacidn puede ser de dos maneras; por diferencia o
por cociente.

% Definicion

iiEstas por
arriba
de la

mediaii

Razén aritmética Razén geométrica
b 2 6 b
a— — 06 a:
b

Piense en la relacién que existe en una molécula de agua,
donde hay 1 dtomo de oxigeno y 2 dtomos de hidrdgeno,

. - 1
esta razon se puede escribir como 1:2 o como > Veamos
algunos ejemplos de razones:

Las razones comparan entre si objetos heterogéneos; es decir, objetos que se miden con
unidades diferentes. Por ejemplo, 2 pesos por 1 litro de agua destilada, estas con conocidas
como tasa de cambio, velocidad de reaccion etc.

Algunas razones no se representan con la notacidn fraccional, por ejemplo en una practica de
laboratorio se requiere en un matraz aforado 1 mililitro de clara de huevo con 9 mililitros de
hidréxido de sodio 0.1 M. En este caso no se necesita, la notacidn de fraccion para informar de
la relacion entre dichas cantidades.

En las razones, el segundo componente puede ser cero. En una caja de 60 tubos de ensayo, 3
estan rotos, la razén de tubos rotos puede ser 1:20, pero también se puede decir que puede
ser 0:60, si es que ninguno esta roto.

Las razones no son siempre nimeros racionales. Por ejemplo, la razén de la longitud de una
circunferencia a su diametro C/D es el nimero 1, que sabemos no es racional, o la razén de la
longitud de la diagonal de un cuadrado a la longitud de su lado (V2). Esta es una diferencia
esencial entre “razén” y “fracciéon”, ya que como vimos las fracciones son siempre
interpretables como cociente de enteros.

Como se observa hay una gran diferencia entre una fraccidén y una razén. Aunque una razon se
puede expresar como un cociente, este no esta constituido por los mismos elementos que una
fraccidon (numerador/denominador), una razén esta formada por los siguientes elementos:

, Antecedente
Razén = ————
consecuente
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Eemplo |

Resuelve los siguientes ejercicios de razones:

a) ¢éQué parte de 15 es 6.3?

b) ¢éCual es el precio actual de un densimetro si se devalué 5/6 de su valor original de
1800 pesos?

c) ¢éCual eslarazon de 530 milimol a mol?

d) De un frasco de agar se tomé 3/11y 2/7, para la preparacion de dos diferentes medios
de cultivo, si la cantidad de agar disminuyo en 7.8 g. ¢Cual era la cantidad original?

Solucién a)
¢Qué parte de 15 es 6.3?

Se divide 6.3 entre 15.

6.3_042
15

Solucién b)

éCual es el precio actual de un densimetro si se devalué 5/6 de su valor original de 1800
pesos?

Esto significa que se debe de multiplicar 5/6 por 1800.

5 5(1800)
5(1800) =— = 1500 pesos

Solucién c)

¢Cual es la razén de 530 milimol a mol?

1mol es igual 1000 milimoles, por lo tanto, la razén es:

Solucion d)

De un frasco de agar se tomd 3/11 y 2/7, para la preparaciéon de dos diferentes medios de
cultivo, si la cantidad de agar disminuyé en 7.8 g. ¢ Cual era la cantidad original?

La cantidad que se tomé 3/11y 2/7 equivalen a:

3 4_2 B
1 7

21422 43
77 77
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43/77 corresponde a 7.8 g del agar que se utilizd (antecedente), se plantea la siguiente
relacidn en donde x es el consecuente:

43 7.8 g usados
77 x g totales

_ 77(7.8 g usados)
*= 43

= 13.96 g totales

Ejercicios de refuerzo 3.1

Resuelva los siguientes ejercicios de proporciones.

1. ¢Qué razones guardan los siguientes nimeros:

11.5 4

b 8 d senm cotm/3
V5 6 9% Y

e
COSTT tanm/3

2. Sesabe quelarazén es 0.75, el antecedente es 12 ¢Cual es el valor del consecuente?
3. Larazén tiene un valor de 0.65 y el consecuente 14 ¢Cual es el valor del antecedente?

4. ¢Cual es el precio actual de un matraz aforado de 100 mL si se devalué 3/5 de su valor
original de 300 pesos?

5. éCuadl habrd sido el precio de un destilador si actualmente cuesta 3500 pesos y se sabe
que se devalud 3/4 de su precio.

6. ¢éCudl eslarazon de 0.1 milimol de una cantidad de sustancia a mol?
7. Enun frasco de reactivo se utilizaron 2/3 de 125.3 gramos, ¢Cudntas libras existen?
8. Larazon del peso de la capsula de porcelana (antecedente) y una muestra (consecuente)

es de 82/3 previamente se sabe que la capsula de porcelana pesé 32.1 g iCual es el peso
de la muestra?

9. Por accidn de la radiacidn solar los rieles del sistema de transporte aumentan 1/1200 su
longitud, los tramos miden 50 metros ¢ Cual seria la separacidn en centimetros para que al
momento de aumentar su tamafio solo se toquen?

Como se menciond pueden existir razones heterogéneas, estas razones nos dan ideas de una
proporcién por unidad de una magnitud.
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'YX]© ©0 0000000000000 00000000000000000000
@
[ ¢ )
ol

A femplo ¢

Resuelve los siguientes ejercicios de razones heterogéneas:

a) En una reaccién quimica se consumen 720 mg de reactivo, la reaccion se lleva a cabo
en 3 horas ¢Cual es la tasa de consumo del reactivo?

b) Una empresa farmacéutica ofrece un nuevo medicamento, por estrategia de venta se
encuentra al 2x1 y 3x2 ¢{Qué promocién conviene?

c) ¢éCuadl es la velocidad de reaccion de cierto analgésico por hora si la dosis de éste es
una tableta de 500 mg cada 8 horas?

d) El crecimiento de un cultivo de bacterias es de 1200 por hora ¢Cual es el crecimiento
por minuto?

Solucion a)

En una reacciéon quimica se consumen 720 mg de reactivo, la reaccion se lleva a cabo en 3
horas ¢Cual es la tasa de consumo del reactivo?

Se establece la razén:

720 mg mg
7 —240—X
3h 0 h

Solucién b)

Una empresa farmacéutica ofrece un nuevo medicamento, por estrategia de venta se
encuentra al 2x1 o 3x2 ¢Qué promocidn conviene?

Se comparan las razones:

1—05 2—066
2 3

Por lo tanto, conviene mas al 2x1
Solucién c)

¢Cudl es la velocidad de reaccion de cierto analgésico por hora si la dosis de éste es una tableta
de 500 mg cada 8 horas?

Se establece la razén para conocer la velocidad:
500 mg mg

8h " h
Solucion d)

El crecimiento de un cultivo de bacterias es de 1200 por hora ¢Cudl es el crecimiento por
minuto?

Se expresa mediante una razéon de horas a minutos.

1200microorganismo( 1h )_ microorganismos

h 60 min min
000 000000000000 0000 00000 000000000000 O0CO0EO®
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Ejercicios de refuerzo 3.2

Resuelva los siguientes ejercicios de razones heterogéneas.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Una caja tiene 25 tubos con reactivo color rojo y 8 tubos con reactivo color azul ¢Cudl es
la razén que existen entre los tubos?

Un galdn de gasolina premium cuesta 85.6 pesos ¢ Cual es el costo por litro de gasolina?

En una reaccién quimica A+B->C+D se consumen 37.6 g del reactivo A y 23.4 g del
reactivo B, la reaccién se desarrolla en 2.5 horas ¢Cual es a tasa del consumo del reactivo
Ay del B?

El crecimiento del cultivo de bacterias es de 150 cada 20 minutos, éCual es el crecimiento
por hora?

La edad de José y Florencia tiene una relacion de 21 a 19 y la suma de ambos es 80 afios.
Hallar la edad de José y Florencia.

La edad de dos hermanas tiene una relacién de 15 a 5 y la diferencia entre ambas es de
24. Hallar la edad de éstas.

La relacién entre la edad de Maria y Luis es de 1:2 mientras que la relacién de Luis con
Penélope es de 2:6. Hallar las edades de los tres.

La edad entre Hugo y Paco es de 4:2 mientras que Hugo con Luis es de 8:4 la suma de los
tres es 120. Hallar la edad de los 3.

La dosificacion de un reactivo en un reactor quimico es 35 libras cada 3 horas ¢Cuadl es la
velocidad de reacciéon en g/min?

El ingreso del reactivo A en una reaccion es 25 g/s el reactivo B lo hace a razén 3/4 y el
reactivo C el doble de B ¢ Cudl es la dosificacion de By C?

Un dispositivo inyecta a un paciente un volumen de 2 mililitros que contiene 25 mg de un
analgésico cada 8 horas, el paciente debe estar con el tratamiento 30 dias ¢Qué cantidad
de analgésico ingresé a su cuerpo? y ¢Qué volumen de analgésico se administré al
paciente?

El uso de las razones en quimica es muy comun ya que éstas ayudan a expresar la relacién que
hay entre cada una de las moléculas presentes en la reaccidn, asi como la cantidad de
moléculas por mol que se necesitan para obtener el producto o productos deseados.
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Exprese las razones de mol de moléculas en la siguiente reaccion quimica y calcule los gramos
de productos y reactivos cuando se agrega 2 moles de nitrégeno:

N3 (g) +3Hz () = 2NHj (g

Solucién

Las razones aqui expresadas para la formacién del amoniaco indican cuantas moles de
hidrégeno se requieren para obtener 2 moles de amoniaco y de igual forma las moles
necesarias de nitrégeno. Por otra parte, indica las cantidades de nitrégeno e hidrégeno
necesarias para obtener amanico.

1 mol de molécula N,: 3 mol molécula de H,
1 mol de molécula N,: 2 mol de molécula de NH;
3 mol de molécula H,: 2 mol de molécula de NH;

La cantidad de gramos cuando se agregan 2 moles de nitrégeno.

2 lN( 289 )—56 de N

mot ¥z 1 mol N, B g aeitz
2mol N (SmOIHZ)( 29 )—12 de H
mot i, 1 mol N,/ \1molH,) g &€tz

2molNH3)( 17 g

2mot
moe 2 1mol N, / \1mol NH;

>=6BgdeNH3

Se puede ver que cada uno de los valores mostrados en las razones son conocidos en quimica
como factores estequiométricos ya que estos permiten establecer una relacidn cuantitativa
entre cada una de las especies involucradas en la reaccidn. Para asi poder cumplir con la ley de
conservacion de la materia.

Entrada Elemento Salida

2 N 2
6 H 6
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Ejercicios de refuerzo 3.3

Exprese las proporciones de las siguientes reacciones quimicas.

21.  3NH; + 4H,S0, — 4S + 3HNO; + 7H,0
22.  3H,S+ 2HNO; — 3S + 2NO + 4H,0

23.  3H,S + K,Cr,0, + 4H,S0, — 35 + Cry(S04)3 + K,S0, + 7H,0
24.  2KMnO, + 10KCl + 8H,50, - 2MnS0, + 2K,S0, + 8H,0

De las reacciones del ejercicio anterior calcule los gramos de producto y reactivos cuando se

agrega:

25. 2 moles de amoniaco

26. 3.5 moles de acido nitrico

27. 4 moles de dicromato de potasio

28. 0.5 moles de permanganato de potasio

Otra de las aplicaciones de las razones estd en la determinaciéon de las ecuaciones de
conversion de unidades como es el caso de la escala de Celsius (°C) a Kelvin (K).

Puede observarse que cada una de las escalas se divide en 100 unidades de lo cual se puede

expresar la siguiente relacion.

t [°C] . t[K]
100 100

Hay que notar que la escala de Kelvin (K) presenta una
diferencia de 273.15 con respecto a los °C, debido a esta
diferencia es que por cada unidad K deberemos restar 273.15
unidades.

Por lo tanto, esta nueva relacién queda de la siguiente manera:

t[°C] t[K]—273.15
100 ° 100

Para conocer el valor de °C sdélo es necesario despejar las 100

unidades de la escala centigrada obteniendo la siguiente funcién.

oC]: (t[K] ;02073.15

) 100 = t[K] — 273.15
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°c K
100 373
90 363
80 353
70 343
60 333
50 323
40 313
30 303
20 393
10 283
0 273

Figura 3.1 Escalas
comparativas de

temperatura de Celsiusy

de Kelvin.
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Aplicando el mismo razonamiento que en el caso anterior °C °F
resultan las siguientes relaciones: 100 212
90 194
t[°C] t[°F] 80 176
100 - 180 70 158
60 140
50 122
Se observa que para este caso las escalas son diferentes para el 20 104
caso de los grados Fahrenheit (°F) la escala estda dividida en 180 30 -
unidades, y al igual que el caso anterior es necesario restar 32 20 68

unidades debido a su desplazamiento con respecto a los °C, por 10 50

lo tanto, se tiene la siguiente funcidn.

t[°C] t[°F] - 32

100 180 Figura 3.2 Escalas
comparativas de
temperatura de Celsius
y de Fahrenheit.

t[°C]: (%) 100 = g(t["F] -32)

Ejercicios de refuerzo 3.4

Obtenga las nuevas escalas de temperatura.

29.

30.

31.

32.

Se ha construido un termdmetro empleando como liquido indicador etanol la
temperatura de ebullicién del etanol en grados centigrados es 78 °C, ésta equivale a
140° A (nueva escala) y con punto de fusién de -114 °C la cual corresponde a 0 °A.
éEncontrar la ecuacion que permita convertir °C a °A?

Un termdmetro emplea como liquido indicador glicerina, se sabe que la temperatura de
ebullicién de éste es 290 °C, ésta equivale a 100 °Gli (nueva escala) y con punto de
fusion de 18.1 °C la cual corresponde a 0 °Gli. éEncontrar la ecuacién que permita
convertir °Glia °C?

Se ha elaborado un termdmetro que usa dietiléter como liquido indicador, la
temperatura de ebullicién de dicha sustancia es 34.5 °C, ésta equivale a 110° De (nueva
escala) y con punto de fusién de -114.3 °C la cual corresponde a 0 °De. ¢Encontrar la
ecuacion que permita convertir °De a C?

Un termdmetro utiliza como liquido indicador dietiléter la temperatura de ebullicion del
dietiléter en grados centigrados es 308 K, ésta equivale a 210° De (nueva escala) y con
punto de fusidon de 159 K la cual corresponde a 0 °De. ¢Encontrar la ecuacidon que
permita convertir °De a K?
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3 Calculo de porcentajes

El cdlculo de porcentajes es una aplicacion de la proporcionalidad directa al comparar
cantidades y unidades de medidas como partes de un ciento. Observe las siguientes imagenes.

a) b) c)

Figura 3.3 Proporcién de porcentaje. En el inciso a) se muestra un cuadro con 100 pequefios
cuadros; cada uno de estos cuadrados es 1 parte de 100, en el inciso b) se muestra 2 cuadros
de 100y en inciso c) 64 cuadros de 100.

Por lo tanto, las imagenes b y ¢, representan los siguientes porcentajes 2% y 64%, es decir que
en cada uno de ellos se colorearon, 2 cuadrados y 64 cuadrados los cuales forman parte de un
total de 100 cuadrados respectivamente.

“ Definicion

El porcentaje es una porcidn de un total o relativa y se representa con el simbolo %.

Para el calculo de porcentaje se utiliza:
ni .
N * 100 = Porcentaje

Donde n; es el elemento i-ésimo con respecto al total N.

Esta ecuacidon muestra la proporcion de un elemento n; con respecto a un todo o total N el
cociente de ambos da como resultado la proporcidn o fracciéon del elemento evaluado ahora
realizando el producto de esta fraccion por 100 obtenemos la relacidn porcentual o en
porcentaje del elemento.
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Eemplo 4

En una fabrica donde se ensamblan 1500 unidades automotores, de los cuales 325 unidades
son blancas, 150 son negras, 830 son rojas y 195 son azules. ¢Cudl es la relacién porcentual
entre colores que se producen?

Solucién

Se puede ver que la fdbrica construye 1500 autos los cuales representan el total de la
produccién N=1500 autos.

Comparando entre si a 4 elementos (i) en este caso seran los colores y teniendo:

Elementos (n;) Fraccion Porcentajes
325
Nplanco= 325 autos = = 0.21667 0.21666 x 100 = 21.667 %
Nnegro= 150 autos % = 010000 0.10000 % 100 = 10.000 %
830 N
Nrojo= 830 autos = = 0.55333 0.55333 * 100 = 55.333 %
195
N,.u= 195 autos 1500 =0.13000 0.13000 * 100 = 13.000 %
Total 1.000 100%

Recordando que la suma de las fracciones es igual a 1 de forma similar la suma de los
porcentajes de todos los elementos que forman parte del sistema de estudio debe dar 100 %.

La tabla muestra que el auto de color rojo es el de mayor produccién con un 55.333%, seguido
del blanco con 21.666%, en tercer lugar de produccién tenemos el azul con 13% y por ultimo el
negro con un 10% de la produccidn total de automoviles.

El porcentaje tiene una gran utilidad en quimica cuando se requiere conocer la composicién de
cada elemento en una molécula o el porcentaje relativo de isétopos (dtomo de un mismo
elemento, el cual posee una cantidad distinta de neutrones).
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Eemplo

a) Calcule la abundancia relativa de cada isétopo del boro natural formado por
B9 (10.013 uma) y B** (11.009 uma), la masa atémica del boro es 10.811 uma.

b) Calcule la composicidén porcentual del sulfato de aluminio [Al, (S0.)s].
Solucién a)
Sea X el porcentaje de abundancia del B1°

Entonces (100 — x) es el porcentaje de abundancia de B!

(10.13x) + [11.009(100 — x)]

10.811 =
100

x =19.9%de B1°

(100 — 19.9) = 80.1 % de B!
Solucién b)

La molécula es: Al, (S0,4);

DATOS
Elemento Al S (0]
Peso molecular (g/mol) 26.9 32.0 16.0

Peso molecular del sulfato de aluminio:
2(26.9) +3(32.0) + 12(16) = 341.8 g/mol

Porcentaje de Aluminio.

2(26.9)g/mol
%Al = ———%x 100 = 15.7
% 341.8 g/mol
Porcentaje de Azufre.
3(32.0) g/mol
%S =——x100=128.1
% 341.8 g/mol
Porcentaje de Oxigeno.
12(16)g/mol
%0 =———F"———x100=56.1
341.8 g/mol

El siguiente ejemplo hace referencia a una disolucién donde se expresan los porcentajes de
cantidad de masa en términos de la mol (unidad basica en el Sistema internacional de cantidad
de sustancia), que se obtiene con el cociente de la masa entre el peso molecular.
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Hemplo b

Se mezclan 36 g de agua con 100 gramos de sulfato de cobre pentahidratado (CuSO,4-5H,0),
¢Cual es el porciento en mol de agua presente?

Solucién

Para resolver este problema inicialmente hay que convertir los gramos de cada una de las
sustancias a unidad de mol.

DATOS

Elemento Cu S (0] H

Peso molecular (g/mol) 63.5 32.0 16 1.0

Mol de agua

1 mol
36 9 HZO [(2(1.0)+16)g/mol

] = 2mol de H,0
Mol de sulfato de cobre pentahidratado

1 mol
(63.5 + 32 + 10(1.0) + 9(16))g/mol

100 g CuSO, - 5H,0 = 0.4 mol de CuSO, - 5H,0

La proporcidn porcentual de 5 mol de agua en el sulfato de cobre es:

5 mol H,0
5mol H,0 + 1 mol CuS0,

* 100 = 83.333 % H,0

Por lo que:

83.333 %
100 %

En 0.400 moles de sulfato de cobre pentahidratado hay 0.3333 mol de H,0.

0.400 mol CuS0,.5H,0 = 0.3333 mol H,0

Sumando las moles de agua pura y las moles de agua del sulfato de cobre pentahidratado se
tienen las moles de agua en la disolucién.

Por lo tanto, ni= 2.3333 mol de H,O y las moles totales (N) sera la suma de moles de
CuS0,.5H,0 y las de agua pura N=2.4

De estos datos es posible obtener el porciento en mol de agua presente en la disolucién.

2.3333 moles H,0

= 0
2.4 moles totales 100 =97.221 %
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A través de este ejemplo se muestra el uso de los porcentajes como una aplicacién directa, tal
y como se emplea para determinar la parte proporcional de agua en la molécula de sulfato de
cobre pentahidratado.

% porcentaje

* 100 = proporciom

Probablemente sea la operacién mas usada de los porcentajes, ya que a través de ella es
posible calcular el ahorro que tendriamos al ir de compras a un centro comercial y aprovechar
las ofertas que se anuncian.

También se pueden determinar las formulas moleculares de un compuesto, por lo que debe
contarse con la siguiente informacidn:

a) Los elementos que constituyen el compuesto.
b) La masa atdmica de los elementos.

c) Lacomposicidn porcentual del compuestoy la
d) Masa molecular del compuesto.

Eemplo /

¢Cual es la formula molecular de un compuesto? Si al analizarlo se encontré que la masa
molecular es de 178 y la composicidon porcentual es 40.01% de Carbono, 6.67% de hidrégeno y
53.32% de Oxigeno.

Solucion

Primero se calcula la masa de cada compuesto.

40.01
Carbono: 178W = 71.2 g/mol

6.67
Hidr6geno: 178W = 11.9 g/mol

i 53.32
Oxigeno: 178 ET 94.9g9/mol

Ahora se calcula el nUmero de atomos de cada elemento.

Carbono: 71.2/12 = 6 atomos
Hidrégeno: 11.9/1 = 12 atomos

Oxigeno: 94.9/16 = 6 atomos

Por lo tanto, la férmula del compuesto es: CgH 1,04
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Ejercicios de refuerzo 3.5

Resuelva los siguientes ejercicios.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43

44

45.

46.

En el anaquel de un laboratorio se tiene material de vidrio. De éste, 600 son tubos de
ensaye, 300 pipetas volumétricas, 250 son matraces Erlenmeyer de 250 mL, 280 son
probetas de diferentes capacidades, 320 pipetas de diferente medida, 300 matraces
aforados de diferentes volimenes y 100 embudos de separacién ¢Cual es la relacion
porcentual entre cada uno de los materiales?

En una Preparatoria se tiene una poblacidon estudiantil de 2000 alumnos los cuales se
encuentran distribuidos en las siguientes areas: 500 en fisicomatematicas, 245 en
guimico-biolégicas, 800 en ciencias politicas y sociales, 100 en artes plasticas y 355 en
filosofia y letras. ¢ Cual es la relacién porcentual de alumnos por area?

Una mezcla acuosa ésta compuesta por 5 % de Urea, 15% de Vaselina, 20% de Glicerina y el
resto de Agua. Calcular la cantidad mdsica que hay que agregar de cada uno de los
componentes para hacer medio kilogramo de esta crema.

Una disolucion acuosa esta formulada por 0.05% de Glucosa, 17% de Cloruro de Sodio, 23%
Cloruro de Potasio y 37 % de otras sales. Calcular la cantidad masica en gramos de cada
una de los componentes para hacer 4.5 libras.

Calcule la abundancia relativa de los isétopos formados por Cu®® (62.93 uma) y
Cu®3 (64.9278 uma), la masa atémica del cobre es 63.55 uma.

Determine la abundancia relativa de los isétopos formados por CI3° y C137, cuyas masas
atémicas son 34.968 y 36.956 respectivamente, la masa atémica del cloro es 35.45 uma.

El latén es una aleacion de cobre (80%) y zinc (20%), se posee cobre al 85% de pureza y zinc
al 90%. Se requiere generar 120 kilos de latédn ¢Qué cantidad se tendra que usar de cada
metal?
Una mina produce 20 toneladas de cobre a partir de la calcopirita (CuFeS,). La mena
contiene sélo el 0.8% de cobre, si la densidad de la mena es 2.8 g/cms. Calcule el volumen
(cm®) de la mena al afio.

Una solucién se prepara con 10 gramos de NaCl al 75%, disueltos en 200 mL de agua ¢Cual
es la molaridad?

Se colocan 25 gramos de [Cr(H,0)sCl]Cl,-H,0 en 100 gramos de agua ¢Cual es el porciento
en mol de agua presente?

. Se solubilizan 10 gramos de [Co(NHj3)s-H,0]Cl; en 50 gramos de agua ¢Cudl es el porciento
en mol del agua en la disolucién?

En la combustidn de cierta sustancia se encontré que 52.17 % correspondia a Carbono,
13.13 % Hidrdégeno y 34.78 % Oxigeno; la masa molecular es de 46 g/mol.

La formula empirica del vinagre es de CH,O ¢Cudl es la fdrmula molecular si su masa
aproximada es de 60 g?

Un compuesto tiene 1.52 g de Nitrégeno, 3.47 g de Oxigeno. Se sabe que la masa molar
del compuesto es de 92 g/mol, determine la férmula molecular del compuesto.
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47. El glutamato monosddico (GMS) tiene la composicion de 35.5% de Carbono, 4.7% de
Hidrégeno, 37.8% de Oxigeno, 8.29% de Nitrégeno y 13.6% de Sodio ¢Cudl es su férmula
molecular si su masa molar es de 169 g?

Calcule la composicion porcentual de las siguientes moléculas.

48. [Pt(NHs),][PtClg]

49. [Pt(NHs)4(NO,)CI]SO,
50. [Co(NH3)4(H;0),]Br3

51. NH4[Cr(SCN)4(NO),]

52. [Cr(NH3)6][Co(CN)g]

53. CssH7,MgN,Os (Clorofila)
54. [Ni(NHs)e]Cl,

En la preparacion de soluciones, también se utiliza el porcentaje, entre las que estdn masa-
masa, volumen-volumen y peso-volumen.

% Definicion

Las ecuaciones para soluciones porcentuales son:

m v .
%p—p:ﬂX100 %U_UZMX1OO %p—v= solutoxloo

solucion Vsolucién VUsolucion

Determinar la masa de soluto que se encuentra en una solucién al 5 % p/p en 430 mL de agua.
Considere la densidad del agua de 1g/mL .

Solucion

Considere una base de célculo de 100 gramos por lo tanto tendremos 5 gramos de soluto y 95
gramos de agua.

Ahora se puede expresar los 430 ml de agua = 430 g de agua, con ello los gramos de soluto
son:

430 g agua (5 g de soluto)

=22.632gd lut
95 g de agua g g€ sotuto
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Eemplo

La formula quimica del nitrato de miconazol (antifungico) es C;gH14Cl.N,O. Determinar la
composicion porcentual del nitrato de miconazol. Masa molar = 416 g/mol

Solucion

Se calculan los porcentajes, llenando la siguiente tabla:

Elemento M?gs/amrr;clJ)lar Mol/elemento (gl:g?nszs) Porcentaje p/p
C 12 18 216 51.923
H 1 14 14 3.365
Cl 355 4 142 34.135
N 14 2 28 6.731
0] 16 1 16 3.846
Masa total 416 100 %

55.

56.

57.

58.

59.

Ejercicios de refuerzo 3.6

Calcule la masa del soluto en una solucién al 11% p/p en 320 mL de agua. Considere una
densidad del agua de 1 g/mL.

¢Cual es la masa del disolvente en una solucién al 20% p/p con una cantidad de soluto de
15 gramos?

Obtenga la cantidad de soluto en una disolucion al 30% v/v en 400 mL de agua. Considere
una densidad de 1 g/mL.

Calcule la cantidad de disolvente en una solucién al 25% v/v con una cantidad de soluto
de 5 mL.

Obtenga la cantidad de disolvente que se necesita para preparar una solucién al 10% v/v
con 5g de soluto (considere que la densidad es 1.3 g/mL).

Calculé los porcentajes p/p de las siguientes moléculas:

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

CaCO; (Marmol).

NaHCO; (Polvo para hornear).

CuFeS, (Calcopirita, importante mena de cobre).
CaS0,4:2H,0  (Yeso).

MgS0O, -7H,0 (Sal de epsom).

Ca952Ha664N31,053,5sFes  (Hemoglobina, transporta oxigeno a la sangre).

Na,CO5:10H,0 (sosa para lavar).
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33 Proporcionalidad directa e inversa

intimamente ligado al estudio de las razones esta el tema de la proporcién. Una proporcién es
aquella donde dos razones se igualan.

En consecuencia, el producto cruzado de los numeradores y denominadores serdn iguales
entre si. Cualquier cambio de disposicién entre los cuatro valores que forman una proporcidon
gue no modifique los productos cruzados de los numeradores y denominadores entre si dara
lugar a una nueva igualdad de fracciones (Figura 3.4).

a

S| Q
Ul o
Q|-

a-d=b-c

a |

d

b a

Figura 3.4 Descripcién de una proporcién para describir las cuatro igualdades equivalentes
entre dos fracciones (que suelen ser interpretadas como razones).

En la practica una de las fracciones tendra el numerador o el denominador desconocido y se
plantea el problema de encontrar su valor usando la relacién de proporcionalidad que se
establece. Se dice que las magnitudes pueden compararse entre si de tres formas
proporcionales, inversas y compuestas.

Para que dos magnitudes mantengan una relacién de proporcionalidad directa tienen que
estar relacionadas de tal manera que, si se duplica una, la otra se duplica también, si se triplica
una de ellas la otra también se triplica y si una se reduce a la mitad la otra también se reduce a
la mitad.

Cuando dos magnitudes son directamente proporcionales, se escribe:
AxB

Ellas se relacionan por un valor constante, se cambia el simbolo de proporcionalidad por un
igual y una constante.

A =KB
Se despeja la constante:
A
K=—
B

Esta proporcionalidad se puede entender de la siguiente manera: al aumentar una magnitud la
otra lo hace también; graficamente corresponde a una funcidn creciente. Es decir que
cualquier aumento o diminucién en una de las cantidades, la otra debe aumentar o disminuir
en forma proporcional.
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(AN 1O © © 0000000000000 00000 0000 0000 0090 90 0 9 0
e

g4 Fiemplo [0
Si A, varia directamente proporcional con B, se sabe que A = 600 y B = 250. Encuentre A
cuando B = 75.

Solucién

Primero se calcula la constante:

K = 600 =24
250 7
Ahora:
A = (2.4)(75)
A =180

En muchas situaciones practicas se establecen relaciones entre las cantidades de dos

magnitudes, de tal modo que las cantidades de una de ellas se obtiene multiplicando un
mismo numero las distintas cantidades de la otra.

Gramos de reactivo 1 2 3 4

Precio Pesos MXN 13 26 39 52 65 78

Guy-Lussac en 1800 establecié una relacion entre la presion y la temperatura manteniendo el
volumen constante (Figura 3.5). “Cuando el volumen del recipiente es constante la presién del
sistema aumenta de manera directamente proporcional a la temperatura”.

Presion (P)
A
P3
P2
P1
P_P 0 ' ' >
T, T, Ty Ty T3 Temperatura (T)

Figura 3.5 Relacién proporcional de la Presion y la Temperatura, representada por la ecuacion de
Guy-Lussac
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ped Femplo |

Sé sabe que 1 pie (ft) es a 30.48 cm, ¢ Cuantos pies hay en 60 cm?

Solucion

En la siguiente tabla podemos ver que se trata de una relacién directa entre ambas unidades
de longitud.

ft 1 2 3 4 5 60

cm 30.48 60.96 91.44 121.92 152.4 1828.8

pies (ft)

Resolviendo el cociente de se observa que se guarda una relacidon constante de 0.0328.

Esta es una propiedad de las proporciones directas. Ahora bien, para conocer la proporcion
solicitada en el enunciado se debe establecer primero, las razones involucradas.

30.48 cm _ 60 cm
1ft  «xft

De la presente ecuacién se despeja x que es la incégnita por buscar.

——> 60 cm

B 1 _60?&&*ft_
X ft= 30.486‘mj = 30.48?]"1\_ 1.969 ft
— 1ft

De esta relacidn se establece la siguiente correspondencia:

ft =0.0328(x cm)

(AN IO © © 0000000000000 00000 00000 00 00090 0 0 0 0
e

g 94 fiemplo 2

Se requiere saber la temperatura a la cual una reaccion se efectua, inicialmente se encuentra a
25 °Cy una presidon de 586 mmHg. Tiempo después el mandmetro da una lectura constante de
733.41 mmHg de presion.

Solucion

Primero se convierte la temperatura de grados centigrados a grados kelvin, para ello
emplearemos la relacion de °Cy K.

K =273.15+ 25 =298.15K
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Utilizando esta temperatura y despejando la T, de la ecuacidn de Guy Lussac, se tiene la
siguiente ecuacion.

_ P, T, _733.41mmHg * 298.15K

=373.15K
2T p 586 mmHg

Transformando esta temperatura °C, se tiene que la temperatura es:

K =373.15—-273.15=100°C

Ejercicios de refuerzo 3.7

Resuelva los siguientes ejercicios de proporciones directas.

67. Los valores de Ay B son directamente proporcionales, se sabe que A es 50y B es 35 ¢Cual
es el valor de B cuando A es 10?

68. La variacién de B es el triple del cuadrado de C ¢Cual es el valor de B cuando C tiene un
valor de 2167

69. El cambio de A es directamente proporcional con el doble de la raiz cuadrada de B
éCuanto vale B si A toma el valor de 727?

70. éCuantos pies existen en 2 millas?
71. Se tienen 1200 mililitros de volumen, exprese esta cantidad en galones y pulgadas cubicas.
72. iQué cantidad es mayor (compdarelo con gramos) 35 libras o 15 onzas?

Utilice la ley de Gay Lussac (P{T, = P,T,) para resolver los siguientes ejercicios:

73. éCual es la presidn final para una temperatura de 150 °C, en cierta reaccién, sabiendo que
inicialmente se tenia una presion de 1 atmdsfera y una temperatura de 25°C?

74. Para un proceso quimico un equipo reporta inicialmente una temperatura de 30°C y una
presion de 1.5 atmdsferas, si la presion se triplica ¢ Cual es la temperatura en el equipo?

75. Una mezcla exotérmica requiere ser controlada con presidn, se presenta durante la
reaccién una temperatura de 500°C y una presidon de 50000 mm de Hg y se requiere
aumentar la temperatura a 750 °C ¢Cudl serd la presion que debe de registrar el
mandémetro?

Utilice la ley de Charles (T,V, = T,V,) para resolver los siguientes ejercicios:

76. Un volumen de 9 litros de gas hidrogeno estd a 88 °C, se enfria hasta que su volumen
disminuye a 2 litros ¢ Cudl es la temperatura del gas?

77. Una muestra de CO, ocupa un volumen de 3 litros a 120 °C. Calcule la temperatura a la
cual el gas ocupa un volumen 0.5 Litros.
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78. Una cantidad de 50 litros de gas metano gaseoso se calienta desde 25° hasta 90°C ¢ Cual es
su volumen final?

79. Una cantidad de 1.5 litros de amoniaco se calienta el doble de su temperatura inicial ¢ Cual
es su volumen final?

Ahora para dos magnitudes inversamente proporcionales se tiene que A < B.
Ellas se relacionan por un valor constante, cambiamos el simbolo de proporcionalidad por un

igual y una constante.

| K Presion (P)
"B

Se despeja la constante:

K =AB

Esta proporcionalidad indica que al
aumentar magnitud la otra disminuye;

graficamente corresponde a una \
funcidn decreciente.

P2
P
Ley de Boyle-Mariotte, enuncia que 3 I
manteniendo la temperatura constante 0 ' >
la presibn aumenta de manera ViVa V3 Volumen (V)

inversamente proporcional con el

volumen (Figura 3.6). Figura 3.6 Relacién inversamente

proporcional de la Presion y el Volumen,
PV, = PRV, representada por la ecuacién Boyle-Mariotte

Eemplo 13

Si las magnitudes de A y B son inversamente proporcionales, encuentre x + y.

Solucion
Primero se calcula la constante con los valores que se tienen de Ay de B:

K =12(5) = 60
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Ahora para x se tiene:

K
A=—
x
Por lo tanto
60 -
x = i
Finalmente para y
K
B =—
y
60 -
MRET)
La operacién que se solicita es x + y
x+y=154+6
x+y=21

Hemplo 14

¢Cudl es el volumen ocupado por 25 litros de gas a 1 atm de presidn después de que ha sido
comprimido a temperatura constante hasta 4 atm?

Solucion

De la ecuacion propuesta por Boyle se despeja el V, para asi obtener su valor a la presion
indicada.

Py
VZ = Vl (P_z)

1 atm)

v, = (25 1t) (4 =

V,=6.21t
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Ejercicios de refuerzo 3.8

Resuelva los siguientes ejercicios de proporciones inversas.

80. El comportamiento de la viscosidad con respecto a la temperatura de cierto aceite
lubricante se puede observar en la siguiente tabla:

Temperatura (°C) | 30 42 y

u (cp) 70 x 35

Encuentre la viscosidad a 42 °Cy la temperatura a la cual la viscosidad es 35 cp.

81. La variaciéon de presién y volumen de cierto gas se presenta en la siguiente tabla.

82.

83.

P (mm de Hg) 724 X 998

V (Litros) 1.5 1.33 y

Encuentre el producto PV que corresponde a xy.

El amoniaco gaseoso tiene un comportamiento casi lineal con respecto a la viscosidad y la
temperatura, por lo tanto una buena aproximacidn es aplicar la ecuacion Tqpq = T ;.
Calcule la viscosidad a 60°, si a 30° la viscosidad es 0.16 cp.

Con esta tabla prediga la viscosidad a 50 °C y encuentre la temperatura a la cual la
viscosidad es 0.5 cp.

Temperatura (°C) | 40 70 100

1.05 0.6 0.42

u (cp)

Utilice la ley de Boyle (P,V{ = P,V ) para resolver los siguientes ejercicios:

84

85.

86.

87.

. Una muestra de cloro gaseoso ocupa un volumen de 350 mL a una presidon de 720 mm de

Hg. Calcule la presién del gas si el volumen se reduce a 50 mL.

Un gas ocupa un volumen de 725 mL y la presion es 1.2 atmosferas, el gas se expande a
temperatura constante hasta una presidn de 0.5 atmosferas é Cudl es el volumen final?

A 323 Kelvin una muestra de amoniaco ejerce una presion de 5.5 atmosferas ¢Cual es la
presion para que el volumen se reduzca a 1/5 de su valor original, manteniendo la misma
temperatura?

El volumen de un gas es de 6 litros, cuando la presién es de 1.5 atmosferas ¢ Qué volumen
ocupa cuando la presion es de 7 atmosferas?
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Quimatica

Q

Las proporciones y su importancia en medicina

Escrito por: Dr. Isaac Senado Lara

Centro Médico Nacional, 20 de noviembre del ISSSTE

Tenemos que proporcién es la
igualdad entre dos o mds razones, y una
razon es la comparacion de dos cantidades,
por medio de divisién o cociente. (1)

una

Tomaremos como ejemplo al cédncer de
prdstata, ya que es una de las principales
causas de muerte en los hombres en
Meéxico, que ha aumentado desde 2005. (2)

De acuerdo con el INEGI en México habia
una poblacion de 119 530 753 personas, de
la cual 48.6% eran hombres y 51.4%
mujeres. Entonces la proporcion fue de
94.4 hombres por cada 100 mujeres. (3)

En 2018 se presentaron en México 25049
casos de cancer de préstata, mientras que
el numero de defunciones por este cancer
fue de 6915. (4)

Desafortunadamente hasta un 70% de los
casos de cancer de prdstata que se
detectan cada afio estan en un grado
avanzado de enfermedad.

Es importante la difusién para el
diagndstico temprano, ya que en esta

etapa no hay sintomas.

En el rubro de la deteccion se encuentra el
examen digitorrectal y la toma de muestra
en sangre del Antigeno Prostatico

Especifico (APE).

75
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En los siguientes casos es recomendable
tomar muestras de tejido prostatico
(biopsias) para descartar este cancer:

e En los pacientes sin sospecha al tacto
rectal, pero con alteracién en los niveles
de APE entre 4y 10 ng/ml.

e Hay una parte del APE que se une a las
proteinas del cuerpo y otra porcion
circula libre por la sangre. Entonces, la
disminucion del 20% de la fraccion libre
(la proporcion menor de 8/2 es
sospechosa de tener tumor).

e Densidad mayor de 0.15. Se usa en los
hombres que tienen  glandulas
prostaticas grandes para tratar de
corregir las variaciones de APE debidas
al tamafo de la préstata. Se mide el
tamafio de la prdstata mediante una
ecografia transrectal y divide el nimero
de PSA entre el volumen de la préstata.
Una densidad alta de PSA indica una
mayor probabilidad de que haya céncer.

e Velocidad mayor de 0.75ng/ml/afio y
tiempo de duplicacion menor a 3
meses. Medida que indica cuan rapido
el PSA aumenta a medida que pasa el
tiempo. Normalmente, los niveles del
APE se incrementan lentamente con la
edad. Algunos estudios han encontrado
que estos niveles aumentan mas
rapidamente si un hombre tiene cancer.

(5)(6)



La toma de biopsias se realiza con apoyo
de estudios de imagen como ultrasonido

con sus diferentes modalidades (con
contraste, de alta resolucion,
microultrasonido, etc), en casos

seleccionados por Resonancia Magnética.

(7)

En la biopsia prostdtica el cdncer puede
medirse en términos del numero de
muestras positivas, el total de milimetros
de cancer en todas las muestras, el
porcentaje de cancer en cada muestra y el
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porcentaje total de cancer en el total de la
muestra. La extension del cancer se puede
predecir con bastante exactitud
combinando el grado obtenido en |la
puncién de biopsia con el estadio clinico y
los valores en sangre de APE. (8)

Como vemos, el uso de las Matematicas y
en especial de las proporciones en el caso
del cancer de préstata nos apoya en cada
momento en la toma de decisiones desde
el diagndstico, elegir el tratamiento éptimo
y seguimiento de los pacientes.
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1 1 1
1. a) 0.52 b) 7 c) 3 d) 0 e) 3 3. 91 5. 2625 7.0.18371b 9. 41cm 11. 22.6%

bacetrias 74 , . ) .
13. 4—50W 15. t(°C) = EDe — 114 17. José 42 afios, Florencia 38 afios

19. Hugo 60 afios, Paco y luis 30 afios cadauno 21. (3:4),(3:3),(3:7),(4:4),(4:3),(4:7)
23. (3:3),(3:1),(3:1),(3:7),(1:3),(1: 1),(1:1),(1: 7), (4:3), (4: 1), (4: 1), (4: 7)
25. H,S0, = 261.333g,S = 85.333g, HNO; = 126,H,0 = 84g  27. H,S = 408g
H,S0, = 1568g,S = 384, Cr,(S0,)s = 15689,  K,S0, = 696, H,0 = 504 g

29. t(A°) = i—;(t(%‘) +114) 31. t(°C) = §°De — 114  33. Tubos de ensayo 27.9%,
Pipetas 13.9%, Matraz Enlemneyer, 11.6%, Probetas 13%, Pipetas 14.8%,

Matraz aforado 13.9% y Embudos de separacién 4.6% 35. 25g de urea,75g de vaselina,

100g de glicerinay 300 g de agua 37. 68.96% de Cu®® 31.01% de Cu®® 39. 112.9 Kgde Cu

mol
y 26.6 Kg de Zinc 41. 0.64T 43. 941% 45. C;H,0, 47. CsHgO4,NNa

49. Pt 44.2% 51. N 27% 53. C 204% 55. 352¢g
N 15.8% H 1.1% H 24.5% 57. 120 g
H 2.7%, Cr 14.14% Mg 8.2% 59. 34.6mL
0 21.7% S 35.3% N 19.6%
Cl 8.1% C 13.2% 0 27.2%
S 7.2% 0 8.8%

61. Na 27.3% H1.2% C142% O 57.1%v 63. Ca23.2% S18.6% O 55.8% H 2.3%
65. C 543% H71% N 17.4% 0204% S 04% Fe 03% 67.B=7 69. B=1296
71. 0.3 Gal 19200in® 73. 6atm 75. 75000 mmde Hg 77. 20°C 79. 3L

81. 881.8(PV) 83. 1.2¢cp 85. 5040mmdeHg 87. 13L
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Porencias |

1aices

LO QUE APRENDERAS. . .

4.1 Leyes de potencias y raices.

4.2 Potencias negativas y potencia cero.

4.3 Expresion de la raiz n-ésima como potencia fraccionaria.
4.4 Calculo de raices n-ésima usando factores primos.

4.5 Radicalizacion de un radical.

4.6 Racionalizacion de radicales.

4.7 Suma de radicales.
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41 Leyes de porencias | raices

La potenciacion resulta de la repeticion de Ila

¢Haber diga T . s .
multiplicacidn, por ejemplo.

algo
inteligente?

La suma de la raiz cuadrada 2:2-2= 23
( de los lados de un triangulo, es igual Enla expresic')n'
a la raiz cuadrada del tercer lado. '
a™

a Es la base.
n Es el exponente.

El resultado, es decir a™ es la n-ésima potencia de a.

También existe la potencia fraccionaria, conocida como
“raiz”, a la que recurre nuestro amigo de la caricatura.

ADVERTENCIA: LAS POTENCIAS SE LLEVAN MAL CON LAS SUMAS.

Las leyes de las potencias se usan para simplificar multiplicaciones, pero cuando se tiene
una suma de factores que se encuentran elevados a alguna potencia las leyes que a
continuacion se ejemplifican no aplican.

MULTIPLICACION DE POTENCIAS CON LA MISMA BASE

Si necesitamos multiplicar 2%con 22 se obtiene 2° ya que en la primera potencia existen 4
factores y en la segunda potencia hay 2; en total son 6.

2%.22=(2-2-2-2)(2-2)
=(2-2-2:2)(2-2)

La ley se resume como: a

MULTIPLICACION DE POTENCIAS CON LOS MISMOS EXPONENTES

Si se requiere multiplicar 23 con 53 se obtiene 103 ya que la primer potencia hay 3 factores 2y
en la segunda potencia hay 3 factores 5, asi que hay tres factores 2+ 5 = 10:
23:53=(2-2-2)(5-5"5)
=(2-5)(2-5)(2-5)
=103

La ley se resume como: a™-b™ = (a-b)™
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POTENCIACION DE POTENCIAS
Si se solicita 5* a |a tercera potencia, se obtiene 3 factores 5% es decir 3 - 4 factores de 5:
(6% =(*)-(6*")- ")
=(5-55-5):(5:5:5:5)-(5:5:5:5)

— 512

La ley se simplifica como: (@™™ = a™

DIVISION DE POTENCIAS CON LA MISMA BASE

Si necesitamos dividir 2> entre 23 se obtiene 22, ya que la primera potencia hay 5 factores 2 y
en la segunda potencia hay 3. Por la simplificacién de fracciones quedan 2 factores:

2° 2:2:2:2-2
227 222
=2-2

= 22

a
La ley se simplifica como:

DIVISION DE POTENCIAS CON LOS MISMOS EXPONENTES

Si se requiere dividir 103 entre 23 se obtiene 53, ya que la primera potencia hay 3 factores 10y
en la segunda potencia 3 factores 2. Por lo tanto hay 3 factores de 5:

10°  10-10-10
23 2:2-2

-(2)(2) (%)

a™ am
La ley se reduce como: - ( )
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42 Pofencias negarivas | porencia cero

POTENCIAS NEGATIVAS

Una potencia negativa tiene un significado cuando se habla de una fraccién, por ejemplo la
expresion 273, es una convencién a primera lectura sin sentido porque se leeria como “existen
—3 factores 2".

Como las potencias negativas cumplen con las leyes de las potencias que se han visto,
entonces 272 solo puede significar lo siguiente:

1
273 = —
8
La explicacion es la siguiente:
2 .
2_3: 22_5:2—: 2:2 = 1 :1
25 2:2:2:2:2 2:2:2
En general se puede formular esta ley como: D i
am

POTENCIA CERO

Si se piensa en una potencia cero, sélo se podria obtener en una resta de potencia, por
ejemplo:

30=32"2=—=1
3-3
La Unica interpretacion de esto es el nimero 1:
3°=1

. 0 _
Concretando se tiene: a’' =1
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En resumen las leyes de las potencias son:

e« = d
I]Eﬂﬂl[)ll]ﬂ Multiplicacion de potencias con la

misma base
Multiplicacién de potencia con los mismos exponentes

Potencia de potencias

Divisién de potencias con la misma base

Divisiéon de potencias con los mismos exponentes

Potencias negativas

Potencia cero

Capitulo 4. Potencias y raices

n m+n

=a

a™-b™ = (a-b)™
(a™)* = g™

am

an

m
o= (5)

Eemplo |

Calcule las siguientes operaciones sin utilizar calculadora.

37 (3—3)—2 . (32)—1

a) 18 . 32 b) (32)—4 . (92)—4
Solucion

37
4 1§32

Primero se expresa 18 como 2 - 32

37 37
18-32 2.32.32

Ahora se utiliza la ley de Multiplicacion de potencias con la misma base:

37
2-34
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Se usa la ley de Divisidn de potencias con la misma base

37—4 33
2

(3—3)—2 . (32)—1
(32)—4 o (9—2)—4

b)

Se utiliza potencia de potencias y se expresa 9 como 32.

36 372
3-8.316

Ahora se aplica la ley de Multiplicacidn de potencias con la misma base.

36—2 34
3-8+16 _ 38

Se emplea la ley de Divisidon de potencias con la misma base.

34

? — 34—8

El resultado es una potencia negativa.
3—4

La forma como potencia positiva es:

Ejercicios de refuerzo 4.1

Calcule el resultado de las siguientes operaciones sin utilizar calculadora.

i 3 47172 2—1/2 . 33/4 . 43
1. (2°) 5. (Z) 9. 25/2 . 3—1/4 . 43/2

ORI
R |
v | g)zr o 2 (=37 +[G-)]
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43 bipresion de una raiz n-6sima como pofencia
[raccionaria

1
Ahora se puede pensar en que la potencia sea un nimero fraccionario, por ejemplo 2s. La

1
tnica forma de hacerlo utilizando las leyes de las potencias es manejar 32 = /3. La expresién
se puede entender como:

3=31

=

El Unico numero positivo de raiz de tres elevado al cuadrado es 3, de ahi la equivalencia de

Por tanto.
2

1
32 = /3, por ello tiene sentido que:

1
an = Va.

m
Generalizando se tiene: an = Va™m = ('{[&)m

Eemplo ¢

Simplifique las siguientes expresiones:
5 1/3
) V33 b) s|asva ) <a2b2/3c4> a3/?bc
a —_— c
913 Ve Vab2c'z) | avb?

Solucién a)

Primero se expresa la raiz como una potencia fraccionaria.
31/3 . 31/2
32.31/4
Ahora se aplica la ley de Multiplicacién de potencias con la misma base.

31/3+1/2 35/6
32+1/4  39/4
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Se emplea la ley de Division de potencias con la misma base.

35/6
o7 = 35/6-9/4
3

3-17/12

El resultado tiene potencia negativa, se expresa con potencia positiva, quedando:

1
317/12

Solucion b)

Primero se pasan a potencias fraccionarias las raices.

1/3

3 a5\/a as - ql/?
% - al/s

Se aplican las reglas de potencias; primero la ley de Multiplicacidon de potencias con la misma

base.
EHL
al/s

Ahora la ley de Divisidn de potencias con la misma base.

q11/2 1/3
a1/

1/3

Se utiliza la ley de potencia de potencias.

(a11/2—1/5)1/3
(a53/10)1/3

Finalmente.

a53/30

Solucién c)

Primero todo se expresa con potencia fraccionaria.

a2b3/2¢* \* (a®/2pc\?
22 c1/2 ab3/?

a2 b3%2 AN /a32 b 1/2
[<a1/2' b2 '61/2> ( z 'bs/z'c> ]
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Ahora la ley de Divisidon de potencias con la misma base.

[(az—1/z . p3/2-2. C4—1/2)2(a3/2_1 . pl-3/2. 0)1/2]1/3

[(a3/2 -pV2. c7/2)2(a1/2  p1/2. C)1/2]1/3

Se utiliza la ley de potencia de potencias.

[a3 b1 c7 - qV/*- p=1/%. C1/2]1/3
Se agrupan los términos.

[a3 cql/4 . pmlpl/A L T C1/2]1/3

Ahora se aplica la ley de Multiplicacidn de potencias con la misma base.

[a3+1/4’ . p-1-1/4. C7+1/2]1/3
[a13/4 . p-5/4. C15/z]1/3

Nuevamente se utiliza la ley de potencia de potencias.

LD | j=EiE |

El resultado se tiene a la base "b" con potencia negativa, se expresa con potencia positiva,
quedando:

G L A5

p5/12

Se homologan las potencias con denominador 12.
ql3/12 . (30/12
p5/12

Finalmente se expresa como raiz:

12 a13c30
bs
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Ejercicios de refuerzo 4.2

Simplifique las siguientes raices utilizando potencias fraccionarias.

13. V3 18, /(\/?—\/?)\/? 23. (VZ+V3-V5)

48
23 .55 3 24.5—1
14. |24 19. /\/E 24. j2_1_53 j25-5-1
10 - 5
15. |52 20, ——— 25.
3 V3
Vi2-v6 312V4V6
16, V26 21, [AENE
V2 3v2
Va2 - Vbs
17. |2 [22V2 22, |——
c—3d

44 Célculo de raices n-ésima usando Factores primos

Para el calculo de raices por descomposicién en factores primos, tome en cuenta el siguiente
teorema:

Q Definicion

La radicacion de un producto es igual a la radicacion de los factores primos por separado.

La radicacion de una potencia es igual a la base de la potencia elevada a la division del
exponente con el indice de la radicacion.
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El procedimiento para la descomposicion de una raiz en factores primos es:

Se descompone el radicando en los factores primos.

Se expresa el radicando como un producto de potencias.
Se separan los radicandos.

Se operan las raices.

Se multiplican los factores.

vk wnN e

Encontrar el resultado de las siguientes raices, utilizando la descomposicién en factores
primos.

a) 1296 b) 327000

Solucion a)

V1296

Primero se expresa el radicando en sus factores primos.

i Factor
Numero .
primo
1296 2
648 2 Se expresan los factores primos con potencias de 2
324 2 por que la raiz es cuadrada.
162 2
81 3
27 3 1296 =2-2-2-2-3-3-3-3
9 3 =22.22.32.32
3

Se expresa el radicando con estas potencias.

V1296 = +/22-22-32.32

Se separan los radicandos.

1296 = /22 - /22 -,[32 - /32

Se operan las raices.

V1296 =2-2-3-3
Se multiplican los factores primos.
V1296 = 36
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Solucién b)

¥27000

Se inicia expresando el radicando en sus factores primos.

i Factor
Numero .
primo

27000
13500
6750
3375

2
2 Se expresan los factores primos con potencias de 3
2
3
1125 3
3
5
5
5

ya que la raiz es cubica.

375
125
25

27000 =2-2:2+3-3:3:5:5-5
=23.3%.53

Ahora se expresa el radicando con estas potencias.

327000 = {/23-33-53

Ahora se expresa el radicando con estas potencias.

/27000 = 3

Se separan los radicandos.

Se operan las raices.

¥27000=2-3-5

Se multiplican los factores primos.

27000 = 30

Ejercicios de refuerzo 4.3

Encuentre el resultado de las raices por descomposicidn en factores primos.

26. 240 28. V144 30. V1080
27. 38000 29. /540
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45 Radicalizacion de un radical

Si se tiene una raiz dentro de otra raiz, por ejemplo V2 se puede expresar el nUmero con
potencia fraccionaria, quedando:

1/2\Y2 _ 5174
(21/2)"" =2

Observe que se estd aplicando la ley de potencia de potencias, entonces tiene sentido decir en
la operacién de la radicalizacidn de una raiz, los radicales se multiplican.

Generalizando se tiene: .
a = ™a

e®s
o’ 3

A Fiemplo 4
Encontrar el resultado de las siguientes radicales.

@) |28 b) /23/3\/5

Solucién a)

a)s\/%

Primero se introduce el nimero 2 en la raiz cudrtica, para ello se eleva a la cuarta potencia con
una raiz cuartica:

w
'S
S
=~
.-p
&

Ahora se tiene la misma raiz cuartica, por lo que se puede expresar como una misma potencia:

3

Se multiplican las raices:
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Se expresa el 8 con una base de 2.

12

24.23

Finalmente se simplifica:

li/?

Solucion b)

Se inicia expresando el 3 con raiz cuadrada.

Se multiplican las raices

\S)
o
w
N
N

Se eleva a la sexta el niUmero dos y se expresa con raiz sexta.

(=)}

%‘
(o))

(=)}
w
N
N

Se expresan como una sola raiz.

¢[26.32.

N

Se multiplican las raices nuevamente.

12

.32.

Se simplifica.

[
() N
o
] T
N

27

Capitulo 4. Potencias y raices
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Ejercicios de refuerzo 4.4

Encontrar el resultado de las siguientes radicales y simplifique.

31. V2 37. 43,

44, \/a5

N[ =
W[ =
N[ =
w

Sl =
sls

2

|

32. 38,
33. 2233 39. [2.[24/2 \/64a2 p10.3/2cs
34, [33v2 40. Ja'? 46. |4ab- \/Zacz *|4abevze
35, -[233 an |2 %

36. i 25V2 w2 2 ¥

46 Racionalizacion de radicales

Ahora piense que tiene una suma de fracciones y una de ellas tiene como denominador una
raiz, esto complica obtener el minimo comun denominador para efectuar la operaciéon, por
ejemplo:

[SSAI
+
NIl
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Se tiene en la segunda fraccién en el denominador a v/2, por tal motivo se racionaliza el
radical, y para ello solo se opera la segunda fraccién, teniendo:

2 V2 2V2
VZ V2 V22
_2V2
2
=2
Ahora se puede expresar la suma con un denominador de 3:
AR

Pero, équé ocurre cuando la raiz en el denominador es distinta a la cuadrada?

Recuerde que la potencia al final de la operacidn debe ser 1, por ejemplo si se tiene V2, es
21/3 entonces

21/3 . (2x)1/3 =21

Se establece una igualdad con las potencias.

l+x1=1
3
1+x=
x=2
Por tanto
Vz2- Y22 =2

Se puede generalizar la racionalizacién como:

Q Definicion

Racionalizacion con un radical en el denominador:

a . "ﬂ/cn—m B a- ’}/Cn—m
pNcm Nomm  bec
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Hemplo 9

Racionalice las siguientes fracciones:

3 6
) V8

Solucién a)

a)

El radical es un 12 y la potencia de la base es 1 por lo tanto la potencia resultante para la base
2es1l.

3 12 [_211 ~ 312 r—211
4%/2 12/'—211 - 4-2
312
= — 211
8

Solucién b)

Primero se observa que el 8 se puede expresar como 25.

6
2
Se reduce el radical.
6 _ 6
2 V2
Se opera el radical.
6 V2 6V2
S YN 32
V2 V2 2

Ejercicios de refuerzo 4.5

Racionalice los siguientes radicales.

47 ! 51 3 55 V2 59 3V
W2 3 B ' 33
5 1 V3+2 2
48, — — 52, —— 56. 60. —
V7 6'3/2 V2 Vr
2 3 2 -3 1++2
49, —— 53. < 57. \/—3 61. 3 V2
3v/5 V23 23/3 V2
4 2 2+1
50. —— 54. - 58. \/—
7 2 Ve
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Otro caso es tener en el denominador una suma en la que se encuentre mas de una raiz, como:

2
N

Por lo que se utiliza el conjugado del binomio para suprimir los radicales, de tal modo que este
binomio conjugado es igual al binomio con el signo central cambiado:

% Definicion

Conjugado de un binomio, cuyo resultado es a? — b?:
(a+ b)(a—b)

(—a+ b)(—a—b)
(a —b)(a+ b)

(—a—b)(—a+b)

Eemplo &

Racionalice las siguientes fracciones, utilizando el binomio conjugado:
) 3 b) 12 ) 1
a _— T c) ————
V2-2V3 —3-+/5 1+v2-+3

Solucidén a)

Se identifica el binomio conjugado para suprimir las raices.

3 V2+243
V2 -2v3 V2423

Se establece el binomio conjugado del tipo: (a — b)(a + b) = a? — b?

3(v2+2v3)  3(vV2+2V3)
2—-43) 10

Solucién b)

Para este caso el binomio conjugado sera (—a — b)(—a + b):

(~V3-VB)(—V3+5) =3 -5
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Por lo que:

12 —V3++V5  12(—V/3+5)
—3-v5 —v3++v5  3-5

_ 12(—V3++5)
B 2
Se suprimen los términos, para obtener:
= —6(—V3 +5)
Se aplica regla de los signos:
= 6(V3 —5)

Solucion c)

Ahora se tiene en el denominador tres términos (1 + v/2 — v/3), el conjugado se obtiene
cambiando los signos, por lo que:

1 1-v2+43
1+vV2-vV3 1-v2+3

Se opera el producto.

1 1-V2+43 1-v2+3
14VZ2—V3 1-V2+v3 (1+vV2-V3)(1-VZ+3)
1-vV2+V3

T 12 V34 VZ-VIVZ + V2B -3+ V3VZ -3

Se suprimen términos

1-v2++3
1-2+2V3V2-3

1-v2++/3
—4 4+ 24/3V2

Nuevamente el binomio conjugado ahora es: (—4 — 2\/§\/§)

1-V2++v3 —4-2V3V2
—442V3V2 —4—232

Se aplica el dlgebra.

1-vV2+V3 —4-2V3V2 (1-v2+V3)(—4-2V3V2)
—4+2V3V2 —4—-2V3V2 16— (4-3-2)
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—4—2V3V2 + 42 +2-2V3 — 43 —-2-32

-8

—4 —2/3v2 — 22
-8

—2(2++3vV2 ++2)
-8

Finalmente el resultado es:
1 _2+V6+V2
1+VZ-V3 4

Ejercicios de refuerzo 4.6

Racionalice las siguientes fracciones utilizando el binomio conjugado.

3 V2 —4
62. 66. ——— 70, ———
3.5 57 235
63 > 67 & 71 .
CV2-4 L —4-2v2 1 JV2+3
2 V4
64, ——— L
—2+3 8—3
65 2 69 L
" VZ+43 C 2V3V2

47 auma de radicales

Piense que en una suma o resta de radicales se requiere simplificar, esta operacion se puede
efectuar siempre y cuando los radicales tengan el mismo radicando y raiz. Por ejemplo:

4+V5+V7+3+ 75

Se agrupan términos comunes:

44+34+V5(1+7)+V7

Para obtener:

7 +8V5 +7
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Efectue la suma de las siguientes expresiones:

a) 23162 +3348 b) 23¥40 - V135

Solucién a)

Se inicia descomponiendo en factores primos

Numero Factor primo Numero Factor primo
162 2 48 2
81 3 24 2
27 3 12 2

3 2

3 3
162=2-3-3-3-3 48=2-2-2-2-3

Se expresan los factores primos con potencias de 3 ya que la raiz es cubica.

2V162=232-3-3-3-3 3V48=332-2-2-2-3
=232-3-33 =332-23-3
=2-3V2-3 =3-2V2-3
=66 =66

El factor comun es 16
23162 + 33/48 = 616 + 636
= V6(6 + 6)
=126
Solucién b)

Se inicia descomponiendo en factores primos

Numero Factor primo Numero Factor primo
40 2 135 3
20 2 45 3
10 2 15 3
5 5 5
1
40=2-2-2-5 135=3-3:-3-5
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Se expresan los factores primos con potencias de 3 ya que la raiz es cubica.

23/40=232-2-2"5 V135 =33-3-3"5
=2¥23-5 =335
=225 =335
=435 =335

El factor comun es V5

2340 - 3135 =435-335 =135

Ejercicios de refuerzo 4.7

72. 2V2 —4V2 +2 76. 54+ V16 + V250

73. 3V7-2V7+7 77. 2V8—+50+72 — 676

74. V12— 4V3 + 2V75 78. /8ab +V72ab +V50ab + V288ab
75. 24 — 56 + /486 79. b\/azc + v16a8b4cz + aw
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Quimatica

15

Las potencias en la disolucion de
medicamentos

Escrito por: Dra. Leticia Cruz Antonio

Las potencias son una forma de escribir la
multiplicacion de numeros o variables por
si mismos varias veces. Por ejemplo, 5 al
cuadrado es 52 =5x5; 6 al cubo 3 es
63 = 6 X 6 X 6; las variables: aa am zz se
pueden simplificar como a®mz? o bien

——— se puede simplificar como —;
2X2X2X2 2

que es igual a 27,

En general la potencia puede representarse
como x™ , donde x es conocido como la
base y n es llamada potencia. Siempre que
n sea igual a 1, tendremos x!=x vy
cuando n sea cero, entonces x° = 1. Lo
opuesto a elevar un numero (x) a su

Tractogastrointestinal

Farmaco
en solucion

Velocidad
de disolucion

Facultad de Estudios Superiores Zaragoza, UNAM

Absorcion

Farmaco

Membranas

Medicamento

potencia n es encontrar la raiz que marca
n, lo que puede expresarse como: Vx.

Las potencias son importantes para
explicar el efecto terapéutico de algunos
medicamentos. Debido a que la disolucion
de un medicamento administrado en forma
solida por via oral es un requisito previo
para su absorcién dentro del organismo. Ya
que solo los farmacos disueltos pueden
difundir a través de las barreras bioldgicas
para llegar hasta a su sitio de accién vy
ejercer un efecto (Figura 1). La velocidad
de disolucion de un farmaco a partir de su
forma farmacéutica o medicamento es
crucial para la eficacia de un medicamento.

Circulacion

V) Efecto
terapéutico

A

Sitio de accion

Figura 1. Etapas generales involucradas para alcanzar el efecto terapéutico de un farmaco contenido en

un medicamento sélido oral.
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El proceso de disolucién de un farmaco
puede semejar una reaccién quimica en la
cual, la afinidad entre los compuestos que
estan presentes (farmaco y aditivos que
conforman el medicamento), podran
interactuar con el medio de disolucién para

Capitulo 4. Potencias y raices

medicamento sélido oral inicia, la cantidad
del farmaco contenido en éste (reactante)
disminuye, en tanto la cantidad de farmaco
disuelto (producto) incrementa con el
tiempo (Figura 2) es decir, la cantidad de
farmaco cambia con el tiempo antes que la

lograr que el farmaco entre en solucién y reaccidon sea completa o alcance su
sea absorbido. Cuando Ila disolucién de un equilibrio.
Farmaco en Farmaco
medicamento disuelto
Velocidad de
disolucion

A

K

Q

Figura 2. Representacion del proceso de disolucion de un farmaco visto como una reaccidén quimica. A=
Cantidad de farmaco contenido en el medicamento y sobre la cual ocurre el proceso de
disolucion. Q = Cantidad de farmaco disuelto al tiempo “t”. K = Constante de velocidad de

disolucion

La velocidad de una reaccién se expresa a
través de su constante de velocidad y la
concentracién de los reactantes elevadas a
alguna potencia. Para la reaccion de la
figura 2, la ley de la velocidad se puede
representar como:

dA

— =—kA" Ec..
=k c.. ®
dQ n
E—kQ EC@

Donde: k es la constante de velocidad, A es
la cantidad del reactante, Q es la cantidad
del producto y n es el orden de reaccion.

El orden de reaccion respecto de un
determinado reactivo es la potencia a la
cual esta elevada Ila cantidad o
concentracién de dicho reactivo. En la ley
de velocidad, la potencia o potencias son
valores experimentales y no tienen relacién
con la estequiometria de la reaccién. El
orden de una reaccion se define en
términos de las concentraciones de los
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reactivos, y puede tener cualquier valor,
incluso cero.

Velocidad de disolucion de orden cero.
Si la potencia (n) en la ecuacién 1 o 2 tiene

el valor de cero entonces pueden
expresarse como:

dA

—_—=— Ec ..
=k Ec.®
aqQ

E—k EC@

El término k representa la constante de
velocidad de disolucién de orden cero con
unidades de masa/tiempo. La integracion
de las ecuaciones 3 y 4 y al tiempo cero,
resulta en:

A =—kt Ec ...

®
®

kt Ec ...

(=)
I



Una velocidad de disolucion de orden cero
en medicamentos implica que, la velocidad
de disolucidn es constante y no depende la
cantidad de farmaco contenido en el
medicamento (reactante). Este tipo de
comportamiento se presenta en los
medicamentos  conocidos como de
liberacién modificada, los cuales estan
disefiados para liberar gradualmente el
farmaco a fin de lograr una disolucidn lenta
y sostenida (como en el caso de un parche
transdérmico), o una absorcion selectiva a
través del tracto gastrointestinal (Gl),y/ o
resultando en un tiempo de disolucion
retrasado, como es en tabletas con
recubierta entérica.

Velocidad de disolucion de primer orden.

Si la potencia en la ecuacién 1 o 2 tiene el
valor de uno, entonces la cantidad de
farmaco (A) esta disminuyendo a una
velocidad proporcional a la cantidad de
farmaco remante en el medicamento o
estd aumentando la cantidad de farmaco
disuelto (Q), y puede expresarse como:

dA

= kA Ec..(?)
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1
19. 8 21 128\
o (5)

Capitulo 4. Potencias y raices

1
1 200\4 15
13. 32 15. ( 5 ) 17. 216

1 2 z1 3.2 5 % 5 5.3 o 3% 11 2
" 64 "8 ' . : " 64
1 1 1
23. 17+(120)2 25. — 27. 20¥5-2 29. 6V3-5 31. V2 33. 2824 35 V24 37 — 39, /217
232 /432
4 V2 2v5 3322 {23 3% V32(v2 -3
41 ﬁ 43. /3327  45. 8ab?'i2b5c6 47 - 49 o st 332 s3. > 55. 3 57. (6 )
353 +V27) V25 (V1+v2) SVZ +20 3WVZ-6 72
59. 3 61. 5 T 65. 2(V3-v2) 67 7 w
2(1+VV2+V3)(2-V6-2)
71. ( 4) 73. 2Y7  75. 6V6 77. —7V2 79. 4ab\c
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Uperaciones

Algebraicas

[%-l LO QUE APRENDERAS. . .

5.1 Operaciones con potencias y radicales.
5.2 Operaciones con fracciones.
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Capitulo 5. Operaciones algebraicas

a1 Operaciones con pofencias || radicales

Rebasd el limite En una expresion algebraica los términos que la

de velocidad /| conforman:
I
L Coeficiente /Grado
\ /_/
4¥2
Signo / \ Variable

Figura 5.1 Partes de una expresion algebraica

El coeficiente es el nimero que antecede a la
variable.

La variable es la letra o simbolo que acompafia al
coeficiente, puede ser una o mas variables, siempre
y cuando sean distintas.

Exponente o grado es el numero o letra localizado
como superindice de la variable, entendiendo que si
no aparece el valor es 1.

Las expresiones algebraicas
pueden ser usadas para
representar problemas de la

vida real y cotidiana, Signo, puede ser positivo o negativo, si no cuenta la

cualquier problema puede expresion algebraica con signo se sobre entiende

ser planteado con numeros que es positivo.

y letras, aun cuando el

conductor del automovil en Cualquier  expresion  algebraica deber ser

la caricatura no lo entienda. simplificada utilizando las propiedades de los
exponentes, de los nimeros y de los signos, por
ejemplo:

4x2 +4x —x?>—2=3x*+4x -2

El grado de la expresion algebraica con una sola variable es el exponente maximo de Ila
variable, por ejemplo la expresiéon 5x% — 11x — 3 es de grado dos.

CLASIFICACION DE POLINOMIOS

Cuando los polinomios no tienen denominadores se les conocen como enteros; pero cuando si
lo tienen se llaman fraccionarios; ahora si tiene una letra en el denominador se conoce como
racional; si el polinomio contiene raices o nimeros como 7 u otro se tienen polinomios
irracionales; finalmente si en cada término del polinomio las potencias de las variables suman
lo mismo es un polinomio homogéneo, pero si no lo hacen es heterogéneo.
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Capitulo 5. Operaciones algebraicas

53
a) Entero: x? —x, =

1 2
b) Fraccionario: —+—
X X

¢) Racional: pueden ser a)y b)
d) Irracional: 2x
e) Homogéneo: 4y3+ 5xy? — 6x2y + 3x3

f) Heterogéneo: x*+xy —8

Recuerde que un polinomio puede ser ordenado con respecto a una variable conocida como
variable ordenatriz, la cual puede ir en ascenso o descenso en su valor.

Si el polinomio en uno de sus términos no contiene variable, a dicho término se le conoce
como término independiente.

TERMINOS SEMEJANTES

Dos o mas términos semejantes cuando contienen la misma variable con el mismo exponente,

es decir, que lo unico diferente es el coeficiente. La reduccidon de los términos semejantes
pueden ser del mismo signo y signo diferente.

Eemplo |

Resuelva los siguientes ejercicios.
a) 3x+2x=>5x
b) Vx + 2vx — 5vVx = —2vx
c) —8a*+12a* = 4a*
1 1 1 1 1 5

1
D)y -ztgw=(3-3+y)w=w

e) 25a™*! +3a™ —2a" ! +5a™ —a™ +a™ ! =30a™! + 2a™ — a7t
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Suma los siguientes términos semejantes.

1. 9ab — 15ab
2. —1l4xy + 27xy

3. 25x% —50x2% 4 11x2 + 12x2

1 1 1 1

4. Zy—Zy+4y-—=
27 T3V tEY 75y

5 2a+a+a 12

L33t e .

6. —x% 1475471 35371 4 gxa-l 13.

7. 23n—34n — 25n + 46n + n?

14.

Capitulo 5. Operaciones algebraicas

Ejercicios de refuerzo 5.1

8. 2y+3xz—4y+6z—2xz+3z
9. 2a—3b+4c+d—-a—2b+3c—d

2

X b
10. 6x2+7—3b——+5x

4

11. V2x + 4V2x — 3v2x — 2Vx

1 1
4xb=1 _3xb p b1 p Z b

2 4
3 _ va wa Via
L L
5 4 3 2

7y% —2y? + 3xy — 2xy — xy + 4x% +

+2x?% — x% + 5x3 — 6x3

VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS

El valor numérico de una expresidn algebraica es el resultado que se obtiene al sustituir el
valor de la incdgnita en la expresidn algebraica y efectuar las operaciones indicadas.

Eemplo

. L . 1 1
Resuelva los siguientes ejercicios, considerea = 1,b = 2,m = Sn=3

1
) 3a+2m+3=3(1)+2(—)+3=3+1+3=7

2

b) 2b2+5\/ﬁ=2(2)2+5\E=2(4)+5(%)=8+g=7

¢) (3m?n)? =3*m*n?=9 (%)4 (%)2 =9 (%> (

21

)_ 9
16/ 256
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Capitulo 5. Operaciones algebraicas

Ejercicios de refuerzo 5.2

Encuentre el valor numérico de las siguientes expresiones, para ello considere que:

=1 =2 =3 21 b= ! _1
x=1, y = zZ= a= > =3 c—4
15. 2 20, 7Y 25. (x +)
. 2xy ' 3a3b (x+y)z—a
16. x2yab 21. 5(x+y)+3(bh%+2) 26. (a+b)(b—a)
2, ., Vv3a?n x2 2 1
17. §y a’c 22, 3 27. x+a(§ +}7_E>
3(a%b
18. +/2bc? 23. x? = 2xy + y? 28. (yzz)
24x Xy x 79(a + b) — 4c
19. 4 24. —y+—Z—JZ 29. ( ) 24
2Va2p? a ¢ b 2xy

NOTACION ALGEBRAICA

La notacién algebraica es el traslado de un texto que describe un problema haciendo uso de
incdgnitas, coeficientes, signos, potencias y operaciones aritméticas. Por ejemplo.

Escriba los siguientes textos como expresiones algebraicas

a) Lasuma del cuadrado de x, con el cubo de y:
x2 +y3

b) Una persona contaba con cierta cantidad de dinero, después recibié 50 pesos, y
después pagd otra cantidad de dinero:
x+50—y

¢) Siuntubo de ensayo cuesta 20 pesos ¢Cudnto cuestan 8 tubos, 20 tubos y n tubos?:
x = 20; 8x = 160; 20x = 400; nx = n20

d) En la planta baja de un hotel hay x habitaciones, en el primer nivel existen el doble de
habitaciones, en el segundo nivel existe la mitad de la planta baja ¢Cuantas
habitaciones tiene el hotel?

1
Hab=x+2x+§x
H b—7
a —zx

e) La presidn de cierta sustancia se duplica cuando la temperatura aumenta al cuadrado.
2P = T?
000 000000000000000000000000000000000000
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Capitulo 5. Operaciones algebraicas

Ejercicios de refuerzo 5.3

Represente cada uno de los siguientes enunciados en lenguaje algebraico.

30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

39.
40.
41.
42.
43.
44,

45.
46.
47.
48.
49.
50.

51.
52.

Lasumadea,b y x.

La suma del cuadrado de x, el cubo de y y la cuarta potencia de z.

La raiz cuadrada del producto del cubo x y la quinta potencia de c.

Si un matraz cuesta 2x, ¢ Cuanto costaran 8 matraces, 128 matraces y n matraces?

Escriba la diferencia entre el cuadrado de my el cubo de n.

De una jornada de x horas, ya se han laborado m horas, ¢ Cuanto falta por laborar?

Se debe de recorrer x km. El lunes se recorrieron a km, el martes b km y el miércoles ¢ km
¢Cuanto falta andar?

Una persona tiene x cantidad de dinero, le cobraron el cuadrado de a y le regalaron la
raiz de b ¢ Cuanto dinero le queda?

Al vender una torre de destilacion un consorcio quimico gano 2 millones de pesos,
éCudnto costo la torre de destilacion?

Siendo x un numero entero par, escriba los tres primeros nimeros pares consecutivos.
Siendo x un numero entero, escriba los dos nimeros consecutivos anteriores.

Si han transcurrido x dias de un afio ¢ Cuantos faltan por transcurrir?

Escriba la suma del duplo de x con el triple de z la mitad de w.

Exprese la superficie de un laboratorio que mide de largo a y de ancho b.

Un rectdngulo mide 12 metros de ancho, de largo el doble del ancho menos 3 metros.
¢Cudl es el area del rectangulo?

El cuadrado de la suma de dos numeros enteros consecutivos.

La mitad del resultado de sumarle 3 a un nimero.

Escriba el drea de cierto triangulo, el cual la base es la mitad de su altura.

Escriba el quintuplo del drea de un cuadrado de lado x.

Escriba el doble de la edad que tendré en cinco afios.

Escriba el perimetro de un tridngulo isésceles en donde el lado desigual mide 4cm menos
que cada uno de los lados iguales.

La suma de tres numeros consecutivos pares es 156, éDe qué numero se trata?

La suma de tres numeros impares consecutivos es 99, ¢ De qué nimero se trata?

OPERACIONES CON POLINOMIOS

Las operaciones con expresiones algebraicas son suma, resta, producto y division.

La suma y resta de expresiones algebraicas tiene como objetivo sumar o restar dos o mas
expresiones algebraicas en una sola expresion.
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Capitulo 5. Operaciones algebraicas

Eemplo 4

Sume y/o reste las siguientes expresiones algebraicas:

a)
b)

c)

5x+2x—-3=(5+2-3)x =4x

7y -8y +17y -9y —-8)=(7—-8+4+17-9)y+8=7y + 8

3 1 _(3 1 1) _1
2C 3C Cc = CcC = (o

Ejercicios de refuerzo 5.4

Realice las siguientes operaciones.

53.
54.
55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.

—8x — 5x

91b — 15ab

4abc — 5abc + 3abc

x 2 3

2 3y 4

b 2

§+§b

%W?’ + %W3 + %w3
S5xy —47xy + 547xy — 842xy
x 3, Xy y

4 2 5 7 2

2Vx + 4x1/? — 3Vx

a—2b+c—d+3b—2c+3d
3a+2b—c+2a+3b+c
2Zw—=3x+y+2x—-3x+y—w+6x+3y
6x3+2x+1—3x%+4x—3—4x3+x? +3x

3x% — 4xy + y? — 5xy + 6x% — 3y% — 6y% — 8xy — 9x?
g—et+2Z2e+3m—-29g—-2m—8g+3e—m
—2x+3y?+6y—32z3+y?—22z3+3x+4x — 5y? —8z3 -2y
5p> —3p+ 6 restar —9p?+5p+3
—4x3 4+ 2x% — 2x — 3 restar —2x3 + 4
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Capitulo 5. Operaciones algebraicas

Las operaciones pueden encontrarse entre signos de agrupacién, los cuales pueden estar
precedidos por un signo, si éste es negativo, los signos dentro de la agrupacién cambian;
mientras que si es positivo, los signos de los elementos de la agrupacion se mantienen.

Los signos de agrupacion son tres y el orden jerarquico es: paréntesis (), el corchete [], las
llaves {}, es decir primero se realiza la reduccidon del signo de agrupacion del paréntesis,
seguido del corchete y al final las llaves.

En la multiplicacién pueden existir las siguientes operaciones:

e Monomio por monomio.
e Monomio por polinomios.
e Polinomio por polinomios.

Para realizar los productos de monomio por monomio, primero se utiliza la regla de los
signos, después se multiplican los coeficientes, a continuacion se escriben las incognitas en
orden alfabético colocando los exponentes para hacer la suma de ellos.

Eemplo 9

Realice los siguientes productos algebraicos.
a) (-2a®)(5a*) = —10a3** = —10a’
b) (—xy*)(—=5mx*y?®) = 5mx®y®

1
¢) (3a?b)(—4aVb) = —12a3p'*2
= —12a3b3/?

= —12a3/b3

Ejercicios de refuerzo 5.5

Resuelva las siguientes multiplicaciones.

71. (?) (5a%) 76. (Vxzy)(V2xy?)

72, (=xy?)(=5mxty?) 77. (2xy)(3‘;ﬂ)(4\/%)

73.  (3ab3x)(—4b*Vx) 78. (%a)(—axy3)(—5\/a)

74.  (33x)(2x) 79. (=2x™*1) —x%?g

75.  (15xyz?) (x%y%xé) 80. (a2n1p3m+2) (—%a%””b%m‘%)
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Capitulo 5. Operaciones algebraicas

Para realizar los productos de monomio por polinomio, se multiplica el monomio por cada
término del polinomio, teniendo en cuenta la multiplicacién de monomio por monomio.

Eemplo b

Realice el siguiente producto algebraico.

(aZ)(am+2 _ 4am _ 2am+1) — am+2+2 _ 4_am+2 _ 2am+2+1

A |

= am+4 _ 4_am+2 o 2am+3

Para multiplicar polinomios se multiplica cada término del polinomio multiplicador por cada
término del polinomio multiplicado, reduciendo al final los términos semejantes.

Eemplo /

Realice la siguiente multiplicacion de polinomios:
a) (x> —4x—-2)(x+1) b) (\/x5 + 44/ 2x3) (Bx*-1)

Solucién a)

x%2—4x—2
x+1
x%2—4x—2

x3 —4x2 — 2%

x3—3x2—-6x—-2
Solucién b)

x3/2 4 4~[2x3/?
3x* -1

—x3/2 — 4+[2x3/2
3x5/2+4 + 12\/§x3/2+4

32132512 — 433/ + 1222112

3/x13 — /x5 — 4/2x3 + 12,/2x11
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Capitulo 5. Operaciones algebraicas

Ejercicios de refuerzo 5.6

Realice las siguientes multiplicaciones.

81. (x2+5x+1)(x—3) 87. (2x+1)(Bx—2)(4x +2)

82. (5x3—4x?*+6x—1D(x—-1) 88. x%(x>+x)(2x—1)

83. (2x3—5x%2—7x+3)(x%>-05) 89. 4x + [x(2x +3)(x + 1)]

84. (5x3—-x+7)(x%+8) 90. (x™*1 4 2x™ + 1)(x™ + 3)

85 (2x3+3x?—x—-1)(x*+3x—1) 91. (2x™ —x™14+2x™ ) (x - 1)
86 x(2x+ 1)(x +6) 92. (x ™1 —2x™+ 1)(2x’"+% -2)

La division de expresiones algebraicas, puede ser de:

e Monomio entre monomios.
e Polinomio entre monomio.
e Polinomio entre polinomios.

La divisién esta formada por dos cantidades llamadas dividendo y divisor

Dividendo

Cociente = —
Divisor

En la division de monomios, primero se aplica la regla de los signos, después se dividen los
coeficientes y al final se hace la diferencia de los exponentes de las incégnitas idénticas.

% Definicion

La regla de los signos en la divisidn:

0
—
~
+
—
0
—

+)
O

Il
+
|
|
I
|

0
—
0
p—
I
~\
+
—
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Hemplo 8

Realice las siguientes divisiones algebraicas.

6
a) 6x°+—3x3= —_3x5‘3 = —2x?%
10,,5,3 70,2 15 0-7 . 5-2 31 3,,3,2
b) —15x""y>z +—3xyz=_3x y> °z°"+ =5x°y°z

2 2 2 [y
) 2vVxvz = V5x.[vz? = x1/2-151-1/2 ,1-2 _ x~1/241/2,-1 _ 2
) 2vVxyz +V5x,/y N y N y e /5x

Para la division de polinomio entre monomio, se divide cada término del polinomio entre el
monomio, teniendo en cuenta lo visto anteriormente.

Realice las siguiente divisién de polinomio entre monomio.
(6x>y* —9x6y° + 12x%y3 — 3x*y® + 3x2y?) + (3x2%y?)
Solucion

Se expresa como un cociente.

6x°y* —9x%y> + 12x%y3 — 3x*y® + 3x2y?
3x2y2

Se separa cada cociente:

6x°y*  9x0y> 12x%y3 3x*y® 3x2y?
3x2y2 3x2y2 3x2y2 3x2y2 3x2y2

Se desarrollan los cocientes monomiales.

2x5—2y4-—2 _ 3x6—2y5—2 L 4x2—2y3—2 _ 1x4—2y8—2 + 1x2—2y2—2

El resultado es:
2x3y? —3x*y3 + 4y —x?y® +1
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Capitulo 5. Operaciones algebraicas

Para la division de polinomio entre polinomio, recuerde que el cociente

] Dividendo
Cociente = ———

Divisor

Se puede representar como:

Cociente

.. Dividendo

Divisor .
Residuo

Se sigue el siguiente procedimiento:

e Seordena el dividendo y divisor respecto a una incégnita en forma decreciente.

e Se divide el primer término del dividendo entre el primer término del divisor, para
obtener el primer término del cociente (recuerde tomar en cuenta la ley de los signos y de
los exponentes).

e El cociente parcial se multiplica por el polinomio divisor y el resultado se le resta al
polinomio dividendo, la diferencia es el residuo.

e Se divide el primer término del residuo obtenido entre el primer término del divisor,
obteniendo el segundo término del cociente, este segundo término se multiplica por el
divisor y se le resta al dividendo que queda, y asi sucesivamente hasta que el polinomio
residuo sea de menor grado que el polinomio divisor.

(AN N0 © © 00 00000000000 00OCOCODEOCOEOOOGOOGOEOGOEOOOO®O®OOOVO
-

e Femplo

Realice las siguientes divisiones polinomiales.

a) (4x3+2x2+x+3)+(x+1) b) (8x>+2x*+7x%2+2x+3)+(x*>+1)

Solucién a)

4x% —2x+3
x+1  4x3+2x>+x+3
—4x3 — 4x?
—2x% +x
2x% + 2x
3x+3
—3x—3
0

El dividendo por tanto es igual al divisor multiplicado por el cociente.

4x3 +2x*> +x+3=(x+1)(4x* —2x+3)
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Solucién b)

Capitulo 5. Operaciones algebraicas

8x3 +2x%2—-8x+5
x24+1  8x°+2x*+7x%2+2x+3

—8x° — 8x3

2x* — 8x3

—2x*

— 2x2

—8x3 + 5x?

8x3 + 8x

5x% 4+ 10x

—5x? -5

10x — 2

El dividendo es igual al divisor multiplicado por el cociente mas el residuo.

8x° + 2x* + 7x? + 2x + 3 = (x* + 1)(8x3 + 2x* —8x + 5) + 10x — 2

Realice las siguientes divisiones.

93.
94.
95.
96.

97.

98.
99.

100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.

(6x*y°z%) + (3x3y?z2)
(18x%y*z*) + (—2x2y32?)
(—10a°b8c?) =+ (5a°b°c?)
(5a®bc?) + (—4a®bc)

(—24x%y%z) + (—4/xyz)

(15x° + 20x3 — 5x2 + 25x) + (5x)

(24x% — 18x7 — 36x° — 9x3) + (=3x?)
(—45x10 + 36x° + 27x° — 63x*) + (9x3)
(12x8 + 18x° — 6x° — 30x3 + 18x) + (6x)
(x7 +9x° — 12x* + 3x% + 24) + (3vx)
(x5 + 4x® + 8x3 + x? — 4x) + (—2Vx)
(Ax3+2x2+x—1)+(x+1)

(5x3 —8x2 —2x +6) + (x — 2)

(x5 + 2x* + 5x3 + 13x% + 6x — 2) = (x2 + 2x)
x3-1)+(x—-1)
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Capitulo 5. Operaciones algebraicas

108.  (x° 4+ 2x* 4+ 5x3 + 9x2 + 6x + 10) + (x% + 2)

109. (2x®+2x° —6x* +3x3 +4x?2+6x+6) + (x3+ 1)

110.  (5x° —2x® — 19x* + 5x3 — 28x% + 25x — 10) + (x2 —5)
111, (2x° —9x* — 2x3 + 14x2% + 16x — 10) + (x2 — 3x + 2)
112, (2x®+2x5 —13x* —3x3 +13x2 —x+6) ~ (x> +x = 5)

o Uperaciones con fracciones

Las operaciones algebraicas con fracciones utilizan los mismos principios vistos en la seccion
5.1. La Suma y resta de términos semejantes, se hace la operacién que indique el signo
agrupando las incégnitas.

e9s

e Femplo 11

Resuelva los siguientes ejercicios.
Vx 2 1 3 Vx 14x x-—1

a) b3 -Cxtoa?-2x?+
3 3 4 8 4

Solucién a)

Vx 2 1 3 Vvx /1 3 1 1 2

e Sl RICE NG B

3+ 3x+4x 8x+4 48x+3+4\/§3x+
1 7

Se factoriza la fraccion
1
= —ﬁ(sx2 — 14v/x + 16x — 72)
Solucién b)

1+x x-—-1
3 4
Se obtiene un denominador comun

1+x x—1 (4+4x)—(Bx—3)

3 4 12
(4+4x)—(Bx—3) 4+3+4x—3x
12 a 12
x+7
12
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Ejercicios de refuerzo 5.8

Realice las siguientes sumas.

113 X x+1 117 3+x x-—-2
" 37572 C T2 3

114, 2y 2 ¥ 1 j1g, S F*, 2%
- 37372727y C T2 3

115 x_i_x2 y+15 y 119 x—1+x+1 2x—1
273 3TNy © T2 3 4

116 nx+x3+a3 +x3+a+b 120 x+1 x%2+1 x—1+x+5
BER R R R S 2 3 4

Para la multiplicacion de monomios con fracciones y la de monomios por polinomios
confracciones, de la misma manera se operan las fracciones, se suman las potencias y se aplica

la regla de los signos.

o Eemplo 2

Loy
Realice el producto de los siguientes monomios.
3 3v2 3v2 3v2
2 o2\ (_ -4\ _ _ V& 24 _ _OV4 5 _ _OV4
) (za)( V2] 2 ¢ 2 ¢ 2a?
4 7 2 4\ (7 141-L 141 56 ,
— — — ) =—(=)(= 2yit2 = — 2= 43/24,3/2
b) (3xy>(2x y)( \/E) (3)(2)(2)x 7 57
_ 28 )7
5 3
b ! *11 1.1 11 14 Sy 6|x5y®
- —x = —"—— x2 3 2 = =]
) 3xy 9x y 3 39 X y 6 33.(32)2 37

3 5 1

= — 3 _

2V g gx
00 000000 0000 00 0000 200 0 0900000 00009 0 0 0
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Ejercicios de refuerzo 5.9

Realice los siguientes productos.
1
a?\ ,a x2y xMy?
121. [—=](= 126. — || -
( 2 ) (4) 3 < 4 )

122.

N
—
w|
N——
ol
AR
~——
/N
‘w
N w
Sy
N~
—_
N
~
/\
S
+
=
~_—
/—\

B - e
125. (52—;2) (1%) 130. <me/}) <x;_y) <4§7§+1)

Para la divisién de polinomio entre monomios fraccionarios, primero se realiza la regla del
cociente para los coeficientes y posteriormente se realiza la division:

;:«:; Eemplo 13

Realice la division de las siguientes expresiones.

1 3 1 1 1
§x3_7x+§\/37 b) \/ixy—ix\/;+§,/xy

a)
%x —/3xy
Solucién a)
1 3 1
g¥*—5x+gvx 15 35 151, 5 15 1 1
a) ==-—x3"1- x4 = oy = 2 - x72
éx 3 4 2 4 5 4 12 8 4
5
_5 ,, 1 15
= 4\/_ 5
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Solucién b)

V2xy — x\/_+3\/y V2, a1 101 4111101 11
2 iy S CURAS T SRS B GO
__\F 0

Se racionaliza la raiz en el denominador:

Ejercicios de refuerzo 5.10

Realice las siguientes divisiones.

%x‘* — %xz +5 3y~lz + %yzz‘g’ — 4x71y71z4
131. =—— 136.
3 2
ix gxyz
Svx+ix-1 —Luzewt = Ly 4 3ppt
5 3 4 2 5 5
132. =———— 137.
1. 2 —1p1/2
5 3
2
3 5 3 3 3
133. 138.
2./xy V2xy?
1 2
Ap + 5= 2q zx%y) +3 x2y*z
134, — 2097 139, G ) G ) ( ]
1 —(x 4y2
3P4 27 Y
—7n%p —2n"p? + 5 L it p é\/Zczy“z4 + 4xy?z8 + 242212
3 3
135. 1 140. 5
5 mnp §xy2
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Quimatica

¢Es importante conocer la concentracion de
residuos de farmacos en el medio ambiente?

Debido a que la respuesta a la pregunta es
si. Es importante saber que existen dos
conceptos ampliamente usados en
farmacologia conocidos como EC50 y IC50.
EL EC50 se refiere a la concentracién de un
farmaco a la cual se obtiene la mitad de la
maxima respuesta. El IC50 se refiere a la
concentracidon de un inhibidor a la cual la
respuesta se reduce a la mitad. Aunque el
significado puede conceptos

diferentes, el método para conocer estos

expresar

datos es muy similar, ya que contempla
conceptos matematicos similares.

Para calcular cualquiera de estas
concentraciones se requiere una serie de
datos de dosis-respuesta. Por ejemplo,
para calcular el IC50 de un nuevo farmaco
se consideran diferentes concentraciones
(X1, X2, X3, ...Xn) y cdmo cada una de ellas
puede llegar a inhibir el crecimiento de una
grupo
organismos (Y1, Y2, Y3, ..Yn). Con estos

bacteria o un especifico de
datos se genera una gréfica, a partir de la
cual es posible determinar la relacion entre
la variable independiente (concentracion
del farmaco) y la variable dependiente
(inhibicion del crecimiento, en este caso).
Conocer la relacidn entre ambas variables
es posible a través del modelo de regresion
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Escrito por: Dra. Silvia Armenta Jaime
Universidad McGill, Canada
silviuxqa@gmail.com

lineal que se expresa con la ecuacidn de la
recta y=mx + b; donde m es la pendiente
de la recta y b es la ordenada al origen
(Kalliokoski et al., 2013).

Lo anterior tiene diferentes aplicaciones en
toxicologia. Por ejemplo, un importante
problema medioambiental son los residuos
de diversos medicamentos en sistemas
acuaticos y en el suelo. Cufiat y Ruiz (2016)
hicieron una recopilacion de los resultados
obtenidos en ensayos de toxicidad de
diferentes residuos de farmacos en el
ambiente, considerando vias de entrada a
los sistemas, asi como toxicidad aguda, a
medio y a largo plazo. Los autores
muestran datos de EC50, entre otros,
respecto a farmacos que actuan
principalmente sobre el sistema nervioso,
como analgésicos, antiepilépticos vy
antidepresivos; sobre el sistema hormonal,
como estrégenos y andrdogenos; ademas de

diversos antibidticos.

Respecto a medicamentos de uso
frecuente como los analgésicos, se han
reportado los valores de EC50 con los que

se evidencia el efecto de analgésicos no



opiaceos como el ibuprofeno, diclofenaco

o el paracetamol sobre organismos
acuaticos y terrestres (Cufiat y Ruiz, 2016).
Primero es importante saber que Ia
mayoria de estos compuestos persisten a la
fotdlisis, hidrdlisis y biodegradacion,
porque se han encontrado en aguas
superficiales y residuales (Santos et al.,
2010; Ruiz y Font, 2011). Los principales
efectos han sido observados en los
organismos de sistemas acuaticos afectado
su movilizacién, inhibiendo su crecimiento
y provocando su muerte (Santos et al.,
2010). Por otro lado, en sistemas terrestres
se ha observado alteraciones en el
crecimiento y germinacion de plantas
debido a la absorcion de estos compuestos

a través de la radicula, asi como la muerte
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de gusanos de tierra (Carter et al., 2014;
Pino et al., 2015). Por lo tanto, los efectos
toxicos de los residuos de medicamentos
pueden afectar en los diferentes niveles de
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En consecuencia, contar con un registro de
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normas de regulaciéon, conocer la

trazabilidad de
generar conciencia ciudadana acerca del

los medicamentos y

uso indiscriminado de algunos

medicamentos, asi como promover la

mitigacién adecuada de estos residuos.
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Capitulo 5. Operaciones algebraicas

a
1. —6ab 3. —2x? 5. 7 7 10n+n%2 9. a—5b+7c 11. 2v/2x —2Vx

va 1 1 17 4 383
15. 4 17. — 19. 16 21. 21- 23.3 25. — 27. = 29. —

B % 12 3 2 3 T 24

31. x2+y34z* 33, 16x; 236x; 2xn 35, x—n 37. x—a’+Vb
h2

39. 2x; 2x+2; 2x+4 41. 365—x 43. A=ab 45 [x+(x+1)]* 47. A:T

11
49. 2(x—-5) 51. 25. 53. —13x 55. 2abc 57. I 59. —337w® 61.a—c+3d

5
63. 5a+5b 65 2x3—-2x2+4+9x—2 67. —9g+4e 69. 14p?—8p+3 71. Eas

3 258 33 2 344
73. —12ab’x2 75. 15x3y%z3  77. 4x*ya2b? 79. 3%7 81. x> +2x% —14x -3

81. 2x% — 5x* —17x3 + 28x% +35x —15  83. 2x% —5x* —17x% + 28x% + 35x — 15

85. 2x5 +9x* 4+ 6x3 —7x%2 —2x+1 87. 24x3+8x2—-10x—4 89. 2x3+5x%+7x
1

91. 2x™*t1 —3x™ 4+ x™~1 4 2x™~2 93, 2xy3z%2 95. —2b% 97. 4yz:

99, —8x% + 6x5 + 12x3 + 3x 101. 2x7 +3x%> —x* —5x%+3

9 EES 5 1 3 1
103. —2x2 —2x2 —4x2 — Exz +2x2  105. 5x%2+ 2x + 2 Residuo 10 107. x2+x+1

109. 2x3 + 2x? — 6x + 1 Residuo 2x% + 12x +5 111. 2x3 — 3x%2 — 15x — 25 Residuo 29x + 40

113 2 +1 115. 8 10 +x2 117, 2413 119, 2L 5, 2
© 1sx ' 2 Ty T3 " T e 12 "8
3xty3  xty? 6 5 1 3
123. - 125. — 127. —x?m-1 129, — —xMm-2,™7 131,
3 5 > o 7. g¥ 9 Y 3
133, 2 %§+1 Iy7 + ! 135, 2 4P + 2 137.-— 3v + 3
- gX2yzHoxzy 11 ey LI ) T3 3 3
3 > 3x2y2 m. mnt o 3min 4uw?  10uw? Suw?

9
139. Ex2y423/2
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Productos | cocientes

Norables

[%] LO QUE APRENDERAS. . .

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8

Productos de binomios.

Productos de binomios conjugados.

Producto de un binomio con un término comun.
Trinomio al cuadrado.

Binomio al cubo.

Tridngulo de Pascal.

Desarrollo del binomio de Newton.

Cocientes notables.
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bl Producto de binomios

Se llama producto notable a ciertas operaciones que cumplen
reglas fijas y cuyo resultado puede ser escrito por simple
inspeccidon sin necesidad de verificar la multiplicacion; aunque
parece que el niflo de la caricatura alin no conoce un producto
notable.

Pues, ... iiDesde

aqui no se nota la

respuestaiji

Los productos notables son identidades notables, en donde
polinomios de dos términos (binomios) elevados a una
potencia entera siempre siguen las mismas reglas.

Dentro de los productos notables se encuentran:

Binomio al cuadrado.

Binomios conjugados.

Producto de un binomio con un término comun.
Trinomio al cuadrado.

Triangulo de pascal.

Binomio de Newton.

Cocientes.

Nouhs~wnNR

La regla de un binomio al cuadrado puede ser suma o diferencia de monomios elevados al
cuadrado.

% Definicion

Para la suma: El cuadrado del primer término mas el doble producto del primer término por
el segundo mas el cuadrado del segundo término. De forma algebraica seria:

(a + b)? = a? + 2ab + b?

Para la diferencia: El cuadrado del primer término menos el doble producto el primer
término por el segundo mas el cuadrado del segundo término. De forma algebraica seria:

(a — b)? = a*? — 2ab + b?
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Eemplo |

Realice los siguientes binomios al cuadrado:
a) (x+b)?= x*+2xb + b?

b) (2x —y)? =4x*—4xy +y*?

) (x+2)2=x*+4x+4

d) (3x—3c)? = 9x% + 18xc + 9¢>

e) (a+4b)? = a* + 8ab + 16b*

N (x?=2y)% = x* —4x?y + 4y?

9 (x2+5y%)% = x* + 10x%y3 + 25y°

h) Bp®-2r®?%= 9p°—12p3r3 + 41°

1 .\2 1
i) (a3+zb2) = a6+a3b2+zb4

1 2 1 2
) (Ex3+§y1/2) — Za6+§x3y1/2+—y

Ejercicios de refuerzo 6.1

Desarrolla la expansion de los siguientes binomios al cuadrado.

2

1
1. (§—3x) 6. (3xy+2\/@)2 11. (2x + 3y?)?
2
1 2 x 2
2. (—+\/§x) 7. (2-22 12. (a®+b?*)?
3 3 3
3. (yz+\/ﬂ)2 8. (2x — 8y)? 13. (2m — 4n)?
2 2
A Im% 2 1 2) X L2
4. (ex — 43[y) 9. ( x? =2y 14. ( - 3y?)
32 12 2 i 2 3 i
x4 2y
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b Producto de binomios conjugados

La regla de un binomio conjugado son la suma y una diferencia de binomios, que tienen un
término comun y un término simétrico y se expresa como:

(a+ b)(a—Db)

Para resolver el producto haremos lo siguiente:

% Definicion

El cuadrado del término comin menos el cuadrado del término simétrico:

(a+ b)(a — b) = a* — b?

jemplo ¢

Realice los siguientes binomios conjugados:

a) (x+c)(x—c)= x*—c*

b) (x+3)(x—3)=x*>-9

c) (3x +6y?)(3x — 6y?) = 9x? — 36y*

d) (2m*+ 5np)(2m* — 5np) = 4m® — 25n?p?

e) (4z°+6y3)(4z° — 6y%) = 162'° — 36y°

) (r’s+2rs)(r’s — 2rs) = rt*s? —4ris? = r’s*(r? — 4)

Ejercicios de refuerzo 6.2

Desarrolla la expansion de los siguientes binomios conjugados.

16. (g + 43_x) (% - 43_x) 24. 2m —5n?)(5n% — 2m)
17. (V2x + y?)(V2x — y?) 25. (5x% —3)(5x% +3)

2 2
18. (4x + y§) (4x - y§> 26. (7a% + 2b3)(7a? — 2b3)
19. (2x + 5y)(2x — 5y) 27. (—6x3+ 2y)(6x3 + 2y)
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20. (—2x+ a)(—2x —a) 28. (107%3p* + 125%uw) (10r%t3p* — 125%u°w)
21 (—V3Vx +[y)(—V3Vx —fy) 29. (6jk + 5mn)(4mn — 6jk)
22. (15xa? + 2yb)(15xa? — 2yb) 30. (—« +1)(ex +1)

23. (2a®b + Vx)(2a®b — Vx)

bd  Producto de un binomio con un Férmino comin

Es el producto de dos binomios que tiene un término comun y un término cualquiera y se
expresa como:

(a+b)(a+c)

Para resolver el producto se sigue la siguiente regla:

Q Definicion

El cuadrado del término comiUn mas la suma de los términos no comunes mas el
producto de los términos no comunes:

(a+b)(a+c)=a*+a(b+c)+bc

Femplo 3

Realice los siguientes binomios conjugados:
a) (x+5)(x+2)=x>+7x+10

b) (x+3)(x—-7)=x*>—-4x-21

¢) (Bx+10)(3x —11) = 9x? — 3x + 110
d) (a+12)(a—-11)=a*—-a—132

e) (bx+1 + 5)(bx+1 _ 4) — b2x+2 L bx+1 - 20

1 1 1 11
f) (za5—6)(§a5—5>=Za1°—7a5+30

g) (4r%s +5)(4r%s — 12) = 161*s?> — 28r%s — 60
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Ejercicios de refuerzo 6.3

Desarrolla la expansion de los siguientes binomios con un término comun.

31. (2x —3)(2x+5) 39. (a?b® + 10)(a?b® + 33)

32. (a+6)(a+2) 40. (@—%) <@—g>
2 1

33. (y+6)<y—§) 41. (e —x/i)(e +ﬁ>

34. (Vx+6)(Vx—5) 42. (15x 4+ 7)(15x + 2)

35. (x2-3)(x%?+10) 43, Gx + 3q> (Zx + 2q>

36. (xy+b)(xy—15) 44, (% — Zb) (% — 6b)

37. (yz - g) (yz - %) 45. (4x%b — 3a)(4x%b + 9a)

38. (a*—4)(@a*+6)

b4 Trinomio al cuadrado

El producto de un trinomio al cuadrado se escribe como:
(a+ b+ c)?

Para resolver el producto se observa la siguiente

% Definicion

El cuadrado de cada término mas el doble producto de la combinacién de los términos
entre si:

(a+b+c)®=a?+ b?%+c? + 2ab + 2bc + 2ac
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00 000000000000 0O OCOOG®OOOEOCOGOEOCOEOEOOO®O®OO®OO®TO®OO
Eemplo 4
Realice los siguientes binomios conjugados:
a) (x+2y+3)°=x2+4y%2+9+4xy+12y+6x
b) (2a—3b—4c)* = 4a® + 9b? + 16¢2 — 12ab + 24bc — 16ac
c) (2x+3y-— SZ)2 = 4x* + 9y? + 2522 + 12xy — 20xz — 30yz
d Bm—p-— 5q)2 =9m? + p? + 25q> — 6mp — 30mq + 10pq

e) (3x+2xy—4y)2=9x2+4x2y2+16y2+12x2y—16xy2—24xy
2
+1 +3 = 2+1 2+92+ +3 +3
) (x 2y 2Z =x"+ ¥tz txy+3xz+oyz

9) (4x+\/§—6)2=16x2+y+36+8xﬁ—12 y — 48x

Ejercicios de refuerzo 6.4

Desarrolla los siguientes trinomios al cuadrado.

2

n

46. (4x + 2y — 5)? 51. (m—5+3) 56. (=5x — 2y — 1)2

47 (a+b 3)2 52 ( 2 +1)2 57 (x+7 1)2

- 5 - (x—2y+g B Chvia:

2 5 1 2 2x 2y 1\?

48. (2m — 2 C(24-42 N
8. (2m-3n++2) 53 (x+y+) 58 (3 9+9)

1 2

49. (3a—2b + 4)? 54, (;+2y+1) 59. (2x2 + 3y? — 2)?
X 2 3 2

50. (§+3y—2) 55. (=2z— 3w — 3)2 60. (9—\/ﬁ+1)
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b Binomio al cubo

Un binomio al cubo se escribe como:

(a+ b)3

Una interpretacion geométrica del producto notable es
un cubo cuyo producto es el volumen:

V =(a+b)3

Figura 6.1 Volumen de un
Para resolver el producto se sigue la siguiente regla: cubo cuyos lados representan

un binomio.
% Definician

El cubo del primer término mas el triple producto del primer término al cuadrado por el
segundo mas el triple producto del primer término por el cuadrado del segundo término
mas el cubo del segundo término:

(a + b)? = a® + 3a®b + 3ab? + b3

Para una diferencia se utiliza la siguiente regla:

El cubo del primer término menos el triple producto del primer término al cuadrado por el
segundo mas el triple producto del primer término por el cuadrado del segundo término
menos el cubo del segundo término:

(a — b)? = a® — 3a®b + 3ab? — b3

Eemplo

Realice los siguientes binomios al cubo:

a) (a+c)®=ad+3a%c+3ac?+c3
b) (2x—)° = (2x)° —320)%y + 3(2x)y% — ¥3

8x3 — 12x%y + 6xy* — y3
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) (4x+5y)% = (4x)® + 3(402(5y) + 3(4x)(59)° + (5)°

64x3 + 240x%y + 300xy? + 125y3

d) <3m + %)3 = (3m)> + 3(3m)? G) +3(3m) (%)2 + (%)3

27m3 —kzm2 +gm+1
2 4 8

e) (2x%*+ y)3 = (2x2)3 + 3(2x2)2y +3(2x%)y? +y3

8x% + 12x*y + 6x2y% + y3
1, .\ 1 1.\ 1)
D) <3ax + Zby3> = (3ax)3 + 3(3ax)? (Zby3> + 3(3ax) (Zby3> + <Zby3)

27 9 1
3,3 D A b2y )
27ax+4ax y+16ax y+64 y

9 (VZ+3) = (V2x) +3(V2x) J7+3(V2) ()" + ()]

V23x3 + 3(2%)/y + 3(V2x)y +/y3
V8x3 + 6x,/y + 3yV2x +/y3

Ejercicios de refuerzo 6.5

Desarrolla los siguientes binomios al cubo.

61. (3x —2y)3 66. (—% - 4n)3 71. (% - ;)3

62. (; + ﬁ)3 67. (3p*r —2qr?)3 72. (=3qr —2wr)3
63. (x%? -2b)3 68. <% - 3sz>3 73. (2ab® — 3ay?3)3
64. (Vx +4y)’ 69. (—4w - ?)3 74. (4e +5)3

65. (VZx +3y) 70. (3x—3fy) 75. (V3x—2y)

133



Capitulo 6. Productos notables

b Trigngulo de Pasca

Este tridngulo nos da los coeficientes de los términos del desarrollo de cualquier potencia de
un binomio, ver figura 6.1.

Figura 6.1 Coeficientes de un binomio de potencia “n”

1 4 6 4 1
1/ 5/10 10 5 1
1/6/15/20/15/6 1
1/ 72135 35 217 1
1/ 8 28 56 70 56 28 8 1

Potencia del binomio
00O NOYULT A WN

Para formar el tridngulo se escribe en la primera fila el
numero 1, en la segunda fila se coloca 1 y 1. Desde la
tercera fila cada numero se obtiene sumando los 1 3 1
numeros que tiene encima.

% Definicion

Los coeficientes del desarrollo de cualquier potencia de un binomio son los nimeros que se
hallan en la fila horizontal del tridngulo de Pascal, recordando que el primer término
disminuye su potencia y el segundo término la aumenta.

Se puede ver en la siguiente tabla la expansién de un binomio.

Tabla 6.1
Expansién de un polinomio utilizando el tridngulo de Pascal
Potencia Coeficientes Expansién polinomial
2 1,2,1 x+1D)?=1x?+2x+1
3 1,3,3,1 x+1D3=1x3+3x2+3x+1
4 1,4,6,4,1 x+D*=1x*+4x3+6x*+4x+1
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Capitulo 6. Productos notables

Eemplo &

Obtenga la expansion de los siguientes binomios:

a) (a - b*)*
b) (x* = 3y°)

Solucién

(a—=b** = 1(a)*(b*)" = 4(a)*(b*)" + 6(a)*(b*)* — 4(a)' (b*)* + 1(a)°(B*)*

(a — b?)* = a* — 4a®b? + 6a’b* — 4ab® + b®

(r® = 3y%)° = 1(x*)°(3y*)° = 5(x)*(By*)" + 10(x*)*(3y*)? — 10(x*)*(3y*)* + 5(x*)' (3y*)*
—1(x*)°B3y*)°

(x? —3y°)% = x'% — 15x8y® + 90x°y'® — 270x*y'> + 405x%y? — 243y?*

b/ Binomio de Newron

El binomio de Newton es una formula que nos ayuda a encontrar el resultado de un binomio
elevado a cualquier potencia:

Ahora para encontrar el valor del nimero de combinaciones sin repeticion, es decir el nimero
combinatorio se utiliza la siguiente formula:

e
% Definicion

La férmula del binomio de Newton es:

b= (o (o (a2 ot (o

Otra forma de expresar esta formula es:

n

(@+by" = () e

k=0

Si el binomio tiene signo negativo, el resultado de éste signo se alterna.
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Capitulo 6. Productos notables

Ahora para encontrar el valor del nimero de combinaciones sin repeticion, es decir el nUmero
combinatorio se utiliza la siguiente férmula:

|
() ==

Recuerda que...

Cero factorial: 0! = 1
Cuatro factorial: 4! =4 x3x 2 x 1
Seis factorial: 6! = 6 X 5 X 4!

Ocho factorial: 8! = 8 X 7 X 6!

[(XXJ]© 00 0000000000000 000000000000000000O0O0
Obtenga el nimero combinatorio para los siguientes incisos:

D (3) b (3)

Solucién

@ (2)

71
(;) ~(7-2)2

(7) - 5!7!2! = ><5!62>!< -

(7):7X6=£:21

i 2 i
(3
O -55-—57
Q5w -
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Ejercicios de refuerzo 6.4

Obtenga el resultado de las siguientes agrupaciones combinatorias:

86. (1) 8s. (1) 9. () 2. () 9 (1)

87. (3) 8. (0 ot () 0. (13) os5. (1)

Encuentre la expansidn utilizando el binomio de Newton para:

a) (x +)°
b) (2a — 3b)°

Solucién

a)(x+y)° = (g) x + (i) x°y + (g) x*y? + (g) 3y + (2) X2yt + (g) Xy’ + (2) xy®

Los numeros combinatorios son:
6\ _ 6! _1_
)_6!0!_&_1

6! 6 X 5!
~ 5110 5111
6! 6 X5x4!
4121 4121 =15
6! _6><5><4><3!_6><5><4_

)
)
T TR R T S
)
)
)

20

6! 6 X5 x4!
= =15

20417 2141
6l 6x5!
115! 1150
6 1

o6l 01 !

(x + )% = x® + 6x°y + 15x*y? + 20x3y3 + 15x%2y* + 6xy° + xy°

137



b) (2a — 3b)°
Solucion

Se expande el binomio segun

a) (2a — 3b)° = ((5)) (2a)° — (i) (2a)*3b + (;) (2a)*(3b)% — (g) (2a)*(3b)* + (

—(2)(319)5
Los numeros combinatorios son:
5\ 5! _1_
(0)_5!0!_6_1
5y 5! 5x4l
(1)_4!1!_ 411!
5y 5! 5x4x3!
(2)_3!21_ 3121
5y _ 5! _5x4><3!_5><4_1
(3)_213!_ 2131 21 0
5y 5! 5x4l
(4)_1!4!_ 114!
5y 50 51 1
(5)_0!5!_0!5!_6_1

Capitulo 6. Productos notables

5

4) 2a(3b)*

(2a — 3b)° = (2a)° — 5(2a)*3b + 10(2a)*(3b)* — 10(2a)?(3b)* + 5(2a) (3b)* — (3b)°

Se desarrollan las potencias de los coeficientes, obteniéndose:

(2a — 3b)5 = 32a° — 240a*b + 720a°b* — 1080a’b® + 810ab* — 243b°

Ejercicios de refuerzo 6.7

Desarrolle las siguientes expresiones utilizando el binomio de Newton:

96. (a—5b)° 100. (—x —2y?)*
1 4 8
97. (E + Zx) 101. (\/a + bZ)
1+ 2x\°
98. (2x%2-13)% 102. ( 3 ad
4
99. (a+x)° 103. (12 + b)

104. (ax? + by)®

1 1,°
05, (20-2)
2 y




Capitulo 6. Productos notables

Ahora si solo se quiere encontrar alguin término en especifico de la expansién de un binomio,
se utiliza la siguiente expresion:

“ Definicidn

El término i-ésimo para el desarrollo de la potencia n-ésima del binomio (a + b) es:

(r ﬁ 1) a1 pr1

Eemplo J

Obtener el octavo término para el inciso a) y el décimo noveno término para el inciso b) de las
expresiones:

a) x=yB  b) 2x+y)?*
Solucién

a) (x-y*

n=13 r=28

(81—31) x13-8+1(_y)8-1

El nimero combinatorio es:

13 13!
(7)=W

(13)=13x12x11x10x9x8x7!

7 a7l = 10296

El octavo término es:
—1716 x%y’
b) (2x +y)??

22 22-19+1, 191
(192 ,) o=y

El nimero combinatorio es:

22 22! 22!
(1a)

18/ T (22—18)!18! 4118l
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(22)_22x21x20x19x18!

18/ 4118!

22y 22X21Xx20%19
(18)_ - - 7315

El décimo noveno término es:

7315 (2x)*y'®

117040 x*y18

Ejercicios de refuerzo 6.8

Desarrolle las siguientes expresiones utilizando el binomio de Newton:

106. (x +7)% 110. (2x +1)® 114. (6x + 2y)1?
X 15

107. (2x +2)8 111, (4x — DU 115. (E +)

108. (x +5)*2 112. (x+y)13t

109. (3x —2)*° 113. (2x —y)%°

b8  Cocienres norables

Los cocientes son divisiones de polinomios; en el caso que estas divisiones son exactas (en
donde el residuo es cero), se puede obtener el resultado de manera directa sin realizar algin
calculo. La forma de estos cocientes son de la forma:

x"+a®

xta

Donde n es mayor o igual a 2.
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Capitulo 6. Productos notables

Se puede hacer una demostracion con la diferencia al cuadrado visto en la seccién 6.2:
(a+b)(a—b) =a?—b?
Ahora se despeja (a + b)

a? — b?

a—p ~atP

Por lo tanto el resultado de este cociente puede generalizarse y establecer una regla. De estos
cocientes notables se pueden tener cuatro casos.

% Definicion

CASO 1. Diferencia de dos cantidades con potencias iguales, pares o impares. La solucién
estd dada por:

am —p™

————=a"""+a" b+ +ab™? +p"!
a—b

Eemplo [0

Aplique el caso 1 para resolver el siguiente cociente notable:

x6 — yb 2x3 — 293
=L pZ L
x—y x—y

Solucioén a)
Se aplica la regla:

a™ — p™m

=a™ '+ a" b+ -4 ab™ i+ pm!
a—>b

x6_y6

pags = x5 + xty + x3y% + x%y3 + xyt + 55

Solucién b)

2x3 — 2y3

= 2x% + 2xy + 2y°
7 X Xy y
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% Definicion

CASO 2. Diferencia de dos cantidades con potencias iguales par. La solucién esta dada por:

am —p™

FES e a™l—ag™2p 4 -4 gh™m 2 —pm1

['XXJ©0©000 0000000000000 0000000000000000O0O0
@
QS
> 4

A Cemplo [

Aplique el caso 2 para resolver el siguiente cociente notable:

x* —y* 3a® — 3h°
a) _
x+y a+b
Solucién
x4 — y4
a) 4
x+y

Se utiliza la regla:

a™ — pm
———=a" ' —a"%h 4t ab™ - p"!
a+b
4 4
x —
Y = x3 — x%y + xy?

x+y
Solucién
; 3a® — 3b°

) a+b
3a® — 3b°

= 3a’ — 3a*b + 3a3b? — 3a%b3 + 3ab* — 3b°
a+b
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% Definicion

CASO 3. Diferencia de dos cantidades con potencias iguales impar. La solucién esta dada
por:

am™+b™

— a™l—a™2p+ -+ a?b™ 3 —agb™ 2+ pm L

Eemplo I2
Aplique el caso 3 para resolver el siguiente cociente notable:

x>+ y° 8a® + 125b3
x+y 2a+5b

a)

Solucién a)

Se usa la regla:

m m
—aa i Z =a™ ' —a" b+ -+ a?h™ 3 —ab™
5 5
x> +
x+§ = x* — 23y + x%y? — xy® + y*

Solucion b)

Se expresan los términos constantes del numerador en relacion a las bases de los
denominadores.

(2a)2 + (5b)3
2a +5b

Ahora se aplica la regla:

(2a)® + (5b)3

ey = (20)? ~ (2a)(5b) + (5b)?

2a)3 + (5b)3
Qay +GbY _ 42 _ 10ab + 252
2a + 5b
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% Definicion

CASO 4. La suma de dos cantidades con igual potencia par o impar, en el cual no se genera un
cociente notable. El cociente es de la forma:

a™ + ™

R R e P D
a—>b

Genera un residuo de 2b™.

NUMERO DE TERMINOS DE UN COCIENTE NOTABLE

Para encontrar el nUmero de términos de un cociente notable de la forma:

% Definicion

El nimero de términos se calcula como la divisidn de los exponentes de la misma variable:

aP + b1
aribs

Pp_q
n=-—=—
r S

Eemplo 13

1-b'?

Encuentre la cantidad de términos del siguiente cociente notable: 1T-5°

Solucion
Los exponentessong = 12ys =3

El nimero de términos es:

El desarrollo del cociente notable tiene 4 términos.
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TERMINO “K” DE UN COCIENTE NOTABLE

Para encontrar el término en la posicidon “k” de un cociente notable de la forma:

a™ — pm
% Definicion

a—b
El término i-esimo del desarrollo de un cociente notable se obtiene de la siguiente manera:

ti — (_1)k—1am—kbk—1

Eemplo 14

Encuentre el octavo y noveno término para los respectivos cocientes notables:

x43 — 43 x38 — 38
a) —— b) ———-
x=y xXe =y
Solucién a)
Se usa la expresion
ti — (_l)k—lam—kbk—l
Se tiene para el séptimo término:
tB - (_1)8—1x4—3—8y8—1

tg = (—1)"x3%y’

Solucién b)

Se expresa el cociente como:
(x2)27 B (y2)27
X% — y2
o = - DPP
to = (—1)°(xA) P (y*)°

to = x36y16
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Ejercicios de refuerzo 6.9

Desarrolle los siguientes cocientes notables:

2x> + 2y° 3x* — 3y* x” —128
116, ———— 120, ———— 124, ———
x+y x+y x—2
x” +y7 4x6 — 4y° 64a® — 72b°
117. 121, —— 125, ———
2x + 2y 3x + 3y 2a+ 3b
118 x6 + y° 122 27x3 — 8y3 126 3125m® + 1024n°
L Vx .y " 3x-—2y ' 5m + 4n
119, ¥ 123, X 16
Tox2 +y? Cox=2
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Quimatica

El gran actor tras bambalinas
(Productos notables)

Escrito por: Dr. Enrique Garcia Leal

Sabemos que las matematicas son tan
extensa como el mismo universo, en esta
ocasion hablaremos de un digno
representante del algebra yque sin su
ayuda no seria posible encontrar
soluciones e interpretaciones sencillas a
diferentes escenarios de las ciencias vy
estos son los productos notables.

Seguramente te  has preguntado cual
es el rol o su actuacion mas destacada de
los productos notables, sobre todo en las
areas quimico-bioldgicas. Un ejemplo
directo del papel que desempenan los
productos notables se daen el disefio de
desarrollos urbanos a través del manejo de
areas, mientras que, en los campos de la
quimicay la biologia, el uso de los
productos notables resulta ser un actor de
gran importancia ya que gracias a sus
caracteristicas (Los productos notables
cumplen reglas fijas y cuyo resultado
puede ser escrito por simple inspeccidn, es
decir, sin verificar la multiplicacidn. Estas
operaciones son faciles de recordar sin
necesidad de efectuar la multiplicacion
correspondiente) permiten  simplificar
modelos matematicos que de otra forma
serian muy complejos de manejar e

Facultad de Estudios Superiores Zaragoza, UNAM
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interpretar, existen numerosos casos
donde participa este gran actor.

Solo por mencionar algunos,en el
desarrollo de la ecuacion
de Van der Waals (Ver ecuacion 1; gases
reales) para el calculo de su volumen (Ver
ecuacion 2) asi mismo para la creacion de
ecuaciones que permiten determinar el
valor de las propiedades criticas de los

gases a partir de esta.

Ec. (O

(p+%)(l7—b)=RT

Donde:

ayb Se conocen como constantes de
Van der Waals y son especificas
para cada gas.

vV Es el volumen molar.

Después de un tratamiento matematico de
esta ecuacion se obtiene una expresion
cubica para el V, la cual permite estimar el
volumen de un gas en condiciones reales.

Ec. )

pV3 —V2(pb+RT)+aV —ab =0



Otro campo que hace un gran uso de
los diferentes productos notables es Ia
cinética quimica, debemos recordar que la
cinética quimica permite estimaro
determinar la rapidez de reaccién de un
nuevo producto oel simular el
mejoramiento de la cinética de algun
producto ya existente para ello hace uso
de diversos actoresde las matematicas
como el uso de ecuaciones diferenciales
que sinla participacidon de los productos
notables y otras partes del algebra seria
muy complicado el uso y la interpretacion
de estos resultados.

También podemos verel rolde los
productos notables en el desarrollo de
modelos que  permiten  predecir el
crecimiento de sistemas bacterianos los
cuales son muy utiles para realizar estudios
de eficiencia de farmacos sobre
determinada bacteria.

Esto son solo algunos escenarios en los que
podemos encontrar el actuar de los
productos notables.
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Hespuesta a los problemas de njmero impar

Capitulo 6. Productos y cocientes notables

1. 9x2—3x+% 3. 2x +V8Vx y? +y* . 4a2m2+259x2—% 7. §y2—2§21+%x2 9. yT4+x2y2+x4

11. 4x% + 12xy% + 9y* 13. g+6"5—y2+9y4 15. 2_‘/§+4:/;3\/7+@ 17. 2x2—y* 19 4x% — 25y2

21. 33/x2—y 23. 4a%b? —x 25. 25x*—9 27. 4y% —36x° 29. 16m?n? — 36j2k? 31. 4x? +4x —15

33. yz+%—4 35. x*+7x%-30 37. y4—¥+g 39. a?b® +43a%h® + 330 41. ezx+w—?

2 2
43. 1 04 602 45, 16a*h? — 24a°b — 27a% 47. S+ b? +ab—6b—3a+9 49. 9a® + 4b% — 16b — 12ab + 24a + 16
, 4(x+5y) 1 10 25 5 2Qy+1) 1
51. m*+—-mn-3n+6m+9 53 ——+5+—+—5+4 55. 1+4y“ +4y+———+—
4 xy y? o oxy x x X
X2 y? xy «x 1
57 42 D X Y, 5 4x* +9y* + 12x%y? — 12y? — 8x2 +4  61. 27x° — 54x%y + 36xy? — 8y®

64 49 28 24 21 36

3
63. x®—6x*h + 12x2b2 — 8b3 65. 2v2xZ + 6V3xy + 9V2x y2 4+ 3V3y3 67. 27p5r3 — S54p*riq + 36p2riq? — 8ré¢3

4wz*  z° 1 6 12

.—64w3 — 16w2z% — - 1.
69. 64w 6wz 27 7

P + i 73. 8a°b° — 36a°b°y° + 54a®b3y® — 27a%y°

75. 3y/3x3 — 18x,/y + 12V3xy — 8y  77. 729x° — 2916x° + 4860x* — 4320x% + 2160x% — 576x + 64

79. 16x* —224x3 + 1176x2 — 2744x + 2401 81. /x2 + 5x2[y + 10y/x3y + 10xy/y3 + 5vxy2 + /S

83. x®+ 12x° + 60x* + 160x3 + 240x2 + 192x + 64 85. x5 — 10x* +40x3 — 80x% +80x —32 87. 84 89. 15 91. 28
1 3 s
93. 715 95. 330 97. 16x* + 16x% + 6x? +x + e % a® + 6a°Vx + 15a*x + 20a3x2 + 15a%x? + 6axz + x°
x* 3
101. a* + 4a®b? + 6a%b* + 4ab® + b® 103'T +V2bx? + 3bx? + 2V2b2x + b%  105. a®x° + 5a*bxBy + 10a3b2xCy? +
10a2b3x*y® + 5ab*x?y* +b5y5 107. 802160640x* 109. 889861816512x'° 111. 5406720x” 113. 3764376x°y*

1365xy* 1 x* — x3y + x2y% — xy3 + y*
115. 117, = (x6 — x5 402 _ 4303 1 4204 _ )5 6) 119,
5 2048 7 2(x x°y + x*y? — x3y3 + 1%yt —xy° + y°) 9 Xty
4 245 — (3b)°
121, S (x? +y? 123. x3+2x? + 4 125, ————
3(x +y%) 3. x*+2x*+4x+8 5 521 3b
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Resolucidn de la

Fouacion Lineal

LO QUE APRENDERAS. . .

7.1 Funcién lineal: ordenada al origen, pendiente y ecuacién de la recta.

7.2 Método gréfico.

7.3 Ecuaciones enteras de primer grado con una incégnita.

7.4 Ecuaciones con coeficientes fraccionarios de primer grado con una incégnita.
7.5 Ecuaciones fraccionarias de primer grado con una incégnita.

7.6 Simplificacion de una igualdad a una ecuacién de primer grado.

7.7 Angulos entre dos rectas, criterios de perpendicularidad.

7.8 Aplicaciones de las ecuaciones de primer grado.
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Capitulo 7. Resolucién de la ecuacién lineal

/1 Funcion fineal: ordenada al origen, pendiente | ecuacion
(e [a recta

Una ecuacidn lineal se puede escribir de la forma
Ax + By + C =0, donde A, B, y C son numeros reales,
sujeto a que A y B no pueden ser cero simultdneamente.
Esta expresién es una ecuacién de primer grado con dos
variables, seguro nuestro amigo el chef no lo sabe.

éNo seria mas
facil con lineas
rectas?

El conjunto soluciéon de toda ecuacién lineal con dos
variables, son pares ordenados (x,y) que satisfacen la
ecuacién. Al unirse estos pares ordenados se obtiene una
linea recta que se denomina ecuacidn lineal o ecuacion
de la recta.

Las formas para expresar una ecuacioén lineal son:

a) General.
b) Punto pendiente.
c) Pendiente interseccion.

La ecuacion de una recta la podemos definir como el lugar geométrico de todos los puntos de un
plano que al tomarse en pares ordenados se obtiene la misma pendiente.

FORMA GENERAL

Como se dijo con anterioridad la forma general se escribe como:
Ax+By+C=0

Cuando la ecuacién de una recta se presenta de esta forma se recomienda que el término “A”
sea positivo.

FORMA PUNTO PENDIENTE

La forma punto pendiente de un polinomio de primer grado, se puede escribir como:
y = mx + b (Fig. 7.1).
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Término dependiente

Término independiente

|
y=mx+b

Constante

Variable independiente

Pendiente

Variable dependiente

Figura 7.1 partes de un
polinomio de primer grado.

Pendiente
infinita

Pendiente cero

Y
S

0 I !

Figura 7.2 pendiente cero e infinita
de una recta.

» X

Figura 7.3 pendientes de una recta.

Capitulo 7. Resolucién de la ecuacién lineal

Cada parte de la funcidn lineal tiene caracteristicas
particulares que dan informacion del
comportamiento de algin fendmeno que es
representado por un polinomio de primer grado.
Iniciemos por definir lo que es una variable.

% Definicion

Una variable es un simbolo al cual se le asigna un
conjunto de valores, normalmente se utilizan las
letrasu,v,w, x, y, Z.

La variable pueden ser independiente (x) o bien
dependiente (y); es decir el valor de y depende de x.

La pendiente (m) de una recta, determina el grado
de inclinacion, es constante e independiente del
valor que adopte la “x”.

Si la pendiente es positiva la funcidn serd creciente y
si es negativa es decreciente. Para determinar la
pendiente (elevacién entre avance) se utiliza la
siguiente ecuacion.

Y2—N1

m=———

X2 — X1
Ahora si la pendiente adquiere un valor de cero,
significa que la funcidn no tiene pendiente (Fig. 7.2).
Una linea horizontal cuya elevacion es nula tiene una
pendiente de cero ya que el valor del numerador es

cero (y, —y; = 0).

Para una linea vertical cuyo avance es nulo
(x5, — x4 = 0), la pendiente es infinita.

Y2 =M1
m=———=o0

0

Las pendientes cuando no son nulas o infinitas son
crecientes (positivas) o decrecientes (negativas) lo
cual se puede ver en la Figura 7.3.
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Capitulo 7. Resolucién de la ecuacién lineal

La constante (b) también es llamada ordenada al
origen, el valor de b representa el lugar en donde la
curva cruza al eje y (Fig. 7.4).

La ordenada al origen se puede obtener igualando a
cero la variable independiente (x), teniendo:

y=mx+b y=>b

— 1T T T > X

Figura 7.4 Ordenada al origen
de una recta.

Eemplo |

De las siguientes ecuaciones determine la pendiente y la ordenada al origen:

a)2y—x+4=0 b)2y+x=0
Solucién a)

Primero la ecuacidn se expresa de la forma punto pendiente

y 2y=x—+4
_1
A m=3 L
Y=32
T —» X . . ..
| 4 La pendiente tiene un valor de 1/2 y es positiva por lo
-2.4 que es creciente la linea recta, finalmente la linea cruza

| en el eje “y” en el valor de —2.

! b 2

m=-— = —
2

Nuevamente se expresa como punto pendiente la

y ecuacion:

A
5 1

| =—_ x

I Y72

I — T T T ™X . . ,
-4 | 4 La pendiente es 1/2 y es negativa, por ello la linea recta
o es decreciente y la ordenada al origen es cero.
=-1
m=-3 1 b— o
m=-—— =
2
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Ejercicios de refuerzo 7.1

Determine la pendiente y la ordenada al origen de las siguientes ecuaciones:

3 1

1. 3y+2x—4=0 5. —x—-3y=-4 9. Zy—§x+6:
4 3 2

2. 5x4+6x+2=0 6. y+8x=9 10. =y —=x+==0
9 5 7

3. 2x—7y=3 7. 6x+y—-5=0

4 +2y=3 8 ! +3 1—0

P ATAE C YT T T

Para encontrar la ecuaciéon de una linea recta basta saber la pendiente y un punto (par
coordenadas x, y), se utiliza la siguiente expresion.

Y — Yo = m(x — xo)

Eemplo ¢

Encuentre la ecuacion de la linea recta sabiendo que la pendiente es igual a 2 y pasa por el par
ordenado (3,2) e indique el valor de la ordenada al origen.

Solucion

Se utiliza la expresion:
y—2=2(x—3)
y=2x—4

La ordenada al origen es —4

FORMA PUNTO PUNTO y

A Q
Cuando se tienen las coordenadas de dos puntos en una (X2 ,v2)

recta numérica, es posible determinar su ecuacién, debido R
. . o X
a que cualquier punto en la recta tiene la misma (xy)

' P
pendiente. (X1 ,v1)

Se puede establecer que P(x1,y1) ¥ Q(x3,¥,) son dos
puntos en la recta, tomando un tercer punto entre estos;
es decir R(x,y), (Fig. 7.5) se pueden escribir las
pendientes como:

Figura 7.5 PuntosP,QyRcon
la misma pendiente.
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Las pendientes de los puntos PQ y PR:

V2= W1 m V=N
PR =
Xy — Xq X —xq

mPQ =

Igualando las pendientes se tiene:

Y2—0N zy—}’1
Xp—X1 X—X;

También se puede representar como:

=J’2—J’1
xZ—x

Yy—Y1 (x—xq)

emplo 3

Encuentre la ecuacion de la linea recta conociendo los puntos A(3,2) y B(—1,—4), indique
cual es la pendiente y la ordenada al origen.

Solucién
Se define para el punto:
A: x4 =3 y, =2 B: xp,=-1 y,=—4

Se utiliza la ecuacién

(-4) - (2) 6
y—(2)=m[x—(3)] y—2=Z(X—3)
3 5
y=3%"3

La pendiente es 3/2 y la ordenada al origen es —5/2

Ejercicios de refuerzo 7.3

Encuentre la ecuacion de la linea recta que pasa por los puntos:

21, (33) y (1,-2) 25. (2,-3) y (=1,—5) 29, G,o) y (—g—;)
22. (=1,0) y (L,1) 26. (3,-2) y (0,4) 30. (—2,—1) y (=3,0)
23. (0,—5) y (3.4) 27, (o%) y (z,—%)
24, (=1,-2) y (0,-2) 28. (42) y (o,—é)
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/2 Méfodo gréfico

Existen varios métodos para graficar una funcién entre los que se encuentran:

1. Tabulacién
2. Interseccion con los ejes
3. Punto pendiente

TABULACION

Este método consiste en obtener pares ordenados con base a la ecuacién lineal y después
localizarlos en el plano cartesiano. Basta con obtener dos puntos y unirlos para encontrar la
representacioén grafica de la linea recta.

INTERSECCION CON LOS EJES

Una forma sencilla de graficar una ecuacién lineal con su forma general (Ax + By + C = 0) es
mediante la interseccidn con los ejes cartesianos:

Para obtener la interseccion con el eje x, se hace y = 0.
Ax+B(0)+C=0
Ax+C=0

x:—z

Para obtener la interseccién con el eje y, se hace x = 0.

A(0)+By+C=0

By+C=0
B Cc
y="%
“ A
Y4
Definicion )
\( U, _E
Los puntos de interseccion son:
(—%, 0) llamada abscisa al origen. _C.o
A
(0, - %) llamada ordenada al origen. \>

Figura 7.6 Interseccién de una linea
recta con los ejes cartesianos.
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Eemplo 4

Realice el bosquejo de la grafica para ello encuentre la interseccidén con los ejes cartesianos de
la funciéony = 3x — 2.

Solucién

Primero la ecuacion de la linea recta se expresa en su forma general, quedando:

3x—y—2=0
y
A Ahora los puntos de cruce con los ejes son:
2
3 Con el eje x
| T X
_C -2 2
=74 T3 T3
Conelejey
-2 I

La linea recta cruza en el eje x en 2/3 y en el eje y en —2.

Ejercicios de refuerzo 7.4

Realice el bosquejo de la grafica de la linea recta utilizando la interseccidn con los ejes:

31. (—%,3) 34. (0,—;) 37. (Z—g) 39. (%,—1)
4 6 3

32. (1,5) 35. (1,3) 38. (7,1) 40. (=5,—8)

33. (=3,-6) 36. (—=1,—4)

PUNTO PENDIENTE

Este método consiste en localizar primero la ordenada al origen (b) y después desde ese punto
descomponer el valor de la pendiente en elevacién entre avance para encontrar el segundo
punto y con ello unirlos para trazar la linea recta. Se recomienda no realizar cambio en la
escala de los ejes para el trazado.
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“ Definicion

La pendiente se descompone segln sea el caso:

e Sies una fraccidon, el numerador es la elevaciéon y el denominador es el avance.
e Sies un entero la elevacidn es el valor del entero y como avance la unidad.

Ahora bien si la pendiente es negativa para una fraccién se elige que la elevacién sea negativa
(descenso) o que el avance sea negativo (retroceso).

Elevacion
Elevacion

Avance

a) b)
Figura 7.7 Pendiente de una linea recta a) positiva para un avance hacia la derecha y elevacién hacia
arriba y b) negativa para un avance hacia la izquierda y una elevacion hacia arriba.

[ XXJ©©0 0000000000000 00000000000000000000
Trace las graficas utilizando el método punto pendiente para las funciones:

1
a) y=2x-—3 b)y=—§x+2

Solucién a)

Después se traza el

Primero se identifica segundo punto con el Finalmente se unen los
que la ordenada al valor de la pendiente (dos dos puntos.
origen es —3. de elevacion y uno de
avance).
y y y
A A A /
T > X T - X 1 I X
| | . |
. = 2 Elevacion q
-3 4 LI S— -3
b 1 2
Avance

159



Solucién b)

La ordenada al origen
es 2.

T T X

Capitulo 7. Resolucién de la ecuacién lineal

Ahora se traza el segundo
punto con el valor de la

Finalmente se unen

pendiente (uno de
retroceso 'y tres de los dos puntos.
avance).

! y

A A
PR S 3 Avance 1 ~

[Elevacién
i | ]
T —>X | | s,

Ejercicios de refuerzo 7.5

Dibuje la grafica de la linea recta utilizando el método de punto pendiente:

41. y=3x-1

1
42. y==x+4

2
43 __1 3
. y=—3x
44 =2 !
L y=2x—g

45.

46.

47.

48.

N +1 49 _x+9
Y= C YT
2x—5
y=6x—4 50. y =
6
y=-5x+4
_2x—6
Y=73

/.3 Ecuaciones con coeficientes enreros de primer grado con

Una incognira

Recordando que una funcién es una relacién entre una variable dependiente (y) y una
independiente (x), la cual se expresa mediante una ecuacidn. La ecuacion por ende es aquella
en donde se expresa una igualdad como 3x = 2. Ahora bien la igualdad se puede definir

como:
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Q Definicion

Una igualdad es una afirmacién en donde dos cantidades o expresiones algebraicas tienen el

“u_n

mismo valor, el simbolo utilizado es “=".

La expresidon que se encuentra en la parte izquierda se llama primer miembro y el que se
encuentra después se llama segundo miembro. Cuando en la igualdad existe alguna cantidad
desconocida se tiene una ecuacion, lo cual nos lleva a la siguiente definicidn.

% Definicion

Una ecuacién es una igualdad en donde existe uno o mas cantidades desconocidas, las
cuales se les conocen como incégnitas.

Si una ecuacién es solo verdadera para algunos valores de las incégnitas se le conoce como
ecuacion condicional. Por ejemplo para la ecuacidn:

x+3=0

Se tiene al menos una solucidn que es

cuando x = —3, existen otros valores de la
variable que no son solucion, por ejemplo
cuando x = —1. Por lo tanto en una Numerica

ecuacion condicional basta con mostrar un

valor que dé solucion a la misma. Las

ecuaciones por su construccién pueden Literal
clasificarse en cinco tipos (Fig. 7.6).

Es una ecuaciéon numérica cuando todos los Entera
coeficientes son numeros, una ecuacion
literal se tiene cuando alguno de los
coeficientes es una literal; un ecuacién Fraccionaria
entera es cuando todos los coeficientes son

enteros; una ecuacion fraccionaria se tiene

cuando al menos una de las incégnitas se Irracional
encuentra en el denominador y finalmente

una ecuacion irracional se tiene cuando por

lo menos alguna de las incégnitas esta Figura 7.8 Tipos de ecuaciones
dentro de un radical.

Ecuaciones
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Capitulo 7. Resolucién de la ecuacién lineal

Por ejemplo en la Tabla 7.1, se presentan ejemplos aplicativos a quimica en donde se definen
los tipos de ecuaciones.

Tabla 7.1
Tipos de ecuaciones
Clasificacion Ejemplo de ecuacién
Ecuaciéon numérica x+3=5
Ecuacion literal ax + b? = a® — bx
Ecuacion entera 3x+2=6x—-1
Ecuacién Fraccionaria i —1=x—-4

2x

Ecuacidn irracional 3x+2=6Vx—1

También se pueden clasificar las funciones por el valor de la potencia a la que esta elevada la
incégnita, es decir por el grado de la funcidn. La asignacion del grado de la ecuacidn es por el
mayor grado de las expresiones que lo formen, vea la siguiente tabla.

Tabla 7.2
Tipos de ecuaciones por el grado de la incognita
Clasificacion Ejemplo de ecuacién
Ecuacion lineal x+7=0
Ecuacién cuadrética x2+x—-2=0
Ecuacioén cubica x3+x=0
Ecuacién cudrtica x*+x24+x=0

Ahora bien por el nimero de incégnitas también se pueden clasificar las ecuaciones, es decir
se obtiene el orden de la ecuacidn, lo cual se muestra en la siguiente tabla:

Tabla 7.3
Tipos de ecuaciones por el nimero de incégnitas
Clasificacion Ejemplo de ecuacion
Ecuacidn de orden uno x—2=0
Ecuacion de orden dos x+y—8=0
Ecuacidn de orden tres x—y+z+1=0
Ecuacidn de orden cuatro x+y+z—-w—-4=0

Es importante sefialar que el resolver una ecuacion, significa encontrar el valor de la incégnita
o como comunmente se dice “hallar sus raices”, la cual satisface la igualdad. Debemos de

revisar por tanto las propiedades de las igualdades para el desarrollo de operaciones en las
ecuaciones.
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PROPIEDADES DE LAS IGUALDADES

Para una ecuacion las propiedades se derivan del axioma fundamental de las igualdades que
indica:

% Definicidn

Si en dos miembros de una igualdad se realizan operaciones iguales, los resultados seran
iguales.

Para que la igualdad subsista con base en el axioma anterior se debe cumplir las siguientes
propiedades de las igualdades:

e Que alos dos miembros de una igualdad se suman o restan una misma cantidad,

e Que alos dos miembros de una igualdad se multipliquen o se dividan por una misma
cantidad, diferente de cero.

e Que alos dos miembros de una igualdad se elevan a la misma potencia.

e Que alos dos miembros de una igualdad se extraiga una misma raiz.

Para conocer el valor de la incégnita mediante el despeje, es necesario utilizar las propiedades
de las igualdades.

ECUACION DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

Recordando que una ecuacion de primer grado es aquella en donde la potencia de la Unica
incognita es 1. A estas ecuaciones también se les llama ecuaciones lineales de primer orden. El
método general para resolver estas ecuaciones es:

1. Se efectlan las operaciones indicadas.

Se reducen los términos semejantes en ambos miembros de la ecuacidn.

3. Se hace la transposicidn (lado izquierdo incégnitas y lado derecho de la igualdad
constantes).

4. Se reducen los términos.

5. Se simplifica la ecuacion, transponiendo el coeficiente de la incdgnita.

N

Femplo &

Resuelva las siguientes ecuaciones de primer grado con coeficientes enteros:
a)7x+x—5=6x—10—3x
b) (x—3)x—1D+x+5)x-2)=x2+(x—-2)(x+3)—2
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Solucién a)

a)7x+x—5=6x—10—3x

Primero se reducen los términos semejantes, quedando:
8x—-5=3x—-10

Se transponen los términos, por lo que debemos de sumar 6 y restar 3x.

8x —3x =5 —10 Se reducen los términos.

5x = —5 Se divide entre 5 ambos miembros.
x=-1
Verificacién
Six = —1 al sustituir en la ecuacién tenemos:

7(-1) + (=1) =5 =6(=1) — 10 — 3(-1)
—7-1-5=-6-10+3
—13=-13

Porlotanto x = —1 Eslasolucién de la ecuacién

Solucién b)

b) (x—3)(x—1D+x+5x—-2)=x>+(x—-2)(x+3)-2

En este ejercicio primero se realizan los productos indicados, asi:
x2—4x+3+x2+3x—10=x2+x>+x—-6—2
Se reducen términos
2x2—x—7=2x>+x—8
Se hace la transposicion restando (2x2) y (x) y sumando (7).

—2x = —1 Sedivide entre -2 ambos miembros
1
X ==
2
Verificacion

Six = 1/2 al sustituir en la ecuacién tenemos:
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((2-+E)-0+ 6

5 33 1 21

4 4 4 4
28 20 8
4 4 4
-7 ==7

Porlotanto x = 1/2 Eslasolucidn de la ecuacion

Ejercicios de refuerzo 7.6

Resuelva las siguientes ecuaciones enteras de primer grado:

51.

52.

53.

54,

55.

56.

57.

58.

59.

60.

6x —x +3=8x—6— 4x
—3x—2(x+2)=3(x-2)—x
42-y)+30y+1D=30-D+y
z+4(z-2)=3(z—-4)—2(z+3)
3m+2(1—m)—3=4(2m—3) —3(2-3m)+5m
2p+2Bp-22-pl-2=3[2-(2p-3)]
4+3[2q—4]-5(q+1) =3{2+3[2¢q - 1]} + 5q
1+2[w—3]-5(q+1) =3{2+3[2¢ - 1]} + 5q
1+2[w—2]—w—1)=2{1-2[w—(2+2w)]}

- Ur-D-22-3c-D=-{1-[r-Q1-2n}}

/4 Ecuaciones con coeficientes Fraccionarios de primer

grado con una incAgnira

El método general para resolver las ecuaciones lineales con coeficientes fraccionarios es:
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Se obtiene el minimo comun multiplo con coeficientes fraccionarios.

Se multiplica la ecuaciéon por el minimo comun multiplo.

Se efectuan las operaciones indicadas.

Se reducen los términos en ambos miembros de la ecuacién.

Se hace la trasposicidon de términos de tal manera que uno de los miembros contenga
todos los miembros con incégnita y el otro miembro las constantes.

Se transpone el coeficiente de la incdgnita y se simplifica la fraccién obtenida.

7. Se vuelven a reducir los términos semejantes.

vk wN e

o

4 x 3
3 2 2 3 3 4 8 3 4

Solucién a)

Primero se debe obtener el minimo comun multiplo de los denominadores, asi:

mcm (2,3):6 Se multiplica la ecuacion por 6
- <4x 5x + x 1 )
3 2 2 3

8x —15x+3x =2

—4x =2 Sedespejaax

Verificacién
Six = —1/2 al sustituir en la ecuacion se tiene:

4x 5x x 1

3 2+2 3

3 7 i
4
12
Porlotanto x = —1/2 Eslasolucion de la ecuacién
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Solucién b)

Primero se debe obtener el minimo comin multiplo de los denominadores, asi:

mcm(3,4,8): 6 Se multiplica la ecuacién por 24

32x — 6 — 15x = 8x — 18 Se transponen los términos

9x = —12
Se despeja a x
x=-4/3
Verificacién
Six =—4/3 alsustituir en la ecuacion tenemos:
4(-4/3) 1 5(-4/3) (-4/3) 3
3 4 8 3 4
16 1 5 4 3
P
9 4 6 9 4
43 43
36 36

Porlo tanto x = —4/3 Es la solucion de la ecuacién

Ejercicios de refuerzo 7.6

Resuelva las siguientes ecuaciones enteras de primer grado:

1

61 ( 3x)_1+x 67 x 3x 7_2 7x

- 2T )T T, 578 55 8

62 X 2_2(x+1) 68 l(x 3x> 1<x 3)_2(x+1>
"3 3 "\3 2 " 3\2 5 2\5 "5/ 3\2 4
63 1<x 3x)_1 2x 69 3(5x x+2) 1<x 5)_3(4x 1)
" 3\2 4) 4 3 " 4\2 3'3) 2\3 4) 2\3
64 - 1+1(4x x)_l X 70 1(x 4x> 1<x 1)_1

' [423 4]_34 " 2\2 3 3\4 2/ 2

65 1 2x_7x+5x x 5

"6 9 12 3 4 6

66 2x x_5x+4

"3 12 4 3
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/3 Eeuaciones Fraccionarias de primer grado con una
incognira

En estas ecuaciones la incdgnita se encuentra en el denominador de una fraccién, el método
general para resolverlas es:

1. Se factorizan todos los denominadores de las fracciones.

2. Se obtiene el minimo comun multiplo de los denominadores.

3. Se multiplica toda la ecuacidn por el minimo comun multiplo.

4. Se efectlan las operaciones indicadas.

5. Se reducen los términos semejantes en ambos miembros de la ecuacién.

6. Se hace la transposicién de términos, para que en el lado izquierdo estén los términos
con incégnita y del lado derecho las constantes.

7. Sevuelven a reducir los términos semejantes.

8. Se transpone el coeficiente de la incégnita y se simplifica el resultado.

emplo 8

Resuelva las siguientes ecuaciones fraccionarias de primer grado con:

5_2,5_1 by 2 12
a)Zx 3x 6 x )x+2 x—2 x?—4

Solucién a)

Primero se debe obtener el minimo comun multiplo de los denominadores, asi:

mcm (2x,3x,6): 6x Se multiplica la ecuacion por 6x

- (5 2 4 5 1)
x 2x 3x 6 «x
15—445x = 6 Se despeja laincognita

x=-1
Verificacion
Six = —1 al sustituir en la ecuacién tenemos:
5 2 5 1
— ==
2(-1) 3(-1) 6 -1
5 4 2 4 5 _
2 3 6
—-1=-1
Por lo tanto x = —1 Es la solucion de la ecuacion
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Solucién b)
Primero se factorizan los denominadores, asi:

2 1 2
x+2 x—2 (x+2)(x-2)

El minimo comun multiplo de estos denominadores es (x + 2)(x — 2), entonces se multiplica
la ecuacion por este minimo comun multiplo.

2 1 2
(x+2)(x_2)(x+2_x—2_(x+2)(x—2)>
(x—2)2-(x+2)1=2

2x —4 —x — 2 =2 Despejando la incdgnita
x=8
Verificacién.

Six =8 al sustituir en la ecuacién tenemos:

2 1 2
8+2 8-2 (8)2—4
2 1 2
10 6 60
1 1
30 30

Porlotanto x = 8 Esla solucion de la ecuacion.

Ejercicios de refuerzo 7.7

Resuelva las siguientes ecuaciones fraccionarias de primer grado:

;. 3.5_1 76 x 5 3
"x x 3 T ox2—x—-20 3x+12 2x—-10
7 1+6 1_0 7 3 x—4_x2+4

"2x x 4 T 2x x2  2x3

73 3 1_1 78 3x +2x2+1_

" 4x 2x 2 Cox+1 0 x242

74 5 x—2_1 79 4x 8x + 4 _ 1

) 3x 2x2 x " 3x4+9 5x+15 x+3

X 5 3 6x 1 3
75. 80.

—_ — + =
x2—x—20 3x+12 2x-—10 x2—x—20 x+4 x-5
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/b simplificacion de una inualdad a una ecuacion de primer
grado

Ahora con una ecuacidn de primer grado con dos incognitas (igualdad) se puede llegar a la
ecuacién de primer grado en su forma general (Ax + By + C = 0) o bien punto pendiente. El
método general para resolverlas es:

1. Se efectlan las operaciones indicadas.

2. Para expresar la ecuacidn en su forma general, se hace la transposicién de miembros
de tal manera que del lado derecho de la igualdad éste el cero y del lado izquierdo los
demas.

3. Para la forma punto pendiente (explicita), se hace la transposicién dejando de lado
izquierdo a la incégnita “y” y del lado derecho lo demas (escribiendo primero a “x” y
después la constante).

4. Se transpone el coeficiente de la incégnita y se simplifica la ecuacién obtenida.

Eemplo

Exprese las siguientes igualdades en una ecuacidn de primer grado como se indica:

a) 3x— (4y+6) =2y — (x + 18) Ensuforma general.
b) 2x — (2y +8) = 4x — (12 — y) Ensuforma punto pendiente.

Solucién a)

Primero se suprimen paréntesis, asi:
3x —(4y +6) =2y — (x + 18)

3x —4y —6 =2y —x — 18 Se hace la transposicion restando (2y), (—x) y (—18)

3x+x—4y—2y—6+18=0 Sereducen los términos

4x —6y+12=0

La ecuacién en su forma general es: 4x — 6y + 12 = 0
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Solucién b)

Primero se suprimen paréntesis, asi:
2x— 2y +8)=4x— (12 —y)

2x—2y—8=4x—12+y Se hace la transposicidn restando 2x,—8y y
2x—2x—2y—y—8+8=4x—-2x—-12+8+y—y Se reducen los términos

—3y =2x—4  Se multiplica por -1
3y=—-2x+4 Se divide por 3

_ 2 4
y=73*T3

La ecuacidn en su forma punto pendiente es:

_2 .4
Yy=73*"3

Ejercicios de refuerzo 7.8

Encuentre la ecuacion de la recta en su forma general:

1r1 1 5
8l. 8x—-2(y+1)=y—-2(x+5) 86. 3x—Z[§(y+§>+6]—Ex
1
82. 4y—§(x+2)=x—2(y—2) 87. 14x+yRQ2+x)=x(y—2)—2x+5

1 1
83. —4x—4(y+5)=2x—3(y—5) 88. —y+2x(1+x)=x(4+2x)—3y—2

o 1 +2[1< +4)]_ 1( 1> g0 X73_2y=1_x-2 1
- 3V 52\ 0 T3)| T2V T3 © T g 2 3 2

es 2.1 1( +1> 1 oo X-1_x+3_4 y-5
- 3 2[ 3"2]_23' © T2 6 3 2
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77 hngulos entre dos rectas, criferios de perpendicularidad

y
A
y=2x-2
4 m2:2
2
; —» X
/2 / 2 4
-2
y=2x+4
m]=2

Figura 7.9 Rectas paralelas

Figura 7.10 Rectas perpendiculares.
El valor de la pendiente de m; = 2 es
el inverso negativo de m, = —1/2

Primero se debe establecer que dos rectas son
paralelas cuando las pendientes tienen el mismo
valor, es decir que:

m; =m,
Para las rectas.

y=2x+4

y=2x-2

El valor de la pendiente en ambas ecuaciones es 2,
por lo que se tienen rectas paralelas (Fig. 7.9).

Ahora bien si las pendientes son inversas entre si, se
tienen rectas perpendiculares (90° entre ellas) para
ello se debe de cumplir que:

Otro criterio de perpendicularidad es el siguiente:

mim, = -1

Para encontrar el angulo que se forma entre dos
rectas que se cruzan, se puede hacer utilizando una
ecuacion que esta en funcidn de las pendientes:

Para este ejemplo sera:

mym, = (2) (— %) =-1
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15
a) 7x—zy+2= y S5x —y—4=
R S I 2 3 1
) 3¥t7y 5= y V=775

Solucion a)

La primera ecuacion se expresa en la forma punto pendiente.

3 _15 W
27 =72"
-(3)7=+ ()
Y=\3)2*"\3
=5 +4
Ahora la segunda ecuacion
y=5x—4

Se verifica que tienen la misma pendiente, por lo que estas rectas son paralelas.

Solucion b)

Sélo se trabaja la primera ecuacidn, debido a que la segunda ya esta escrita en su forma punto
pendiente.

4 +2
77 = 73T
=-()3%+ ()
Y="\4)3""\4J5
7 4 7
Y=73"10
Ahora se comparan las pendientes:
3 1 7 N 7
IR Y=73% 10

Como son diferentes las pendientes se verifica el criterio de perpendicularidad con la
expresion:

mim, = -1
===
7\ 3/

Se obtiene como resultado que las rectas son perpendiculares.
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Ejercicios de refuerzo 7.9

Demuestre si las siguientes ecuaciones de rectas son paralelas o perpendiculares?

91. a) 6x—2y+4=0 96. a) 8x—6y+3=0
b) 3y+3x+15=0 b) 15y —20x+3=0
92. a) 5x—-5y+1=0 97. a) 4x—18y+27=0
b) 3x-3y+2=0 b) 9y —-2x+3=0
93. a) 2x—y—-1=0 98. a) 15y —-9x+10=0
b) 14x—-7y+3=0 b) 12y +20x—-3=0
94. a) 2x+3y—1=0 99. a) 9y —12x+5=0
b) 3x —2y—4=0 b) 4x—-3y+8=0
95. a) 35x+7y—-2=0 100. a) 42x—-8y+1=0
b) x—5y—=>=0 b) 21y +4x+28=0

] Gempl |

Encuentre la ecuacidn de una recta que pasa por el punto (3,1), perpendicular a la recta que
pasa por los puntos (3,—1) y (—6,2).

Solucion

Se obtiene la pendiente con los dos puntos conocidos.

m =J’2—)’1
! X2 — X
_2—(—1)_ 1

™M="¢g_3 =73

Ahora se encuentra la pendiente de la recta perpendicular:

Se utiliza la forma pendiente de la linea recta, sabiendo que pasa por el punto (3,1):
Y= Yo =m(x —xo)
y—1=3(x—-3)
Empleando algebra:
y—1=3x—-9
y=3x—8
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Ahora, si las rectas no son paralelas (misma pendiente) o perpendiculares (angulo recto), el
valor del angulo entre las dos rectas que se cruzan, se puede encontrar utilizando una
ecuacion que estd en funcion de las pendientes:

“ Definicion

Dos rectas que se cruzan con pendientes m, y m,, forman un angulo cuya tangente es:
my; —my

tan = ——
1+ mym,

emplo [2

Encuentre el dngulo que se forma cuando se cruzan las rectas:

_2 i __3 5
y=3X y y==3z%

Solucion

Se obtienen las pendientes de las rectas:

1 3
mq = § m, = _Z
Se utiliza la ecuacidn:
3 1
~273 156
tanf = N1 tanf = ~108
1+(-2)(3)
Ahora se obtiene el angulo 6 0 (— 1—(5):) = —55.3°

El resultado es un angulo

T —> X negativo, por tanto se
suma a este valor 180°,
para obtener 124.7°

—\31:-%—){-5
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Ejercicios de refuerzo 7.9

Calcule el angulo que se forma entre las rectas:

101. a) y=3x+2 105. a) y=—-4x—-1 109. a) y=—4x—-1
1 1 1
b) y—gx—S b) y—§x+3 b)y——5x+2
1
102. a) y=2x-1 106. a) y=—-2x-2 110. a)y=5x—§
1 1
b) y=—-x+5 b) y:—§x+4 b) y=§x+2
103 _2 +1 107 _1 3
. a)y—zx2 .a)y—sx 12
b) y=—§x—2 b) y=2x+§
1 1
104. a)y=3x+5 108. a)y=x+§
1
b) y=x—-6 b) y=Zx+2

/8 Aplicaciones de [as ecuaciones de primer grado

En todas las disciplinas que tienen que ver matematicas se emplean férmulas que explican el
desarrollo de un fendmeno, ahora se muestra la descripcion textual de problemas de
aplicacion de las ecuaciones de primer grado. Para su resolucidon de manera general, se pueden
seguir los siguientes pasos:

a) Lea cuidadosamente el problema e identifique lo que se desea calcular (incégnita).
b) Asignele una literal a esta incdégnita.

c) Las demas cantidades se expresan en términos de la incégnita.

d) Se expresa el enunciado del problema mediante una ecuacién de primer grado.

e) Seresuelve la ecuacion planteada.

f)  Verifique la respuesta con el problema escrito y observe si es congruente.

Eemplo 13

Resuelva los siguientes ejercicios referentes a nUmeros:

a) La cuarta parte de un nimero resulta ser seis unidades menor que la tercera parte de
él. Encuentre el numero.
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Solucién a)

Se designa al nimero como x, por lo que:

1 1
2¥=3%~ 6
Multiplicamos todo por 12.
3x=4x—72
x=172

El nimero requerido es 72.

b) Un numero es quintuplo de otro. Si la suma de ambos es de 138, encuentre los
numeros.

Solucion b)

Primer nUmero x

Segundo nimero 5x

x + 5x =138
6x = 138
x =23

Los nimeros solicitados son 23 y 115.

c) Lasuma de tres nimeros consecutivos es 402. Halle los nimeros.

Solucién c)

Primer nimero m
Segundo nimero m+ 1
Tercernimero m + 2
m+m+1+m+ 2 =402
3m+ 3 =402

m =133

Los numeros solicitados son 133, 134y 135
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Encuentre dos numeros cuya suma sea 65 y que el triple del mayor niumero supere en 3
unidades al quintuple del menor.

Solucion d)

NUumero menor y
Ndmero mayor 65—y
Ahora: 3(65—y)=5y+3
195-3y =5y +3
8y =192
por lo que: y = 24

Los numeros pedidos son 24 y 41

Ahora se muestra la aplicacion de las ecuaciones de primer orden con mezclas quimicas.

Femplo 14

Resuelva los siguientes ejercicios referentes a mezclas:

a) ¢Cudntos mililitros de una solucidn salina al 25% deben de agregarse a 20 mililitros de
otra solucién de la misma sal al 35% para producir una de 30%?

b) En laboratorio se mezclaron 200 mililitros de metanol puro con 100 ml de una solucién
de yodo al 60% ¢Qué porcentaje de yodo se obtuvo de la mezcla?

c) Se mezcla en un horno de fusién una aleacién de zinc al 75% con 250 Kg de la misma
aleacién, para producir 4000 Kg al 45% ¢Qué porcentaje de zinc tiene la segunda
aleacién?

Solucién a)

Organizando los datos en la siguiente tabla resulta:

1ra solucion 2da solucion Mezcla
Volumen (mL) X 20 x+ 20
Concentracién (%) 25 35 30

Se establece la ecuacidn de primer grado:

25x + 35(20) = 30(x + 20)
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25x + 700 = 30x + 600 Se transpone (—30x) y (700)
5x =100
x =20

Se deben de agregar 20 mililitros de la solucién al 25%.

Solucion b)

Organizando los datos en la siguiente tabla resulta:

1ra solucion 2da solucion Mezcla
Volumen (mL) 200 100 300
Concentracion (%) 0 60 X

Se establece la ecuacidn de primer grado:
0(200) + 60(100) = x(300)

6000 = 300x
x =20

La solucidn resultante de yodo es 20 %.

Solucién c)

Organizando los datos en la siguiente tabla resulta:

1ra solucion 2da solucion Mezcla
Masa (Kg) 250 3750 4000
Concentracion (%) 75 x 45

Se establece la ecuacidn de primer grado:
75(250) + x(3750) = 45(4000)

18750 4+ 3750x = 180000
x =43

El porcentaje de zinc de la segunda aleacion es 43 %.
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Ejercicios de refuerzo 7.10

Establece las ecuaciones de primer orden para resolver los siguientes problemas.

111. La suma de tres nimeros es 74. El mayor excede en ocho unidades al del medio y al
menor en catorce, écudles son los nimeros?

112. La suma de tres numeros es 125, el mayor excede en cinco unidades al del medio y al
menor en nueve écuadles son los nimeros?
113. Tres cajas contienen 301 tubos de ensayo, la primera caja tiene 22 tubos mas que la

segunda y 23 tubos menos que la tercer caja. Encuentre el nUmero de tubos en cada caja.

114. Se desea dividir en tres partes; tales que la primera sea 28 unidades mas que la segunda
y 50 menos que la tercera.

115. La diferencia de los cuadrados de dos enteros consecutivos es 49. Halle los nimeros.

116. El producto de tres nimeros consecutivos es 10 unidades mayor que el cubo del menor
mas el triple del cuadrado del mismo ndmero. Halle los numeros.

117. Halle cuatro niumeros consecutivos cuya suma sea 146.

118.- La mitad de la suma de tres niUmeros consecutivos es 81. Halle los nUmeros.

119. {Cudntos mililitros de una solucién al 35% deben agregarse a otra solucién (con el mismo
soluto) al 45% para producir 120 mL al 40%?

120. ¢Cudl es la concentracidon de una solucién de yodo, a la cual se ainadieron 150 mL de
agua destilada a 50 mL de una solucién al 20%?

121. i Cual es la concentracion de una solucién resultante al mezclar 10 mL de nitrato de plata
0.3 ppm con 15 mL de concentracion de 0.2 ppm?

122. Se mezcld un litro de una solucion salina al 30% con otra al 60% para producir una de
40% ¢ Cudntos litros se obtuvieron?

123. ¢Cuantos litros de agua deben agregarse a 30 litros de una solucién de hipoclorito de
sodio al 10% para producir otra al 2%?

124. ¢ Cuantos mililitros de una solucién de NaOH al 20% deben agregarse a 100 mililitros de
la misma solucién al 70% para producir una solucion al 40%?
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125. Se mezclaron 600 gramos de una aleacién ferrosa al 30% con 1250 gramos de la misma
aleacion ¢Cuadl es el porcentaje de hierro en la segunda aleacién para que al final la aleacidn
de hierro sea de 40%?

126. Se mezcld en un horno 1200 gramos de oro blanco (80% de oro, 5% cobre, 10% niquel y
5% Zinc) con 2000 gramos de la misma aleacidn ¢Cual es el porcentaje de oro de la segunda
aleacion si el producto final es de 60% de oro?

127. Se mezclaron 60 mililitros de una solucidn de sulfato de cobre Il al 15% con 200 mililitros
de la misma soluciéon éCudl es el porcentaje de la segunda solucion, si la mezcla tiene 25% del
soluto?

128. Se mezclaron 100 Kg de duraluminio (94.5% de aluminio) con 450 Kg de una aleacion de
aluminio al 60% ¢Cual es el porcentaje de aluminio finalmente?

129. Se requiere producir soldadura blanda (67% de plomo y 33 % de estafo), se cuentan con
50 Kg de plomo al 40% ¢Cuanto se debe de agregar de plomo al 90%.
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Quimatica

15

Uso de la linea recta para medir
concentraciones

Uno de los métodos de andlisis
cuantitativo, usado en el drea de quimica
analitica, es el uso de la curva estdndar o
también llamada de calibracién, la cual se
basa en el modelo de la linea recta.

El método se fundamenta en la capacidad
de la materia de absorber y/o emitir
radiacion electromagnética. La
determinacion estd soportada por la ley de
Lambert-Beer, la cual relaciona Ila
absorcién de la radiacién electromagnética
con las propiedades del material que ésta
atraviesa. La ley establece que Ia
concentraciéon de una sustancia es
directamente proporcional a la cantidad de

energia radiante absorbida por Ia
sustancia.
Existe una relacion lineal entre Ia

absorciéon de luz de una sustancia y la

concentracion de la misma, segun la
siguiente expresion:
A = &Cl

Donde:
A = Absorbancia.

& = Es la constante de proporcionalidad
llamada coeficiente de extincion molar,
coeficiente de absortividad o]
coeficiente de extincién. La cual mide

Escrito por: M. en C. Maria Catalina Cardenas Ascencién

Facultad de Estudios Superiores Zaragoza, UNAM
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qué tanto una sustancia absorbe la
radiacion a una longitud de onda
determinada. Es una caracteristica
propia de cada especie quimica y
depende de su estructura. El valor de la
absortividad para un compuesto varia
con la longitud de onda.

C = Concentracién de la especie de la cual
se estd midiendo la absorbancia (M).

= Es el paso 6ptico, recorrido que hace el
haz de luz a través de la muestra
limitado por el ancho de la celda que
contiene la muestra (cm).

La absorbancia y la concentracién se
relacionan de forma directamente
proporcional. Esta relacidn sdlo se observa
a concentraciones bajas del analito, es
decir en soluciones diluidas.

Para el desarrollo de la metodologia, se
debe construir la curva estdndar o de
calibracion, la cual fungird como nuestro
instrumento de medida. Para ello se utiliza
un compuesto estandar (similar al que se
desea medir) a partir del cual se realiza la
solucién estandar (de concentracion
perfectamente conocida). Ahora se realiza
una serie de diluciones a partir de la
solucién estandar (de las cuales también
debemos conocer su concentracion). Se
incluye la concentraciéon cero o también
llamada blanco de reactivos.



La determinacion espectrométrica de cada
una de las muestras en la serie de
diluciones, incluyendo el blanco, se puede
hacer de manera directa (si la molécula por
si misma presenta absorcion) o desarrollar
a partir de ésta un compuesto que
presente absorcion. El espectro se ajusta a

Capitulo 7. Resolucién de la ecuacién lineal

cero con el blanco (el cual quedd
conformado por todos los componentes de
la matriz del analisis excepto el compuesto
estandar) y se obtiene la sefial de cada uno
de los puntos en la serie de diluciones. Los
valores obtenidos, junto con su respectiva
concentracién son graficados (Figura 1).

08 A
© o ©°
S 06 o
3 o)
§ 0.4 o
1'? 0.2 o]

’ (o]

0o o
0 5 10 15 20
mg/mL

Figura 1. Absorbancia de una solucién a distintas concentraciones de cierto analito.

Una vez graficados los datos podemos
identificar que no toda la curva es util. Ya
gue deseamos aplicar la ley de Lamber-
Beer, la absorbancia y la concentracién se
deben relacionar de manera directamente
proporcional, y esto sélo se cumple en la
region lineal, que como habiamos dicho

corresponden con las concentraciones
diluidas (Figura 2). Vemos que a
concentraciones altas la linealidad se

pierde y se observa que la linea se aplana,
por lo que ésta regidon no es util para
realizar mediciones.

Region de respuesta
no proparcional

>

08 A .

o

S 06 o °

a

5 04 .

2 Region de respuesta

< 2 proporcional

0 o
0 5 10 15 20
mg/mL

Figura 2. Regiones de respuesta en una curva estandar.

La regién lineal identificada, define el
rango de sensibilidad del método, es decir,
la region en la cual la medicidn es
Para ser usada la curva como instrumento
de medida, requerimos de la mejor linea
recta que pase por los diferentes puntos.
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confiable. EI método sera util hasta esa
concentracidn; concentraciones mayores
no pueden ser medidas de manera segura.
En la practica, los valores siempre
presentan cierta dispersion, por lo que
cada uno de los puntos esta sujeto a error,



y se debe aplicar un método estadistico
para encontrar el mejor ajuste de los datos
a la curva de calibraciéon. EI método
estadistico mas frecuente es la regresion
lineal, conocido como “minimos
cuadrados”.

Una vez obtenida la regresion lineal, la
curva puede ser usada:
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Respuesta a los problemas de nimero impar

Capitulo 7. Resolucion de la ecuacion lineal

tome-2p2t 3 mclho s e iyt g e 6b=5 9 m=—b=—38
cm=—zb=2 3 m=gb=—g 5 om=-gb=g m=—6,b= - m=qg,b=
11 =2 5 13 =5 13 15 = —4 5 17 = ! 3 19 _—4 +29

Ly =2x— LY =09X— LYy =—4x - .y——§x+i . Y= gx 50
21 y=2x—2 23 y=3x—5 25 y=ix-2 27 y=— x4l 29 ,-127, 38
YER¥Ty A yESX CYE3YTy CYETXTy A YT Y T 18

31.
1/3
41, 45. ;
y=3x-1 2
-1
51.x=9 53 y=F 55 meil 57 g=— 59 w=-12 61 x=-2 63. x=._
Lx= Y= Sm=og S A= . w= Lx= L x=3
65. x=—— 671220 69 x=2 71 x=i 73 x= 75 x =% 77 x=
“*T 710 *T 29 T R = “*T13 =

3 7
79.x=—z 81. 10x—4y+8=0 83.—6x—y—5=0 85. 10x—6y—29=0 87. 18x+2y—-5=0

89. —x—-12y—-1=0 91. Perpendiulares 93. Paralelas 95. Perpendiculares 97. Paralelas
99. Paralelas 101. 59.3° 103. 66.9° 105. 44.2° 107. 57.9° 109. 54.8° 111. 32,24y 18
113. 101,100y 100 115. 25y 24 117. 35,36,37y 38 119. 80 mL 121. 0.24ppm  123. 120L

125.44.6 % de Fe 127.28% de CuSO, 129. 58.7 Kg de Pb
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Resolucian de sistemas de

LCUACIoNes

simulFaneas

LO QUE APRENDERAS. . .

8.1 Método grafico.

8.2 Método de sustitucion.

8.3 Método de igualacion.

8.4 Método de reduccidn.

8.5 Resolucion por determinantes.

8.6 Uso de aplicaciones interactivas para la solucion de sistemas de ecuaciones.
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61 Merodo gréfico

Un sistema de ecuaciones lineales puede resolverse por:
e Método grafico
e Método lineal

iSimultaneo
se escucha mejor i

Cuando existen dos ecuaciones lineales se dice que es de orden
dos el sistema. Al realizar la graficacion de los sistemas puede
suceder que las rectas:

a) Seintersectan.
b) No se intersectan.
c) Seintersectan en puntos infinitos.

El significado geométrico corresponde al punto de interseccion
y éste par ordenado es compartido por ambas rectas (ver Figura
8.1), se dice que se resuelve de manera simultdnea, mediante
un sistema de ecuaciones tal como el artista de la caricatura
toca de manera simultanea los diferentes instrumentos. El
método grafico consiste en trazar en un plano cartesiano las rectas representadas del sistema.
La solucidn es el punto de interseccién de ambas.

Y

A Ecuaciones Ecuaciones Ecuaciones
compatibles incompatibles equivalentes

e

N
Y
x

/N

Unica solucion Ninguna solucion numero infinito
de soluciones
Figura 8.1 Tipos de soluciones de un sistema de ecuaciones de orden dos.

Recordemos que una ecuacion lineal es aquella que tiene

la forma de un polinomio de primer grado, es decir, las

incégnitas no estan elevadas a potencias superiores a

uno, ni multiplicadas entre si, ni en el denominador.

Como se sabe, las ecuaciones lineales de dos incégnitas

representan una recta en el plano. Si la ecuacién lineal

tiene tres incdgnitas. Su representacion grafica es un

plano en el espacio (ver Figura 8.2). y

Figura 8.2 Representacion

de una ecuacion con tres
variables.

Dos o mas ecuaciones son simultdneas cuando tienen la
misma solucion, o geométricamente se cruzan en el mismo
punto
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Encuentre la solucién del sistema de ecuacién de segundo grado.

{2x—y—7=0... @

—x—y+2=0 .. (2

Solucion

Primero se grafican las rectas, utilizando la interseccién con los ejes.

Ecuacidn @
Interseccién en x 2x-y-7=0
y=20 Y
2x—(0)—-7=0
7
72
Interseccion en y
x=0
20)0—y—=7=0
y=-7

Ecuacion @

Interseccion en x

y=0
—x—(0)+2=0
x=2

Interseccion en y

x=0
—(0)—y+2=0
y=2

Se lee las coordenadas del punto de interseccidn, que corresponde a la solucion:

(31'1)

Una forma de saber si las ecuaciones lineales del sistema no tienen solucién se puede hacer la
prueba de la pendiente-interseccion.
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Q Definicion

Prueba de la pendiente- interseccion:

m; =m, b; = b, Rectasequivalentes.
mq = m,; b, # b, Rectas paralelas o incompatibles.

m,; # m, Rectas compatibles.

Para lograr la comparacion de las pendientes de la recta se debe de expresar la ecuacion de la
linea recta en su forma pendiente-interseccion.

y=mx+b

(E N B0 © © 00000000 00000 000 00 00 0000 09090 0 90 90 0
e¥s

] Eemplo

Indique cudl de los siguientes sistemas de ecuaciones tienen solucién o no, aplicando la prueba
de la pendiente-interseccion.

2x+3y+6=0
9 lax +6y—15=0

(5x — 2y —13 =0

D) 13x+y+1=0

x—2y+8=0
) Bxr—6y+24=0

Solucién a)

Se expresan las ecuaciones de la forma pendiente interseccion.

Ecuaciéon (1) Ecuacion (2)
2x+3y+6=0 4x+6y—15=0
3y=—-2x—6 6y = —4x + 15
2 5 2 N 5
y=73% y=73%T)
2 : :
my=m, = — 3 Por tanto las ecuaciones son incompatibles.
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Ahora la gréfica de las funciones es:

Ecuacion @
Interseccion en x
y=0 A
2x+3(0)+6=0
x=-3 4x+6y-15=0

Interseccion en y

x=0 \
2000+3y+6=0 2x+3y+6=0 \\\\\

y=-2

Ecuacion @ \ ~
Interseccién en x \
N

y=0 \\\\\
4x+6(0)—15=0
x =15/4
Interseccion en y
x=0
4(0)+6y—15=0
y=5/2

Solucién b)

Se expresan las ecuaciones de la forma pendiente interseccion.

Ecuacion (1) Ecuacion (2)

S5x—2y—-13=0 3x+y+1=0

2y = 5x —13 y=-3x—1
5 13

y=o%¥—+ y=-3x—-1

my #m, Por tanto las ecuaciones son compatibles.
Ahora la gréfica de las funciones es:
Ecuacion @ Ecuacion @

Interseccion en x

y=0 y=0
5 —2(0)—-13=0 3x+(0)+1=0
_ 13 1
¥~ ¥=73
Interseccién en y
x:0 x:O
5(0)—2y—-13=0 30)+y+1=0
13 _
y=-75 y=
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Se lee las coordenadas del punto de 3Xty+1=0

interseccion, que corresponde a la solucién: Y 5x-2y-13=0

(1r'4)

il A -

Solucion c)

Se expresan las ecuaciones de la forma pendiente interseccion.

Ecuacion (1) Ecuaciéon (2)
x—2y+8=0 3x—6y+24=0
2y=x+8 6y = 3x + 24

1 1
y=Ex+4 y=Ex+4

m; =my,; by = b, Por tanto las rectas son equivalentes.

4

Ahora la grafica de la funcidn es:

Interseccion en x
y=0 /

x =—8 /

Interseccién en y X
=
y=4 y= 3x+4
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Ejercicios de refuerzo 8.1

Obtener el valor para x y y que satisfagan al sistema de ecuaciones utilizando el método
grafico.

1
. {2x—4y=—12 : “1eX¥t9Y = 9 {52x—4y=—1792
' 5y =20 ' 3 + _ —8x — 43y =581
7% T3V "
LI S 45 23 173
, {4x+5y=4s o J2¥ Ty =0 " Tt T3V 5
3x+ 16y =46 L2y =100 ' 8 4200y =510~
— —y = _— =5 x%
6" " 37 92% y
32y = -2 L3y =1
3 VTR ;) 27T
B0 I .2, _20
XTY=Ty 3¥ T T
1
—24x —-y =23 8x + 2y =50
4, 5 8. 3y = _75
43x +y = 63 y=

8.2 Metodo de sustitucion

El método de sustitucidn consiste en despejar una incégnita de una ecuacion y sustituirla en
la otra ecuacién, para tener una ecuacion con una sola incdgnita, al resolverla se sustituye en
cualquiera de las ecuaciones originales o en la ecuacidn despejada.

Eemplo 3

Calcule la solucién del siguiente sistema de ecuaciones:

6x+15y+5=0
3
gx—Zy—B =0
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Solucion

De la Ecuacién @ se despejaay.

y=——x—§ v Ec. (3

Ahora la Ecuacidn @ se sustituye en la Ecuacién @

3 2( 2 1) 3 =0
5x X =

et iZ o320
5*T5* T30

_ 2 (5) 1
Y="5\3) "3
y=-1
Finalmente se verifica el resultado.
Con la ecuacién @ Con la ecuacidn @
6(5)+15( 1)+5=0 3<5> 2(-1)-3 =0
3 a 5\3 B
10—-154+5=0 142—-3=0
0=0 0=0
5
Por tanto x = 3’ y = —1 son la solucion del sistema.
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Para resolver un sistema de orden tres (3 ecuaciones con 3 incégnitas), el procedimiento es
despejar una incégnita de una de las ecuaciones y se sustituye en las otras dos ecuaciones,
este nuevo sistema de ecuaciones de orden dos ahora se resuelve como se mostré en el
ejercicio anterior.

Halle la solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

3x+2y+z—-1=0
S5x+3y+4z—-2=0
x+y—z—-1=0

Solucion
De la ecuacién @ se despeja a z
z=-3x—-2y+1
Y se sustituye en @ y @
5x+3y+4(—3x—2y+1)—-2=0
5x+3y—12x—-8y+4—-2=0
-7x—5y+2=0 ..Ec.(®»

x+y—(-3x—-2y+1)—1=0
4x+3y—-2=0 .. Ec. (5

Ahora el nuevo sistema es:

{—7x—5y+2=0 %

4x+3y—2 =0

De la ecuacién @ se despejaay

Se sustituye en @
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Ahora con el valor de x se encuentraayy z.

7 2

y=—z(-9)+z y=6

z=-3(—4)—-2(6)+1 z=1
Se verifica el resultado.
Con la ecuacién @ Con la ecuacién @
3x+2y+z—1=0 5x4+3y4+4z—-2=0
3(-4)+2(6)+1-1=0 5(-4)+3(6)+4(1)—2=0
-12+4+12+1-1=0 —-20+18+4-2=0
0=0 0=0
Con la ecuacion @ Por tanto, la solucidon al sistema es:
x+y—z—1=0 x=—4
-4+6—-1-1=0 y==6
0=0 z=1

La solucién para un sistema de orden tres, se explica como la interseccién en un punto de tres
planos en donde cada uno representa una ecuacién (Vea la siguiente figura).

o\ X+y-z- 1=0
_— zx 3x+2y+z-1=0
= — ) //’/ A “

_— ‘ 5x+3y+4z-2=0

Solucién del sistema
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Ejercicios de refuerzo 8.2

Empleando el método de sustitucion encontrar los valores que satisfacen la solucion de los

siguientes sistemas de ecuaciones.

Sx — 2y = &

Xx—2y=2

11 Y72

N
X 7y—

11
23x+7y—23 =0
-1

oy =
9*¥ TV =10

12.

3s+5t—8r=3
13. {5s — 8t +23r =-20
—4s+5r =8

S 4oy 522
14 Zx 9y zZ =
2z—23y+37=0

8y —24x+2= -5z

15. {—2x+4y+3z=28

{ 8x+2y—z=1
5x —15y+35z=6

( 1
25a—2b+5€—4d=§
16 J a+8b—32c—64d =128

L—5a+15b+30c+60d=80
2a—4b +8c —5d =25

—24a —48b — 64c + 1200d = 8320
a+b+c+d=>52

17. b —100c + 50d = —2743
25¢—800=0

3x+5y+8z+10 —1765

X y Z w = 168

3

18, ¢ 2x—4y—6z+3w=§
5x — 10y — 252 — Tw = —>

x y z=Tw=—1

\ =16+ 2x + 8y + 6z = —21w

5h++c43d =2
2°¢ =7
19. { —56a—-9c + 56d = 983

—5a 4+ 89b + 2c + 4d = 624
a—b+4c—4d = —-58

9x—-3y+z=0
20. 4x — 5z =25
4y —3z=3x+8

8.3 Merodo de igualacion

El método consiste en despejar de ambas ecuaciones la misma incognita y se igualan entre si.
El resultado es una ecuacion con una incégnita, la cual es sencilla de resolver.



Hemplo 3

Encuentre la solucién del siguiente sistema de ecuaciones, utilizando el método de igualacion.
{Sx +3y—24=0
2x—7y+15 =0
Solucién
Se despeja a x de cada ecuacion.
5x = -3y + 24 2x =7y —15
_ =3y +24

X —5 - Ec. ® X > .. Ec. (®

Se iguala la ecuacién @ y @

—3y+24  7y—15
5 2

2(—-3y+24) =5(7y—-15)

—6y — 35y =—-48-75

y=3
Con la ecuacién @ 0 @ se obtiene x.
7(3) — 15
X = T =3
Se verifica el resultado.
Con la ecuacién @ Con la ecuacién @
5x+3y—24=0 2x—7y+15 =0
5(3)+3(3)—24=0 2(3)-7(3)+15=0
15+9-24=0 6—21+15=0
0=0 0=0

Por tanto x =3, y = 3 son la solucion del sistema.
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Para resolver un sistema de tercer grado por el método de igualacidon se despeja la misma
incégnita de cada ecuacion y se iguala la primera ecuacidn con la segunda y la segunda con la
tercera, posteriormente se despeja nuevamente una incégnita de éstas ultimas y se igualan.

jemplo b

Halle la solucion del siguiente sistema de ecuaciones:
x+3y—z—-8=0
2x—y+2z+2=0
5x4+3y—z—-12=0

Solucion

Se despeja a x de cada ecuacion.

x=-3y+z+8 . Ec. (D

ng—z—l .. Ec. (2
3 z 12

=-Zy+=+= .. Ec

x AR c. ®

3y+z+8=2—z7-1 Y _,q=_3,,2,12
yrzwe=57% 7 TP T RV TRE
7 11 6 17
—Ly+2249=0 .. Ec y-27-—"=0 . Ec
Sy +22+9=0 c.(® oL ARGt 0 c.(®

Nuevamente, se despeja de estas ecuaciones la incégnita y.

_4z+18

60z + 170
y=—r =

..Ec (6) y — 55 ..Ec )

Se igualan las ecuaciones:

4z+18 60z +170
7 55

Aplicando élgebra:
(4z + 18)55 = (60z + 170)7
220z +990 = 420z + 1190
—200z = 200

z=-1
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Ahora se sustituye en la Ecuacién @ o @

_—4+18

y=—"j7 y=2

Finalmente con la ecuacion @, se tiene el valor de x.

x=-3(2)—1+8 x=1
Se verifica el resultado.
Con la ecuacién @ Con la ecuacién @
x+3y—z—8=0 2x—y+2z+2=0
1+3(2)+1-8=0 2(1)—-242(-1)+2=0
1+6+1-8=0 2—-2-2+4+2=0
0=0 0=0
Con la ecuacion @ Por tanto, la solucion al sistema es:
5x+3y—2z—-12=0 x=1
5(1)+3(2)+1-12=0 y=2
0=0 z=-1

La solucidn para un sistema de orden tres, se puede visualizar en tres dimensiones, vea la
siguiente figura.
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Ejercicios de refuerzo 8.3

Empelando el método de igualacion encuentre los valores que satisfacen la solucién de los

siguientes sistemas de ecuaciones.

2x =7y =3
21 {3x+2y=17

6x+7y=5
22. {5x+4y=6

4s + 5t = 14

23. {25—315:4

2x —7+2z=-2

x+3y—z=8
24.{
5x+3y—z=12

x+3y—z=2

2x—y+z=6
25 {
3x—y+2z=11

xX+y+z—w=2
xX+y—2z+w=—-4
2x—y+2z+w=7
xX+y—3z—w=-6

xX—y+tz+w=-2
27, { 2x+y—z—w=-1

26.

3x—2y—z—-2w=—-4
4x —y—z+w=-7

x—2y—z+w=3

28 { x+y—z—-w=1
)x+y+2z+w=-2
x—y—z+w=3

—-2y—z+w=-3

29 {x+2y+z—2w=6
' X—y+z—w=2
x—y—z—w=0

2x—y+z+w=3

—x+y—-3z—-w=1

x+2y+2z—w=1

2x—y—z—w=3

30.

84 Mérodo de reduccion

El método consiste en reducir las incégnitas, mediante suma o resta de las ecuaciones, para
ello primero se escoge una incégnita de una ecuacion con el objetivo que la misma incégnita
en la otra ecuacién tenga el mismo valor pero signo contrario. Para ende la segunda ecuacion
es susceptible a ser operada como nos convenga. Lo que se obtiene es una ecuacidn reducida

en el nimero de incégnitas facil de resolver.



Eiemplo /

Encuentre la solucién del siguiente sistema de ecuaciones, utilizando el método de reduccion.
{ 2x—3y+1=0
5x+4y+37 =0
Solucién

Se escoge reducir a x, por tal motivo la primera ecuacién se multiplica por -5 y la segunda por
2, para ser sumadas, teniendo:

-10x+15y—-5=0 ... EcQD
10x+8y+74 =0 .. Ec(2)

23y+69 =0 .. Ec. ®

De la ecuacién (3) se tiene:

y=-3

Ahora de la ecuacion (1)

2x—3(-3)+1=0

x=-5

Se verifica el resultado.
Con la ecuacién ) Con la ecuacion (2)
2x—3y+1=0 S5x +4y+37 =0
2(=5)—-3(-3)+1=0 5(=5)+4(-3)+37=0
-10+9+1=0 —25-12+37=0
0=0 0=0

Por tanto x = —5, y = —3 son la solucién del sistema.

Para resolver un sistema de tercer grado por el método de reduccidn se escoge una ecuacién
para ser utilizada como apoyo para la reduccidn, esta ecuacidon también es conocida como

“pivote” la cual se suma o resta segln convenga a las otras dos ecuaciones para aplicar la
reduccion.
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Eemplo 8

Encuentre la solucién del siguiente sistema de ecuaciones, utilizando el método de reduccidn.
x+y+z—-2=0
2x+3y+5z—11 =0
x—5y+6z—29=0
Solucion

Se escoge reducir a x, con la primer ecuacién, por tanto se suma la primera (multiplicada por -
2) con la segunda y la primera (multiplicada por -1) con la tercera.

Primera ecuacién reducida.

—2x—2y—2z+4=0 .. Ec(D —x—-y—2z+2=0 .. Ec(Q)
2x+3y+5z—-11 =0 .. Ec(2 Xx—5y+6z—29=0 .. Ec(3
y+3z-7=0 .. Ec®® —6y+5z—27=0 .. Ec(5

Ahora se deben de reducir la Ec ... @ y @
y+3z—-7=0 .. Ec(®@
—6y+5z—27=0 .. Ec(5

Se reduce a y, por tanto se multiplica la ecuacidn @ por 6 y se suma a la ecuacién @
6y+18z—42=0 .. Ec(®
—6y+5z—27=0 .. Ec(®

23z—69=0

Portantoz = 3

Ahora con la ecuacién @ 0 @ se obtiene a y.
6y+18z—-42=0
6y+18(3)—42=0
6y+12=0

y=-2
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Finalmente para x, con la ecuacidn @, @ 0 @
x+y+z—2=0
x—2+3-2=0

x=1
Se verifica el resultado.
Con la ecuacién @ Con la ecuacién @
x+y+z—2=0 2x+3y+5z—-11=0
1-2+3-2=0 2()+3(-2)+53)—-11=0
-14+1=0 2—-6+15-11=0
0=0 0=0
Con la ecuacion @ Por tanto, la solucidén al sistema es:
x—5y+6z—29=0 x=1
1-5(-2)+6(3)—29=0 y=-2
1+10+18—-29 z=3
0=0

La siguiente figura proporciona la interseccién de los tres planos en un punto (solucién).

x-5y+6y-20=0

2X+3y+5z-11=0

=
P
—
_—
\ —
—

x+y+z-2=0\ __—
-
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Ejercicios de refuerzo 8.4

Empleando el método de reduccion encuentre los valores que satisfacen la solucién de los
siguientes sistemas de ecuaciones.

1 y 1
=x+<+-z—-2w =28
54x — 8y = 136 2 24 _,
31.{ 3 8 484 36. <4x+2yi§+w_ .
—_ =)y = — — X — Z—W=
5¥ 7Y T 735 yr
2y+—=6
YT
( 25 +1 9z + 8w = 1
XTyy T ETew ="y
2 6y +5 +8 1587
2y — X—6y+5z+-w=——
32.{ 5x 3y_97 37. 4 7 28
5x + 34y =89 265
—8x—9y—22—w=—T
585
L S5x+6y+7z+8w=—
4
( xX+y+z+w+v=42
2x+y—48z—w +4v = 1252
3x—-5=4
33. {x_3y+2=3’0 38. X + 5w — 4v = 32
5x — 10y — 20z + 8w — 25v = 1000
\ —64w — 50v = 100

x+y+z+w=14616

—x—y—z+w=-12974
8x + 16y + 32z + 128w = 348240
\ 2x+5y+8z+ 8w =72999

34, —x+34y—-5=0 39. <

{ S5x -3y +2z=34
3z—2x+87y =-10

5x+ 4y —2z+8w =96
x+ 16y + 26z + 4w = 328
—25x — 32y — 24z —w = —461
8x+y—z+w=238

35. 3y —8x+100=0

{2x+3y—4z=10
5x -8y +z=25

B9 Resolucion por dererminantes

Un determinante es un arreglo cuadrado de elementos que se acomodan en filas y renglones,
su simbolo es la letra griega delta (A). Un determinante se resuelve haciendo el producto de
los elementos de la diagonal principal menos el producto de la diagonal secundaria.

A= |Z Z|=ad—cb
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@« D

S bemplo J

Encuentre la solucién de los siguientes determinantes.

a) _31 Z| =3)@) - (D7) =12+7=19

B % S=®E9-(1E) =-40+6=-34

=12 —4

0 | e | = (-12)(2) - (-8)(—4) = —24— 32 = —56

) [} =@ -®©=-6-0=—6

5 -0 452

Q
~—

Si el determinante es de orden 3, es decir tres renglones y tres columnas, en esta seccién se
utilizard el Método de Sarrus.

Consiste en agregar debajo del tercer renglén, los dos primeros, multiplicando sus
elementos diagonales (solo los que tengan tres elementos), sumando las diagonales
principales menos la suma de las diagonales secundarias.

Se escriben las dos Productos de las
Determinante Primeras filas diagonales principales
debajo de la tercera menos las secundarias
a b c
a b c d e f
A=|d e f A=|g h i|=[dbi+ ahf + gec] — [aei + dhc + gbf]
g h i a b c
d e f

206



&;,o
oye

Eemplo [0

Encuentre la solucién de los siguientes determinantes.

5 1 2
5 1 2 -3 3 1
a) A=|1-3 3 1(=[4 O
4 0 -1 5 1
4 0 -1
12 —1 3
2 -1 3 1 -1 2
b) A=1 -1 2[=|1 -1 3
1 -1 3 2 —1 3
1 -1 2

—1{ =[® DD + G)(O)(D) + (HB)(2)] -

—[G)B)ED + (=3)(0)(2) + H(MD(-1)]

=[-4+0+24] —[-15+ 0 — 4]

=39

[20] — [-19]

= [(WEDE)+@QEDE) + (MEDE)] -

-[@EDE) + MEDHE) + MHEDHR)]

=[-3-4-3]—[-6—-3—2]

= [-10] - [-11]

=1

Calcule los siguientes determinantes.

_|=3 6 _

s, 8= 2 45. A=

_|=3 -1 _

42. 0=|75 o 46. A=

1

43. A=|"3 73 47. A=
1 -2
3

44, A=|" 7 48. A=
3 -2

1 3 -3

‘2 -1 1‘

4 -2 5
-1/2 3 4
2 4 -3
1 1/3 2
1/3 0 0
0 —1/2 1/2
1 1 -1/3
0 2/3 5/3
1/3 1/4 2
1/2 3/2 -1

Ejercicios de refuerzo 8.5

0 -1 2 -1
_[t 3 10
49. 8=, > o 2,
4 -5 1 -1
1 2 30
_[3 1 5 3
S0.8=10 21 0 2
0 0 1 -1
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Para resolver los sistemas de ecuaciones utilizando los determinantes se utiliza la Regla de
Cramer, cuidando que el sistema de ecuaciones tenga el mismo acomodo y que cada ecuacién
este igualada al término independiente.

El valor de la incégnita es igual al cociente, cuyo denominador es el determinante del
sistema formado por los coeficientes de las incégnitas y el numerador es el determinante
del sistema sustituyendo la columna de los coeficientes de la incégnita a hallar por la
columna de los términos independientes.

Sea el sistema de ecuaciones:

ax+by=c
dx +ey =f
Determinante del sistema Determinante de x Determinante de y
_la bl _pg_ _|e b|_ g I e
AS—|d e|_bd ae Ax—|f e|_fb ce Ay—|d f|—bc af

Las incdgnitas se calculan como sigue.

_ Ax _ Ay
*=2s Y=2s

o] Gemplo d

Encuentre el conjunto solucidn de los siguientes sistemas de ecuaciones.

{2x—5y=1 {5x+y=
) 4x +2y =14 ) x+4y =-11

Solucién a)

Expresa el sistema de ecuaciones con los coeficientes y de forma ordenada.

x y cte
2 -5 1
4 2 14
Los determinantes son: Ahora las incégnitas:
AS=i ‘25|=—20—4=—24
—-72 3
|1 =5/ _ o0 YT T
ax=|,, 2|_ 70 —2 = —72
) 1 —24 ;
_ _ _ _ _ y:—_ =
dy =, 14|_4 28 = —24 24
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Solucién b)

Se escribe el sistema de ecuaciones con los coeficientes de forma ordenada.

X y cte
5 1 2
1 4 -11
Los determinantes son: Ahora las incégnitas:
ASzi 1|=1—20=—19
-19_
|2 Y-_11-g=- TR
ax=| 7 ,l=-11-8=-19
5 2 7 _ 3
ay=[7 4 |=2+55=57 19

000 000000000000 0000000000000000000O0OC®OOO
Ahora bien si el sistema es de orden 3.

ax+by+cz=d
ex+fy+gz =h
ix+jy+kz=1

Determinante del sistema:

| b c|
a b c e f g
AS=le f g|l=1|i J k|=I[ebk+ajg+ifcl—|afk+ ejc+ibg]
i j k a b c
e f g
Determinante de x :
d b ¢
d b ¢ h f g
Ax=|h f g|=|1 J k|=I[hbk+djg+Ifc]—I[dfk+ hjc+ lbg]
I j k d b ¢
h f g
Determinante de y:
a d c
a d c e h g
Ay=|e h g|=|i | k|=[edk+alg+ihc]— [ahk+elc+idg]
i 1 k a d ¢
e h g
Determinante de z:
a b d
a b d e f h
Az=le [ hl=|i j 1|=I[ebl+ajh+ifd]— [afl+ ejd+ ibh]
i j o1 a b d
e [ h
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Las incdgnitas se calculan como sigue.

Ax Ay Az

Eemplo [

Encuentre el conjunto solucidn de los siguientes sistemas de ecuaciones.

x+y+z=2
a) 2x—y+z =7 b)
4x +3y —2z=-8

x—2y+3z=-3
x+y—z =6
2x—3y+z=28
Solucion a)

Se ordena y se escribe el sistema de ecuaciones con los coeficientes.

Determinante del sistema.

X Yy z cte
1 1 1 2
2 -1 1 7
4 3 -2 -8

11 1 1
2 -1 1
AS=14 3 —-2|=[-4+3—-4]—-[2+6+4]=[-5]—-[12]=-17
1 1 1
2 -1 1

Determinante de x.

2 1 1
7 -1 1

Ax=|-8 3 —2|=[-14+6+8]—[4+21—-8]=[0]-[17] =—-17
2 1 1
7 -1 1

Determinante de y.

1 2 1
2 7 1
Ay=14 -8 -2
1 2 1
2 7 1
Determinante de z.
1 1 2
2 -1 7
Az=|4 3 -8
1 1 2
2 -1 7
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=[-8—8+28] — [-14 — 16 + 8] = [12] — [-22] = 34

=[-16+21—-8]—[8+ 12+ 28] =[-3] — [48] = -51



Las incognitas son:

—17 34 —51
X=_77= y=_—17=—2 Z=_—17=3
Se verifica el resultado.
Con la ecuacién @ Con la ecuacién @ Con la ecuacién @
xX+y+z=2 2x—y+z=7 4x +3y —2z=-8
1-2+3=2 2()+2+3=7 4(1)+3(-2)—-2(3)=-8
2=2 7=7 —8=-8

Solucién b)

Se ordena y se expresa el sistema de ecuaciones sélo con los coeficientes.

X y z cte
1 -2 3 -3
1 1 -1 6
2 -3 1 8
Determinante del sistema.
11 -2 3
1 1 -1
AS=12 -3 1|=[-2+3+6]—-[1—-9+4]=[7]-[-4]=11
1 -2 3
1 1 -1
Determinante de x.
-3 -2 3
6 1 -1
Ax=|8 -3 1|=[-12—-9+24]—[-3—-54+16]=[3]—-[-41] =44
-3 -2 3
6 1 -1
Determinante de y.
1 -3 3
1 6 -1
Ay=12 8 1|=[-3—8+36]—[6+24+6]=[25]—[36] =—11
1 -3 3
1 6 -1
Determinante de z.
1 -2 -3
1 1 6
Az=|2 -3 8|=[-16—18—-6]—[8+9 —24] =[-40]—-[-7] =-33
1 -2 -3
1 1 6
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Las incognitas son:

Se verifica el resultado.
Con la ecuacioén @
x—2y+3z=-3
4-2(-1)+3(-3)=-3
-3 =-3

Con la ecuacidn @

xX+y—z =6
4-1+3=6
6=6

Con la ecuacién @
2x—3y+z=8
2(4)-3(-1)-3=8
8=28

Ejercicios de refuerzo 8.6

Usando el método de determinantes obtener la solucion de los siguientes sistemas de

ecuaciones.

x+y=9

>L. —2x+6y =10
_ 24

52, 5x—8y—?
—9x + 36y =45
67y —9 =T7x

53. 7+5 e
3 g ">
6x + 7y =42

>4. {64x—y=98
8y—x=70

55 {6x—9y:40
! +4 = 84

e 1277977
|8 +6 = 60

75 T5Y T

55 — 9t = 64

>7. {9t=10+25

7

37
35t = 20
8t — 4y = 84
>9. {61: — 5y = 64

9g —23b =30
60. { g+84b=6

3x—6y+10z=9
61. { 5x —8y+4z=6
24x — 6y +10z =28

5y —95x + 62z = 32

—X—y=2z-—65
65.{
8x—-9y—-9z=0

10p + 6q — 32r = 21
66.{9p—65+72q—r=99
-p—q—1=287
6s +4t—w =20
36s — 6w+ 8 =10t
6s — 8w + 10t = 52

67

4x — 25y +8z =10
8x—-9z—-21y =2
4x —7y+15z=9

68

|
|

6x —24y —32z=6 8x+6y—3z=21
62. —x +44y—8z=2 69. {6x—66y+122=54
—45x — 55y — 65z =70 9x + 22y — 55z = 110

4x+8z=9

7x=-8y+43z—-1
63 {
6x —3y =10+ 23z

54y —8z =5

12x+y =28
6 {
78x + 76z = —10

2x+4y + 6z =24

x+y+z=20
70 {
8x—y+6z=1
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8.6 Uso de aplicaciones interactivas para la solucion de
sisfemas de ecuaciones

Hoy en dia podemos encontrar diferentes aplicaciones modviles que permiten la solucién de
problemas mateméaticos como: Geogebra’, Symbolab’, Mathematica Alpha’, sélo por
mencionar algunas, estas herramientas cuentan con licencia libre y se encuentra disponible
casi para cualquier sistema operativo (I0S, Android, Linux, Windows), a continuacién, veremos
algunos ejercicios empleando la aplicacién de Geogebra® como una herramienta para la
solucidn de sistemas de ecuaciones.

Eemplo I2

Usando la aplicacion Geogebra® encontrar los
valores que satisfacen la solucién del sistema de
ecuaciones:
! 2 2
—-X — -_—
2 y
-3 1 11
—x+—y=——
8 " T16” T 8
ecl ! 2 2
7 T=X— = v
Solucion el
ec2 3 t :

. e . - X = -
Al igual que en los otros casos se puede verificar 816”7
que estos valores satisfagan al sistema a través ” A = Interseca(ecl, ec2)
de la sustituciéon de estos sobre una de las - (4,2)

ecuaciones que conforman al sistema de
ecuaciones y viendo que cumplan con Ila
igualdad.

Geogebra® muestra los valores que cumplen con la solucién al sistema de ecuaciones (punto
de interseccién) mediante el método grafico, Symbolab’ no sélo reporta los valores si no que al
igual que Mathematica dan la opcién de una demostracidn paso por paso de la solucién. Asi
mismo podemos resolver sistemas de ecuaciones mas complejas como la siguiente:

2x—4y+z=-8
5y—2z=12
4x —z=4
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Empleando la aplicacion de GeogebraQo en uso de
calculadora 3D, es posible

El punto “A” indica la intersecciéon de cada uno de los
planos que describen a cada una de las ecuaciones que
componen al sistema.

Sin embargo, Geogebraw se ve un poco limitado para
sistemas de ecuaciones superiores a 3x3, en el siguiente
ejemplo emplearemos otra aplicacion Illamada
Symbolab’.

ecl:2x—4y+z = -8
ec2:5y -2z = 12

ec3:4x—z =4

A = PuntoEn(ecl)

—  (2,4,4)

Figura 8.2 Solucién al sistema de
ecuaciones empleando Geogebra'.

Eemplo 13

mbolab

Resolver el siguiente sistema de

. ®
ecuaciones usando Symbolab . Solucin
X + y + VA + t — 12 X+ y+ z+t= 12, 2+ 2y+ 22— 2t= 12, I+ Iy— z4+ t= 18, dx - Sy+ 274+ 4t=15 : y=13
2x+2y+2z—2t =12 Pasos

3x+3y—z+t=18
4x — 5y + 2z + 4t = 15

X+y+z+t=12
2%+ 2y+ 22— 2t=12
I+ 3y—z+t=18
4x— Sy+ 2z+ 4t=15

Despejar x para x+ y+ z+t= 12 x=12-y-z-t Mostrar pasos

SO’UCién Sustituir x= 12— y—z—-t
2012-y—z-t) + 2y+ 2-2t=12
3(12-y-z—t) +3y—z+ t=18
4(12—y—z-t) - Sy+ 2+ 4t=15

. .z ®
Usando la aplicacién de Symbolab Despefar tpara 2(12— y—z—t) + 2y+ 22- 2t=12 t=3 Mostrar pasos
obtenemos los siguientes t=3
resultados. Sustituir t= 3

. 3(12-y-z-3) +3y-z+3=18
La ventaja que ofrece esta 4(12-y-z-3)-5y+2z+4. 3=15

aplicacion es que tiene como opcion

Despejar zpara 3(12—y—z—3) +3y—z4+ 3=18: z=3 Mostrar pasos
el mostrar los pasos que se siguen s
para la solucidn de los sistemas de

Sustituir z= 3

ecuacion mediante los diferentes

[4(12-y—3-3) - 5y+2. 3+ 4. 3=15]
métodos. -

Despejar ypara 4(12— y-3-3) - 5y+2. 3+ 4. 3=15 y=3 Mostrar pasos
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Para x=12—-y—z—1t
Sustituir y=3

Sustituir z= 3
Sustituir t= 3
x=12-3-3-3

12-3-3-3=3 Mostrar pasos

x=3

Las soluciones para el sisterna de ecuacionas son:

y=3,z=3,t=3,x=3

Ejercicios de refuerzo 8.7

Empleando algin software gratuito encuentre la solucion de los siguientes sistemas de

ecuaciones.

LML SR
3x — 6y + 12z = 135 ) 16 68 L 513
71. { 6x— 15y — 2z = —150 73. {—x——y+-z="
—8x — 16y — 32z = —680 128~ B47 2 28

— — —_ =4

\ ¥ " 627 1287

8x +2y +z =32 3x+5y+3z=8

1

72. 5x+3y+§z=8 74. {—2x—5y+zz=7
3x—5y—3z=4 7x — 45y + 25z = 204
R LONPNUINE S
XTIy o2 =m0, 2TV T35 T4 18

75 Sy =1 78. { 3x+ 4y + 7= 552
' YT a43" " C] T 307 T 773
oy L _ 2030 N S

X237 7 69 X732V 72077

—5y—4z =-57

1 1 —109

—7x+ 9y +45z = -23
76 {67x + 4y + 1235z =761

3x — 56y — 6z = —316
79 {

4x + 5y + 65z 14 _Zx_iy_%Z_T
(—1 1 1 _
3x_2y=25 Tx—1—6y—3—zz—128
77{ X—y—z=-2 80. 8 4
32— 2x +5y—20=0 L cX—gZ=—40
—7x — 14y —21z+63 =0
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Quimatica

Aplicacion de los sistemas de ecuaciones
lineales simultaneas en el area quimicay
microbioldgica

Queridos lectores, sabemos que las
matematicas estdn implicitas en el mundo
gue nos rodea, sin embargo muchas veces
vemos las matematicas como una
disciplina arida y no vemos mas all3,
debido a que estan inmersas en nuestra
vida cotidiana y en lo profesional, por lo
que te invito a echar un vistazo a este
apasionante capitulo llamado “Resolucion
de Sistemas de Ecuaciones Lineales
Simultaneas”, ya que, en este capitulo
aprenderas como resolver paso a paso
sistemas de ecuaciones lineales
simultaneas a través de matrices, las cuales
podras aplicar, por ejemplo para realizar el
balanceo de una reaccién quimica
determinada, representandola para ello
como una ecuacién quimica, ya que como
recordaras “la materia no se crea ni se
destruye, sino que solo se transforma” por
lo que deberdas encontrar el equilibrio
entre los atomos de los reactivos y los
atomos de los productos, y todo ello te
servird para resolver problemas de
estequiometria y asi puedas tu saber
cuantos moles de algin compuesto tienes
que hacer reaccionar con otro y saber
quién actla como reactivo limitante, para
que asi obtengas un determinado

Escrito por: QFB Beatriz Arellano Pimentel
Laboratorio de Microbiologia de la

Facultad de Estudios Superiores Zaragoza, UNAM
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rendimiento en tus productos ya sea para
sintetizar un principio activo o alguna otra
molécula de interés.

Ademds de esto y por si fuera poco,
también aprenderas a resolver problemas
sobre mezclas, aplicando los sistemas de
ecuaciones lineales simultaneas, lo cual te
serd de gran utilidad en tu desempefio
como futuro quimico, ya que por
mencionar un ejemplo, si deseas mezclar
soluciones acidas, partiendo de tres
soluciones a diferentes concentraciones
porcentuales de acido, para asi obtener
una cierta cantidad o volumen de mezcla
acida a una determinada concentracion
porcentual, el aprender a analizar el
problema, te ayudard a saber que lo
puedes resolver aplicando el sistema de
ecuaciones lineales simultaneas a través de
matrices, lo cual te ayudard a determinar
gué cantidad o volumen de cada una de las
tres soluciones acidas tendrds que
mezclar, para asi obtener tu solucion final a
una determinada concentracién
porcentual.”** Asi mismo otro ejemplo de
aplicacion es en el ambito microbiolégico,
el cual también forma parte de tu
formacién profesional, tan es asi, que si
deseas mezclar soluciones de



desinfectantes que segun sus propiedades
fisicoquimicas no den reacciones adversas
(antagonismo), sino todo lo contrario,
potencialicen su accidn  bactericida
(sinergismo) y disminuya su efecto téxico
para el ser humano, entonces analizando el
problema vy aterrizandolo en un sistema de
ecuaciones lineales simultaneas, lo puedas
resolver mediante matrices para
determinar el volumen de cada
desinfectante a utilizar para realizar tu
mezcla y una vez obtenida esta, realizar
pruebas de susceptibilidad antimicrobiana,
probando tu mezcla a diferentes
concentraciones de cada uno de los
desinfectantes para que puedas investigar
cual es la mejor de ellas, utilizando para
ello el método de difusién en placa muy
similar al método de Kirby Bauer el cual es
para determinar sensibilidad
antimicrobiana a  antibidticos o
guimioterapéuticos especificos

Referencias

(antibiograma); Asi, una vez obtenidas tus
mezclas de desinfectantes las podras
probar contra cepas de bacterias conocidas
(ATCC), por ejemplo: Escherichia coli y
Staphylococcus aureus, para probar que
tan susceptibles son estas bacterias al
desinfectante que preparaste, teniendo en
cuenta los mecanismos de accién de los
desinfectantes involucrados con respecto a
los microorganismos de prueba; asi, una
vez estandarizada tu mezcla de
desinfectantes, se pueda utilizar para la
desinfecciéon de areas de trabajo a nivel
hospitalario, industrial, etc.’

Como puedes ver, ya para concluir, queda
claro que las matemadticas nos ayudan a
resolver diversas situaciones a las que nos
enfrentamos en nuestra vida cotidiana y/o
en nuestro quehacer profesional. Asi que
espero hayas disfrutado este capitulo
“Resolucién de Sistemas de Ecuaciones
Lineales Simultaneas”.

1. Chang R, Goldsby K. Quimica. 12° ed. México: Mc Graw- Hill/ Interamericana

Editores;2017

2. Swokowski E, Cole J. Algebra y Trigonometria con Geometria Analitica. 12° ed.México:

Cengage Learning Editores; 2009

3. Barnett R, Zingler M, Byleen K. Precdlculo: Funciones y Graficas. México: Mc Graw_ Hill/

Interamericana Editores; 2000

4. Aguilar Marquez A, Bravo Vazquez F, Gallegos Ruiz H, Ceron Villegas M, Reyes Figueroa R.

Pearson Matematicas Simplificadas.3° ed. México: Pearson Educacidn de México; 2014

5. Madigan M, Martinko J, Parker J. Brock Biologia de los Microorganismos. 8° ed. Madrid:

Prentice Hall Iberia; 1999
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Resolucidn de a ecuacion

Luadrafic

[%-l LO QUE APRENDERAS. . .

9.1 Funcién cuadratica.

9.2 Método gréfico.

9.3 Resolucion por factorizacion.

9.4 Reduccion de igualdad a una ecuacién cuadratica.
9.5 Deduccion de la férmula general.

219



Capitulo 9. Resolucién de la ecuacién cuadratica

31 Funcidn cuadrarica

El matematico Francés Francois Viete escribio lo
siguiente:

guerito?
iiUna formula
general,

por favor!! “B in A quadratum, plus D plano in A, aequari Z sélido”,

cuyo significado es:

BA? + D?A =173
Que corresponde a:

ax? + b%x =m3

Que hoy se escribe como:

ax’?+bx+c=0

Representando asi todas las ecuaciones de segundo grado, en la caricatura se representa esta
expresion como algo basico, hasta en la carniceria se puede encontrar, haciendo referencia
gue hasta el chicharronero la conoce.

Q Definicion

Una ecuacion de segundo grado, es de la forma:
ax’? +bx+c=0

Donde: a,b,c Son numeros reales, cona # 0

Ademas los términos son llamados como:

ax? Término cuadratico.
bx Término lineal.
c Término independiente.

Los métodos para resolver la ecuacidon cuadrdtica son dos: el grafico y el analitico
(factorizacién, completar cuadrado y férmula general).
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Capitulo 9. Resolucién de la ecuacién cuadratica

32 Merodo gréfico

La representaciéon de la ecuacidon de segundo grado en el plano cartesiano esboza una
parabola (ver Figura 9.1) que puede abrir hacia abajo o hacia arriba. Una vez que se da
solucidn a la ecuacion lo que puede ocurrir en la grafica es:

e La pardbolaintersecta al eje x en dos puntos.
e La pardbolaintersecta al eje x en un punto.
e La pardbola no intersecta al eje x.

y y y
A A A
X
] X »X
a) b) c)

Figura 9.1 Interseccion con el eje x, de una ecuacidn cuadratica. a) Dos puntos de
interseccion, b) Un punto de interseccion y c) Sin interseccion.

Si la parabola abre hacia arriba se tendrd un minimo y si abre hacia abajo se tendrd un
maximo. Ese punto se llama vértice de la parabola (ver Figura 9.2), la abscisa de este vértice se
obtiene con la siguiente expresidn:
b
Xy = ——
v 2a
El valor encontrado (x) se sustituye en la ecuacién cuadratica para obtener y,, este par
ordenado (xy, yy) se localiza en el plano cartesiano y verticalmente se tiene un eje de simetria.

y
A

Eje de simetria

X

!\Vértice

Figura 9.2 Eje de simetria de una parabola.

Por lo tanto conociendo las coordenadas del vértice; sélo se dan dos valores (uno hacia la
derechay otro hacia la izquierda) para localizar los puntos y bosquejar la parabola.
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Capitulo 9. Resolucién de la ecuacién cuadratica

Calcule los vértices de las pardbolas y haga un bosquejo de las graficas:

a) y=x*+6x+8 b) y=x*—4x+4 ) y=x24+4x+6
Solucién a)

Paraelincisoa) y =x%+6x+8

Primero se obtiene el vértice

6

2

Xy =

Con esto se obtiene el valor de y.

yy =(-3)2+6(-3)+8=-1

El par ordenado del vértice es: (—3,—1)

Los puntos a escoger para tabular seran: ) _
La parabola intersecta en dos

puntos el eje de la x, por tanto

X Y existen dos soluciones reales:
-4 0

-3 =Al xl — _4 xZ — _2

-2 0

Solucién b)

Primero se obtiene el vértice y
o 1
=T
Con esto se obtiene el valor de y. .
yw=2?%-4@) +4=0
T 1 X
El par ordenado del vértice es: (2, 0) 1 2 3

Los puntos a escoger para tabular seran: La parébola sdlo intersecta en un

punto, este se encuentraen x = 2,

la solucion real de la ecuacién
cuadraticaesx; =1

w N X
R ORI
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Solucién c)

Primero se obtiene el vértice

4

Tam - 2

Xy =

Con esto se obtiene el valor de y.

yy=(=2)2+4(-2)+6=2

Capitulo 9. Resolucién de la ecuacién cuadratica

El par ordenado del vértice es: (—2,2)

|
-1

La pardbola no intersecta el eje
de la x, por tanto no tiene
solucion real.

Los puntos a escoger para tabular seran: -5 =2
X y
-3 3
-2 2
-1 3

Ejercicios de refuerzo 9.1

Encuentre los vértices y haga un bosquejo de las siguientes ecuaciones.

1. x2+4x+3=0
2. x2-6x+8=0
3. x2=2x+1=0
4, x> +12x+35=0
5. x>+ 10x+24=0

6.
7.
8.
9.

x2—8x+16=0
x2—6x+9=0
x2+6x+10=0
x2+14x+45=0

10. x2—=2x—-15=0

11.
12.
13.
14.
15.

x2—4x—-4=0
x24+10x+24=0
x2+6x+5=0
x2-2x-3=0
x?—8x+16=0

33 Resolucion por Factorizacion

Una ecuacién cuadrética ax? + bx + ¢ = 0 cuando es factorizable se puede expresar como el
producto de dos factores lineales igualados a cero (la solucidon de la ecuacién se obtiene
igualando cada factor a cero). Las ecuaciones cuadraticas pueden ser factorizadas segun sea la

forma que presente (Figura 9.3):

©

O

‘E Completa ax’?*+bx+c=0
©

©

3 Mixta ax?+bx =0
XS

g Pura axz +c=0

!

(WN)

Figura 9.3 Representaciones de una ecuacion cuadratica.
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La factorizacién para una ecuacidn cuadratica pura es la mas sencilla, sélo basta con despejar
la incdgnita y aplicar raiz.

Factorice la siguiente ecuacién cuadratica: 4x%> —5 =0

Solucién
Primero se despeja la incégnita.

Se factoriza y se obtiene:

9

La factorizacidn para una ecuacién cuadratica mixta también es facil, sélo basta con factorizar
a la incégnita, por ende una raiz es cero.

Factorice la siguiente ecuacién cuadratica: x2 — 8x = 0

Solucién

Primero se factoriza la incégnita.
x(x—8)=0
Las raices de esta ecuacion son:

x1=0 x2:8

La factorizacién para una ecuacion cuadratica completa se hace considerando si éste es un
Trinomio Cuadrado No Perfecto o si es un Trinomio Cuadrado Perfecto.
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% Definicion

Un trinomio cuadrado no perfecto representado como una ecuacién cuadratica completa
(ax? + bx + ¢ = 0) se puede expresar como el producto de dos binomios; para ello se
buscan: dos nimeros cuyo producto sea el valor de ¢ y cuya suma sea el valor de b.

Recuerde que se puede deducir que es un trinomio cuadrado no perfecto si no cumple la regla:

(ax + b)? = x* + 2abx + b?

Resuelva la siguiente ecuacion de segundo grado, utilizando el método de factorizacion:
a) 2x2—-7x+6=0

b) x> —-5x—-36=0

¢) x2+10x+25=0

Solucion a)

Se identifica que se trata de un trinomio cuadrado no perfecto, se divide entre 2 toda la
ecuacion, quedando:

2 7+3 0
X°—=Xx =
2

Ahora buscan dos nimeros cuyo producto es 3 y cuya suma sea —7/2; los nimeros que
cumplen estas reglas son —3/2 y - 2, entonces:

271 +3—< 3)( 2)
x?—ox+3=x—5)C

Igualando a cero cada binomio se tiene:

Por lo tanto la solucidn de la ecuacidn es:
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Solucién b)

Como no es trinomio cuadrado perfecto, se buscan dos nimeros cuyo producto es —36 y cuya
suma sea —5; los niUmeros que cumplen estas guias son —9 y 4, entonces:

x2—5x—-36=(x—9)(x+4)

Igualando a cero cada binomio se tiene:

(x—=9)=0
x+4)=0
Por lo tanto la solucion de la ecuacion es:
x1=9 Xy = —4

Solucion c)

Este resulta ser un trinomio cuadrado perfecto, se buscan dos nimeros cuyo producto es 25 y
cuya suma sea 10; los nimeros que cumplen estos requerimientos son 5 y 5, entonces:

x2+10x+25=(x+5)(x+5)

x2 4+ 10x + 25 = (x + 5)?

Igualando a cero el binomio se tiene:

(x+5)=0

Por lo tanto la Unica solucién de la ecuaciénes:  x; = —5

Ejercicios de refuerzo 9.2

Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado por el método de factorizacion.

16. x> +2x—-3=0 22. x*=36=0 28. x>+x—-110=0
17. x2—4x—-5=0 23. x2—-8x=0 29. 9x%2 +24x+16=0
18. x?+4x—-21=0 24. 2x2—6x—80=0 30. 4x°+4x+1=0

1 45
19. x2—-2x—-35=0 25. x> —=17x+60=0 31. Ex2+7x+7=0

1

20. x> —-5x—14=0 26. x> —14x+49=0 32. x2+x+Z=0
21. x2+4+3x—4=0 27. x24+2x—99=0
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La factorizacidon para una ecuacién cuadratica completa también puede expresarse como un
trinomio cuadrado perfecto si no lo es, y por tanto se puede factorizar. El procedimiento para
completar el trinomio cuadrado perfecto de una ecuacién cuadrética de la forma ax? + bx +
c=20,es:

% Definicion

Procedimiento para completar un trinomio cuadrado perfecto.

e Laecuacién debe escribirse de la forma: ax? + bx = c.

e Se suman en ambos miembros de la igualdad el cuadrado de la mitad del término
lineal.

e Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto y se obtiene la raiz cuadrada (resultaran
dos valores el positivo y el negativo).

e Se separa el doble signo y se obtienen dos ecuaciones de primer grado, que al
resolverla se tiene la solucidn de la ecuacion.

Eemplo

Resuelva la siguiente ecuacidn cuadrdtica utilizando el método de completar el trinomio
cuadrado perfecto:

1
a)x*—18x+72=0 b)§x2—4x+6=0
Solucién a)

Primero se expresa de la forma: ax? + bx = c.

x%2 —18x = =72

Se obtiene la mitad de 18 (sin importar el signo) y se eleva al cuadrado, el resultado es 81. Se
suma en ambos miembros 81, para obtener:

x?—18x+81=-72+81
x?2—18x+81=9
Se factoriza
(x—9)2=9
Se extrae raiz cuadrada
x—9=43

Por lo tanto la solucién de la ecuacioén es: xq =12 Xy =6
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Solucion b)

Primero se multiplica la ecuacién por 2 para quitar la fraccién del término cuadratico,
guedando:

x2—8x+12=0
Se expresa la ecuacién cuadratica de la forma: ax? + bx = c.
x?—8x =-12

Se obtiene la mitad de 8 y se eleva al cuadrado, el resultado es 16. Se suma en ambos
miembros 16, para obtener:

x> —-8x+16=-12+16
x> —8x+16=14

Se factoriza.

(x—4)2=4
Se extrae la raiz cuadrada.
x—4=42
Se separan los signos:
x—4=2
x—4==-2
Por lo tanto la soluciéon de la ecuacion es: X1 =6 Xy = 2

Ejercicios de refuerzo 9.3

Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado por el método de completar el
cuadrado perfecto.

33. x2+10x+21=0 38. x2+12x+36=0 43, x> —16x+64=0
34. x2—4x—-5=0 39. x2+3x—70=0 44, x> —2x—15=0
35. x2—-2x—8=0 40. x2+6x—7=0 45, x2—-18x+72=0
36. x2—8x+12=0 41. x*>+22x+120=0 46. x> —16x+55=0
37. x2+14x+45=0 42. x> —-8x—-65=0
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34 Reduccion de iualdad a una ecuacion cuadrética

Una reduccion de igualdad cuadrdtica se logra realizando un cambio de variable y establecer
si la nueva ecuacidn ahora es un trinomio cuadrado no perfecto o si es perfecto.

jemplo

Resuelva la siguiente igualdad reduciéndola a una ecuacién cuadratica:
a) x*—13x*>+36 =0 b) x*/3 +5x13 +6 =0

Solucién a)

Primero se expresa la potencia cuartica a cuadrada y la cuadrada a lineal, de la siguiente
manera:

(x?)?2-13(x*)+36=0
El cambio de variable serd para w = x?, quedando:
w?2—13w+36=0

Se resuelve el trinomio cuadrado no perfecto, se buscan dos nimeros cuyo producto es 36 vy
cuya suma sea —13; los numeros que cumplen estas reglas son —9 y —4, entonces:

w2 —13w+36=(w—9)(w—4)
Igualando a cero cada binomio se tiene:
w=-9)=0
w—-4)=0

Por lo tanto la solucidn de la ecuacidn es:

wy=9

wy; =4
Ahora se regresa a la variable original.

x2=9

x? =
Por lo tanto la solucién de la ecuacion es:

xq1 =13

Xy =12
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Solucién b)

Se expresa la potencia fraccionaria 2/3 a cuadrada y 1/3 a lineal, de la siguiente manera:
(x3)2 +5(xY3)+6=0
El cambio de variable serd para w = x1/3, quedando:
wZ+5w+6=0

Se resuelve el trinomio cuadrado no perfecto, se buscan dos nimeros cuyo producto se 6 y
cuya suma sea 5; los nimeros que cumplen estas reglas son 2 y 3, entonces:

w2 +5w+6=W+2)(w+3)

Igualando a cero cada binomio se tiene:

w+2)=0
w+3)=0
Por lo tanto la solucion de la ecuacidn es:
wy=-—-2
wy; = -3
Ahora se regresa a la variable original.
x3=-2
x1/3 = -3

Se eleva al cubo cada variable para obtener la solucién:
X1 = (—2)3 X1 = -8
Xy = (—3)3 Xp = —27

Ejercicios de refuerzo 9.4

Reduzca y resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado.

47. x*—5x2+4=0 51. x*+5x3-36=0
48. x*—6x2+1=0 52. x*—4x?>+5=0
49. 9x* +481x%2 — 10000 =0 53. x*—6x>—-7=0
50. x°—-7x3-8=0 54. x®—7x*+12=0
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39 Deduccidn de fa Formula general

Se parte de la expresidn general de una ecuacidn de segundo grado:
ax?>+bx+c=0

Se despeja el término constante y divide entre la constante a.

ax? + bx c
a a

c
x24—x=—-
a

Se completa el cuadrado:

b\? b?-—4ac
(x + —) A
2a

Se aplica raiz, en ambos miembros de la ecuacion.

N b _ 4 b% — 4ac
x 2a 4q?

Ahora se usan las propiedades de los radicales:

b Vb2 — 4ac
Xhom =t

2a V4a?
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Se despeja a la variable.

b  Vb?%-—4ac
X=——t—
2a 2a
Se homologa el denominador comun.
—b +Vb?% — 4ac
x =
2a

Existe otra forma de deducir la formula general que se presenta a continuacion:
Se parte de la expresidn general de una ecuacion de segundo grado:

ax’+bx+c=0
Se despeja el término constante y se multiplica por a.

a’x? + abx = —ac

2
Se suma en ambos lados de la ecuacidn (E)

b? b?

2.2
a‘x“+abx+—=——ac
4 4

Se multiplica la ecuacién por 4.

4a%x? + 4bx + b? = b? — 4ac
Se factoriza.
(2ax + b)? = b? — 4ac

Se aplica la raiz.

2ax + b? = +4/b? — 4ac

Finalmente se despeja a la x.

—b +Vb?% — 4ac
X =
2a

Recuerde que esta formula solo se trabaja con los coeficientes numéricos, nunca con las
variables.
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“ Definicion

Al radicando b? — 4ac, se le conoce como discriminante, por lo que:

e Siel discriminante es mayor a cero, la ecuacion tiene dos raices reales.

Si el discriminante es igual a cero, |la ecuacion tiene una raiz real.
Si el discriminante es menor a cero, la ecuacidn no tiene raices reales.

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado, utilizando la férmula general:

a)x?+4x—-12=0 b)12x?> —13x+3 =0

Los términos a sustituir en la formula general son:

Solucién a) Solucién b)

a=1 b=4 c=-12 a=12 b=-13 c=3
=4+ /(@) - 4(1)(-12) _ —(=13) +/(=13)2 - 4(12)(3)
- 2(D) x= 2(12)
_ —4++64 _ 134425
X—T x_T

Por lo tanto la solucion de la ecuacidn es:

_—4+8 _ _13+5 _3
X1 = 2 X1 = X1 = 24 x1—4
_—4—8 _ _13—5 _1
27T 2 Y, 273
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Ejercicios de refuerzo 9.5

Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando la férmula general.

55.
56.
57.
58.
59.
60.

x2+2x—-3=0
x>—=5x—14=0
x> +5x+4=0
x*4+9x—-10=0
2x2—x—-1=0
3x2—13x—-10=0

61.
62.
63.
64.
65.
66.

6x2—5x+1=0
25x>—-30x+9=0
4x2+21x—18 =0
10x%2+7x—12=0
16x% —24x+9 =0
6x2+x—2=0

67.
68.
69.
70.

6x2+13x—-5=0
12x%>4+5x—2=0
6x2—5x+1=0
x2—21x+108=0
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Quimatica

Un modelo cuadratico para crecimiento
microbiano

Escrito por: Pablo Flores Jacinto

Los microorganismos son conquistadores
del universo, se encuentran en cualquier
rincon de nuestro planeta, no es extrano
que nuestro cuerpo sea colonizado al
exterior e interior, tan solo en el tracto
gastrointestinal coexisten, en un delicado
equilibrio entre 500 y 1000 diferentes
especies [1].

Presentan ciertas caracteristicas como:
poseen la mayor diversidad genética y
metabdlica de los seres vivos aunada a su
rapido crecimiento y su habilidad de
intercambiar los genes logran adaptarse a
cualquier ambiente, que les confiere un
enorme potencial biotecnoldgico [2].

Los microorganismos son los responsables
de la descomposicion de la materia
organica y del ciclaje de nutrientes
(carbono, nitrégeno, fosforo, azufre, etc.).
Su potencial ha sido aprovechado en la
industria biotecnoldgica; se han producido
grandes  cantidades de penicilina
sintetizada por hongos; bacterias como
Lactobacillus  son utilizadas para el
enriquecimiento de vitamina B12 en el
yogourt, la levadura Sacchromyces
cerevisiae (Figura 1) se emplea para la
produccién de vino, tequila y cerveza.
Ademas otras numerosas especies de los
géneros Candida, Kloeckera, Picha vy
Bacillus, participan en la fermentacién de
bebidas de origen indigenas como
aguamiel, pulque, tepache, colonche,

Facultad de Estudios Superiores Zaragoza, UNAM
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tesgliino (cerveza de maiz) y de alimentos
como el pozol [3].

Figura 1. Levadura de Sacchromyces
cerevisiae. Fuente: Wordpress.com

Los diferentes efectos benéficos por parte
de los microorganismos al hombre, obligan
a conocer a fondo los mecanismos
bioldgicos de multiplicacion. Por ejemplo
se puede establecer la siguiente reaccidn

(4]:
Hexosa + Lev.— EtOH + CO, + Lev.+A

Esta es una reaccién de fermentacion que
no es mas que un proceso (en ausencia de
oxigeno) en el que los microorganismos
descomponen los azucares para producir
bioxido de carbono, nueva levadura, etanol
(Hlamada fermentacion alcohdlica) o acido
lactico (fermentacion lactica). Estas
desarrollan

reacciones se en



fermentadores los cuales son reactores en
donde se logra el crecimiento exponencial
de los microorganismos, el disefio de estos
se basa en los modelos matemdticos que

sirven para simular el crecimiento
microbiano.
Algunos modelos de crecimiento

microbiano son: Ecuacion logistica, que
describe el comportamiento de la biomasa
en distintos procesos de la fermentacion;
Modelo de Monod, desarrollado en 1942,
que describe la relacion entre el
crecimiento microbiano y el sustrato que
limita el crecimiento sin ningln tipo de
proceso de inhibicién durante |Ia
fermentacion; Modelo de Moser; es una
modificacion de Monod y considera el
efecto de la propagacién de especies
mutantes en la poblaciéon bacteriana y
Modelo de Haldane, es utilizado para
sistemas discontinuos y estudia Ia
capacidad de adaptacion de
microorganismos al medio [5].

El modelo matematico mas sencillo es el
Haldane la soluciéon de la ecuacién tiene
forma cuadratica. Planteado la ecuacion en
funcién de la concentracién del Sustrato S
se tiene:

K52+5(1—“m“")+1(m=0

7
Donde:

K Constante de inhibicidn.

K Constante cinética de velocidad.
S Concentracién de Sustrato (g/ml).
7 Velocidad de crecimiento

especifica (h™).

Umax Velocidad de crecimiento mdxima

(h™).

Recordemos la solucién de una ecuacion
cuadratica ax? + bx + ¢ = O es:

—b +Vb? — 4ac
X =
2a
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La solucidon cuadratica de la ecuacion de
Haldane es:

(o [

2K

S =

La funcion que estd dentro del radical se
define como discriminante dado por:

.umax

A= (1 - ) — 4KK,,

Esta ultima ecuacion tiene las siguientes
posibilidades:

A> 0 Se tiene dos raices positivas que
tienen significado fisico.

A< 0 Las raices no tienen significado
fisico.

A= 0 Existe una Unica solucion que
corresponde a la velocidad maxima
de dilucion [6].

Este discriminante proporciona

informacién valiosa para el disefio de los
fermentadores aunque existen otros
criterios importantes como: el consumo de
energia, temperatura, pH agitacién, etc.

El aprovechamiento de los
microorganismos ha sido posible gracias al
disefio dptimo de los fermentadores, cuyas

aplicaciones van desde la industria
farmacéutica, la biofarmacéutica, la
agricultura, la alimenticia, hasta |Ia

biorremediaciéon de suelos contaminados.
Se puede visualizar a los microorganismos
como un recurso que debe de utilizarse
para nuestro beneficio. Tal es Ia
importancia de éstos que en nuestro pais
existe el Subsistema Nacional de Recursos
Genéticos Microbianos (SUBNARGEM) cuyo
objetivo es definir las estrategias para

promover el conocimiento, manejo vy
aplicacion de los recursos genéticos
microbianos.
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y

17. (x+1D(x-5) 19. x+5x-7) 21. (x+4)(x—-1) 23. x(x—8) 25. (x—=5x—-12) 27. (x+11)(x—-9)
29. (3x +4)? 31 (x+5)(x+9) 33. x+3)(x+7) 35 (x+2)(x—4) 37. (x+5x+9) 39. (x—7)(x+10)

41, (x+10)(x+12) 43. (x—8)? 45 (x—11)(x—-5) 47. (x+1D(x—1D(x+2)(x—2)

49, (x+4-)(x—4)(x+23—5)(x—§) 51 (x+2)(x— (x +3)x—3) 53, (x+ D — D(x +V7)x — (x —V7)

55. (x—1D(x+3) 57. (x+1(x+4)59. 2x+1)(x—-1) 61. Bx—1)2x—1) 63. (4x—3)(x +6)

65. (4x—3)2  67. BGx—1(@2x+5) 69. Bx—1Q2x—1)
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0] Facror comin

La factorizacidn se puede considerar como una operacién inversa
a la multiplicacidn, que tiene como propdsito encontrar el factor
de un producto dado. Es decir encontrar dos o mds factores
cuyos productos se igualan a la expresion presentada.

¢De qué se
la preparo?

Una con factor

Cuando se escribe una expresion factorizada se hace como un
producto de un solo factor o varios, en la caricatura presentada se
solicita una torta con factor comun ¢Qué le prepararan al
comensal?

El factor comun se puede hallar por simple inspeccidn, sélo se
tiene que encontrar un nimero, monomio o binomio comun.

FACTOR COMUN MONOMIO

Para encontrar el factor comun de un polinomio, se debe de encontrar un monomio frecuente.
Cada término del polinomio debe de ser divisible entre dicho monomio, a este monomio se le
llama factor comun. El polinomio se factoriza, representando el monomio multiplicado por el
resultado de la divisién del polinomio entre el factor comun.

Factorice los siguientes polinomios.

a) ax+ay+az=a(x+y+2z)

b) 6x3y+3x%y? =3x’y(2x + )

c) 8m*n? + 4mSn — 24m?n3 = 4m*n(2m?*n + m® — 6n?)

d) 18mxy? — 54m2x?y? 4+ 36my? = 18my?(x — 3mx? + 2)

000 000000000000000000000000000000000000

Ejercicios de refuerzo 10.1

Factorice las siguientes expresiones.

3 6 9
1. a®+ab 6. —xt——x34=
a“+a 5x 5x +5
2. 4a3—a? 7. 9x? —12xy + 15x3y? — 24xy3
3. ab-—ac 8. m3n2p* + m*n3p5 + mOn*p* + m2ntp3
4. x’y +x%z 9. 93a3x2%y — 62a%x3y? — 124a%x
4 12 8 16
5. 15y3 +20y% —5 10, —x2y — = xy + — x2y? -~ x3
y Y y 35xy Sxy 15xy 25xy
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FACTOR COMUN POLINOMIO

El factor comun polinomio también se obtiene por inspeccion y los factores que se multiplican
con éste son la suma de los términos no comunes. Por ejemplo sea el polinomio:
x(a+b)+y(a+b)=(a+b)(x+y)

Eemplo ¢

Factorice los siguientes polinomios.

a) 2x(a+1)-yla+1)=(a+1)2x—-Yy)

b) wkx—-2)+3(x—-2)=x—-2)(w+3)

c) alx+y—-1)—-2b(x+y—-1)=(x+y+1)(a—2b)

d c+2)x-1D-(x-Dx-3)=&—-D[x+2)—(x—-3)]
=(x—-1D[x+2—-x+3]=5x-1)

Ejercicios de refuerzo 10.2

Factorice los polinomios.

11. x(a+1) —3(a+1)

12. 2(x -1 +y(x—-1)

13. x(a+q)—a—q

14. x(2a+b+c)—2a—-b—c

15. (x+y)(n+1)—-3(n+1)

16. 3x(x —2) —2y(x —2)

17. (x+D(x-1)—-2(x—-1)

18. 2x+3)B3—-y)—(2x—-5)3—-y)
19. m(Q2x + b) + p(2x + b)

20. 3x%y + 6xy — 5x3y? + 8x%ya + 4xy*m

21. (a+b—-c)x—=3)—(c—=b—a)(x—3)
22. 1+3a)(x+1)—2a(x+1)+3(x+1)

23. Bx+2))(x+y+2)—(1-3x)(x+y+2)
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02 Factorizacian por agrupacion de férminos

En ocasiones es posible agrupar los términos de un polinomio con el objetivo de que tenga un
factor comun, entonces el método de factores comunes se aplica. Por ejemplo sea el

o“.n

polinomio ax + bx — ay — by, en los dos primeros términos el factor comun es “x” y en el
tercer y cuarto término el factor comun es “y”, por lo tanto se agrupa de la siguiente manera:

(ax + bx) — (ay — by)
Lo que prosigue es obtener a cada miembro agrupado un factor comun:

x(a+b)—yla+b)=(a+b)(x—y)

Eemplo 3
Factorice los siguientes polinomios por agrupacion de términos.

a) 2x% 4+ 10x —xy — 5y = (2x? + 10x) — (xy + 5y)
=2x(x+5)—y(x+5)
=x+502x—-y)

b) 3x? —6xy + 4x — 8y = (3x? — 6xy) + (4x — 8y)
=3x(x —2y) + 4(x — 2y)
=(x—-2y)3x+4)

c) ax—ay+az+x—y+z
=(ax—ay+az)+(x—y+2)
=alx—-y+2)+(x—y+2)
=(x—-y+z)(a+1)

d) a’x —ax?—2a’y + 2axy + x3 — 2x%y
= (a?x — 2a%y) — (ax? — 2axy) + (x3 — 2x%y)
= a?(x — 2y) — xa(x — 2y) + x%(x — 2y)
= (x — 2y)(a? — ax + x?)
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Realice la factorizacion por agrupacion de términos.

24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.

43.

44,

a? + ab + ax + bx

ax — bx + ay — by

a’x? — 3bx? + a*y? — 3by?
—3m—2n+ 2nx* + 3mx*

3abx? — 2y? — 2x? + 3aby?

6ax +3a% +a + 2x

6m —9n + 21nx — 14mx

3x3 —9ax? —x + 3a

2a’x — 5a%y + 15by — 6bx
n?x — 5a?y? — n?y? + 5a%x
1+a+3ab+3b
4am3 — 12amn — m? + 3n
20ax — 5bx — 2by + 8ay
3a? — 7b%x + 3ax — 7ab?

3ax — 2by — 2bx — 6a + 3ay + 4b
a>+a+a?+1+y%+ay?

3x3 —3x%y + 9xy? — x% + xy — 3y
3x3 + 2axy + 2ay? — 3xy? — 2ax? — 3x?y
2x3 —nx? + 2xz? — nz? — 3ny? + 6xy?
15 21 10 14

Y A — —
4x 4xz 3xy+3yz+5x 7z
2 8 4b +16b

zam —zan—gbm+-—bn

Capitulo 10. Métodos de factorizacién

Ejercicios de refuerzo 10.3

03 Diferencia de cuadrados perfecros

La diferencia de cuadrados perfectos es un binomio que tiene raiz cuadrada en cada miembro,
recuerde que es la forma reciproca del producto de los binomios conjugados.
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% Definicion

Diferencia de cuadrados.
Se extrae la raiz cuadrada del minuendo y del sustraendo y se multiplica la suma y resta de

éstos.
(a® — b?) = (a + b)(a — b)

Factorice los siguientes binomios.

a) 4-x2=2+x)(2-x)

b) 36x2% —25y* = (6x + 5y?)(6x — 5y?)

c)  49x%y®z'0 — a'? = (7xy3z% + a%)(7xy32° — a®)

d) xZn _ 9y4-m — (xn + 3y2m)(xn _ 3y2m)

! 92—(1+3><1 3)
e) 2% =3 a)l3 a

Ejercicios de refuerzo 10.4

Realice la factorizacion por agrupacién de términos.

a
45, x? —y? 52. a'® —49p1? 59. 1— 5%
1 44
46. a*>—4 53. 25x%y*—121 60. — — —x?
@ X 16 49"
58
47. 9 — b? 54. a’m*n® — 144 61. 100m?n* — e
48. 16 —n* 55. 196x2%y* — 225212 62. x2" — y2n
1
49. 4x% —81z° 56. 1 —9a’b*c?d® 63. 4a%* — 5
50. a’b® — c? 57. 361x* -1 64. b*™ — 225p*
1
51. 100 — x?%y? 58. yin 9a? 65. 2m — 3p*
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04 Diferencia | suma de cubos

Una suma o diferencia de cubos perfectos son de la siguiente forma: (a3 + b3) y (a® — b3). La
factorizacién sigue la siguiente regla.

% Definicidn

Suma y diferencia de cubos perfectos.
(a3 + b3) = (a + b)(a? — ab + b?)

(a3 — b3) = (a — b)(a? + ab + b?)

Hemplo 9

Factorice los siguientes cubos perfectos.

a) (@+8)=(a+2)(a®-2a+4)

b) (27x3 —y%) = (3x — y*)(9x? + 3xy? + y*)

c) (8a®—125) = (2a — 5)(4a? + 10a + 25)

d) (64m® +n°) = (4m +n3)(16m? — 4mn3 + n®)

(35)- (-2 o)

e

—

Ejercicios de refuerzo 10.5

Realice la factorizacion de los siguientes cubos perfectos.

66. x3+y3 73. 1+ 729a® 80. x3y%z% —qal?p3
67. 8x3—1 74. 343x3 + 512y6 81. 8c3+64
68. y3—27 75. a3h3 —y° 82. 216m'?-1
RN
3 3 _ A
69. 64+ «x 76. 125x 27 83. 3 + 27
2x —1)3
70. 8a3 + 27b° 77. b°+8c3 84. (x—2y)3-— %
71. 512 + 27x° 78. 51243 + 216 85. 8(x — 1)3 + 64(z% + 1)°
72. x%+ 8y1? 79. a®+ 125h12
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1.5 Factorizacian de un frinomio cuadrado por ensayo |
error

El trinomio cuadrado no perfecto tiene dos variantes:

a) x*+bx+c
b) ax?+bx+c
FACTORIZACION PARA EL CASO A

Para este trinomio cuadrado se ejemplificara resolviendo el siguiente polinomio:
x?+8x+15

Primero se obtiene la raiz cuadrada del primer miembro, posteriormente se debe encontrar
dos numeros que multiplicados sea 15 y sumados sea 8; de esta manera la factorizacion queda
como sigue:

x2+8x+15=(x+3)(x+5)

Hemplo b

Factorice los siguientes trinomios cuadrados no perfectos.

a) x2-7x+12=(x-3)(x—4)

b) x%*+2x-15=(x+5)(x—3)
) x2—13x+40=(x—5)(x—8)
d) y*+28y-29=(y+29)(y—-1)

En el caso que la prueba y error no sea sencilla de utilizar para encontrar los factores del
trinomio cuadrado como es el caso del siguiente ejercicio:

m? + 6m — 216

Se debe de encontrar dos nimeros que sumados den 6 y multiplicados den —216, éste ultimo
se descompone en factores primos.

216 Con estos numeros se debe de hacer la pruebay error
108 |2
54 |2 2)(2)3) =12 2)(B)B)=18
27 |2
9 3 Con 12 y 18 se tiene lo que se busca, por lo tanto la
3 3 factorizacién queda:
1 3
m? 4+ 6m—216 = (m+ 18)(m — 12)

246



Capitulo 10. Métodos de factorizacién

FACTORIZACION PARA EL CASO B
Para este trinomio cuadrado de la forma: ax? + bx + ¢

Se multiplica (a)(c), ahora se buscan dos numeros que multiplicados resulte el valor de ac y
sumados sea b. Por ejemplo factorice el polinomio.

3x2+7x—6
Se tiene por tanto que:
ac = (3)(—6) = —18
b=7
Se buscan dos numeros que multiplicados sea —18 y sumados sea 7, estos nimeros son 9 y
—2, ahora se descompone el trinomio de la siguiente manera:

3x24+9x—2x—6
Se agrupan los términos de la siguiente manera:
(3x%2+9x) — (2x + 6)

Se factoriza:
3x(x+3)—2(x+3)

Finalmente se tiene:
3x2+7x—6=(x+3)3x—2)

Eemplo /

Factorice los siguientes trinomios cuadrados no perfectos.

a) 10x? —x—2=10x% —5x + 4x — 2 = (10x? — 5x) + (4x — 2)
=5x(2x—-1)+22x—-1)=2x—-1)(5x + 2)

b) 7x*—=23x+6=7x%>—-21x —2x+6=(7x*>—21x)— (2x —6)
=7x(x—3)—-2(x—3)=(x—-3)(7x—-2)

) 6y?—7y—3=6y>—9y+2y—3=(6y*>+2y)—(9y+3)
= 2yBy+1)-3@By+1)=QCBy+12y-3)

d) 2y?+11y+5=2y2+10y+y+5=(2y>+10y) + (y +5)
=2y(y+5)+@+5)=Q@+5Q2y+1)
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Ejercicios de refuerzo 10.6

Realice la factorizacion de los siguientes trinomios.

86. 2x%+3x—2 93. 2n®2+9n+10 100. 14p?—19p + 10
87. 4b%? +15b+9 94, 3x2—-x—4 101. —4y?2+4y+3
3
88. 10x?+ 11x + 3 95. 4a%? —23a+ 15 102. Ex2+2x—-2
1 37
89. 16y + 15y2 — 15 96. 4x?+x—33 103. Zyz—ﬁy+1
5 5 1, 5 1
90. 44m + 20m~ — 15 97. 15x“—-8x—12 104. §x +§x+z
1 1
91. 30p®+13p—10 98. 2a®+29a+90 105. 6nﬂ-—zjn——§
92. 2x%+x—3 99. 4x?+3x—10

06 Factorizacion de un frinomio cuadrético por Farmula
(enera

La formula general como se vio en el capitulo nueve, ésta se utiliza para trinomios del tipo
ax?® + bx + c, recuerde su forma:

_ b+t Vb2 — 4ac
N 2a

Lo que se encuentra son las raices polinomiales que hace cero la funcién, por tal motivo, se
debe de invertir el signo al escribir la forma factorizada del trinomio. Esto se puede ver si
gueremos factorizar el polinomio:

5x% —14x —3
Los valores para alimentar la férmula general son:

a=5 b=-14 c=-3

| —(~14) + J(—14)2 — 4(5)(=3)
= 2(5)

14116
=70
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Ahora las raices son:

Por lo tanto el trinomio factorizado queda como:

2 4y 3= (r_ 1
5x4—14x —3 = (x —3) x+5

emplo

Factorice las siguientes ecuaciones cuadraticas usando la férmula general.
a) 10x?—x—2 b) 7x*-23x+6
Solucién a)

Los valores para alimentar la férmula generalson:a =10 b=-1 c¢=-2

(D +/(=1D?-4(10)(-2) 149
X = 2(10) 20

Ahora las raices son:

Xy == X, = ——
1 2 2
Por lo tanto el trinomio factorizado queda como:

10x2—x—2=(x—1)(x+3)
2 5

Solucién b)

Los valores para alimentar la férmula generalson:a =7 b=-23 c=6

_ —(=23)+£/(=23)> - 4(7)(6) _23+£19
o 2(7) S 14

Ahora las raices son:

X1=3 x2=

NN

Por lo tanto el trinomio factorizado queda como:

2_ il
7x*—23x+6=(x—3)|x =
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Ejercicios de refuerzo 10.7

Factorice los siguientes trinomios, utilizando la férmula general.

1 7
106. x2+4+2x—3 111. E—Zx—xz 116. 4x% —50x — 84
107 2+1 2 112 ! 24 > ! 117. 2x? 109 1
- XT3y 6 367 6 C AT
108. x?2 19 +2 113. 6x2 12 118. 28x?2 726 242
. X 9 X 9 . X X . X 5 X 5
1 1 3 611
T2 2 _ _ 2 .
1009. Zx Zx R 114. 2x \/Ex 2 1109. 10x“ + 11 x—3
110 1 2+4 115. 18x%2+5 !
. 3 X X 3 . X X 3

10/ Complemenracion del frinomio cuadrado perfecto

La complementacién del cuadrado o complementacion de cuadrados se utiliza para
transformar una ecuacion de segundo grado del tipo:

ax?+bx+c
El procedimiento se ejemplificard con la siguiente ecuacién: x2 — 16x + 63

1.- Se iguala la expresion a cero.

x?2—16x+63=0

2.- El término constante se transpone del lado derecho de la ecuacion.

x%2 —16x = —63

3.- Se suma en cada miembro de la igualdad (b/2)2.

2 _ 16 +(16)2_ 63+(16)2
X X 2 = 2

x> —16x+64=1

4.- El lado izquierdo de la ecuacién se transforma en un trinomio cuadrado perfecto.

(x—8)2=1
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5.- Se aplica raiz en cada miembro de la ecuacién.
x—8=+1
x1 =9 X, =7
6.- Se obtiene el valor de x para expresar el polinomio factorizado.

x2—16x+63=(x—9)(x—7)

Hemplo J

Factorice las siguientes ecuaciones cuadraticas usando la complementacién del trinomio
cuadrado.

a) 3x®—5x+2 b) 2x?++2x -2

Solucioén a)

Se divide toda la ecuacidn entre tres y se transpone el término constante del lado derecho de
la igualdad.

, 5, ,25_ 2 25
X T3XT 3677373

Se obtiene el trinomio cuadrado perfecto.

(-2 -2
*7%) T 36

Se aplica la raiz a cada miembro de la ecuacidon y se obtienen las raices.

5
xX——==

2
6 x1=1 x2=§

N~

La factorizacion es:

) 5 +2_( 1)( 2)
x 3x 3—x X 3
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Solucién b)

Se iguala la ecuacién a cero y se divide entre 2.

V2
X2+—x—-1=0
2
2
2 _
+—x=1
x 5 X

Se suma en cada miembro de la igualdad (b/2)2.

2

e (3) -+ (9
X2t —x+(—) =1+(—

2

2 4 4
2 +ﬁ + 2 _1q + 2
YT 16T " T 16
2
L V2y 18
*T4) T 16
Se aplica la raiz a cada miembro de la ecuacién.
N V2 +\/18
T T
—V2 ++/18 —/2 — /18
X, = — Xy = —
Aplicando dlgebra para operar los radicales.
_—V2+V18  —V2+3V2 _—V2-V18 —V2-3V2
METT T g T T T T g
_V2(-1+3) 22 _V2(-1-3) 42
- 4 4 B 4 4
V2
X1 = Xy = _\/z
2
Finalmente la factorizacién queda como:
V2
2x2 +\2x -2 = <x+7>(x—\/f)
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Ejercicios de refuerzo 10.8

Factorice las ecuaciones cuadraticas presentadas por el método de complementacion.

120. x%2—7x—12 127. x? +28x + 22 134. x%-— ;x +§
121. x?+7x+10 128. m? +7x + 10 135. ’;—z—gx+4
122. x*+5x—14 129. n?+2n-15 136. x®+7x%—44
123. x?2-9x+8 130. x% —12x + 32 137. x*—5x2-50
124. a’+7a+6 131. x% —2xy —24 138.  x? +43x +432
125. x%2 4+ 15x+ 56 132. x?>—10x+9 139. a?x? —ax — 42

126. x%—20x —300 133. x%2—-2x+1

48 Factorizacian de polinomios uriizando fa division sinféfica

La factorizacidon por divisidn sintética, es un método en donde se utilizan sdélo los coeficientes
del polinomio de grado “n” dividido por un polinomio del tipo (x + a), siendo x la variable del
polinomio y a cualquier numero real. El resultado son los coeficientes del nuevo polinomio
disminuido en un grado del original.

El procedimiento para factorizar un polinomio se explica a continuacidn utilizando el siguiente
ejemplo: x2 — 15 + 2x.

1.- Se ordena el polinomio en orden decreciente respecto al grado..

x?+2x—15
2.- Se obtienen los divisores del término constante (15: +5,+3,+15).
4.- Se inicia la division bajando el primer nimero.

(x2+2x—15)+ (x +5)

1 2 -15

-5 15 | -5
1 -3 0 |
)
Coeficientes Residuo

del polinomio
5.- El polinomio reducido es (x — 3)

6.- La factorizacién del polinomio es x? + 2x — 15 = (x + 5)(x — 3)
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Eemplo 10
Factorice el polinomio x* + 6x3 + 9x? — 4x — 12

Solucién

Primero verificamos que esta ordenado el polinomio, ahora los divisores de 12 son
(£1,£2,+4,16,1+12).

Finalmente:
1 2 -3
1 3 1
1 3 0 |

Por tanto queda la factorizacién como:

x*+6x34+9x%2 —4x—12=(x +2)(x + 2)(x — 1)(x + 3)
Si el residuo no es cero aun asi se puede expresar la factorizacion y si no existe algun término
en el polinomio a dividir, se utiliza el cero en su lugar para desarrollar la divisidn sintética.

emplo [

Exprese el resultado de la divisién de x* + 7x + 5 entre (x + 2) como una factorizacién.

Solucién

Se desarrolla la division sintética:

El residuo es 7, por tanto se puede expresar el resultado de la divisién como:
(*+7x+5)+(x+2)=(x3—2x2+4x—-1)(x +2)+ 7
000 000000000000000000000000000O0C0O0C0O0CQOCOCQO0COCO0EFC
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Ejercicios de refuerzo 10.9

Factorice las ecuaciones cuadraticas utilizando la divisidn sintética.

140. x3—-7x—6

141.

142.

143.

144.

145.

3
3

+_

Ty

x*+3x3+x%2-3x-2
2x% —13x3 + 23x% — 12x

7
3x* — §x3 +-x

3
2
——x -1
x 2x

1
2

11

2 _ . _

¥ 73476

146.

147.

148.

149.

150.

144x* — 108x3 — 16x% + 13x + 2
3x* —3x3 —5x2 —x -2

7 43
x3—§x2—?x+5

x° 4+ 7x* + 15x3 4+ 5x2 — 16x — 12
35 19 17 71

x5+?x4—rx3—7x2+ﬁx—1
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Quimatica

Factorizando la salud

La factorizacidon se puede ver en diversos
escenarios, pues al reducir los problemas
complejos en pequefios, o bien, al
identificar un factor que se repita en todos
los términos serd mas facil comprender el
fenémeno.

Por ejemplo, en el drea de la salud la
reaccion alérgica a medicamentos, una vez
comercializados en poblacion abierta,
evidencia muchas cuestiones sobre
seguridad que se deben notificar para
medir el riesgo y proponer medidas de
salud.

Hay que partir de que todo medicamento,
ademas de presentar los efectos benéficos
por lo que es utilizado, también puede
presentar efectos no deseados, llamados
propiamente reacciones adversas a
medicamentos (RAM) que la Organizacion
Mundial de la Salud (OMS) la define como
una respuesta a un farmaco que es nociva
y no intencionada en dosis utilizadas
normalmente en seres humanos para la
profilaxis, diagndstico o tratamiento de una
enfermedad o para la modificaciéon de una
funcion biolégica (OMS, 2019). Se incluye
en esta definiciéon a la reaccion alérgica
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cruzada como la reaccion de sensibilidad a
un medicamento (mediada por un
mecanismo inmunoldgico) que predispone
a una persona a reaccionar de una forma
similar a un medicamento diferente, pero
relacionado (Peldez, 2007)

Por lo tanto, la reaccidn alérgica cruzada a
los antibidticos B-lactdmicos que estdn
conformados en el grupo de las penicilinas,
cefalosporinas, carbapenems,
monobactam e inhibidores de las B-
lactamasas; son un claro ejemplo para
identificar el factor comun que es el anillo
b-lactamico (ver figura 1) presente en la
estructura quimica de cada grupo de
antibidticos , siendo quien determina
mecanismo de accion, espectro
antibacteriano, propiedades
farmacocinéticas asi como el potencial
para la reaccidén cruzada (Quetglas, 2004).
Cabe mencionar que algunos pacientes no
reaccionan al anillo, sino a la cadena lateral
del grupo R, donde las cefalosporinas vy
carbapenems tienen 2, mientras que los
monobactam tienen 1, resultando otra
fuente de potencial a reaccidon alérgica
cruzada (Har, 2017).
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OH
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Figura 1. Estructura de los B-lactdmicos y como factor comun el anillo, que potencia
la reaccidn alérgica cruzada Adaptado de (Devchand, 2019).

Se tiene con carbapenems (Campagna,
2012) y cefalosporinas en un 10 % de
riesgo en presentarse la reacciéon cruzada
para pacientes con historia de alergia a
penicilinas. Sin embargo, el riesgo entre
cefalosporinas, carbapenems y penicilinas
puede estar por abajo del 1% (Devchand,
2019). Con el grupo monobactam el anillo
no genera reaccion y con inhibidores de -
lactamasas tampoco sucede (Har, 2017).

Ahora bien, las manifestaciones que
pueden aparecer ante la reaccién alérgica
cruzada a antibidticos b-lactamicos se

encuentran: exantema maculopapular,
i
R —C—NH CH
N S 3
[:1 CHy
N
o~ COOH
Penicilinas
i
RI-C—Ni 5. CHs
| | CHq
O0=C N
- COOH
HO H
Penicilinato

exantema urticariforme, fiebre,
broncoespasmo, vasculitis, dermatitis
exfoliativa, sindrome de Stevens-Johnson y

anafilaxia (Quetglas, 2004).

El cuadro clinico se desencadena al
romperse el anillo B-lactdmico de las
penicilinas, formandose varios productos
de descomposicion, el peniciloil principal
determinante alergénico y como restantes
el penicilinato y peniloato (ver figura 2),
gue inducen la formacion de anticuerpos o
ser la causa desencadenante de
reacciones anafilacticas (Har, 2017).

las

0
R-C-Ng - g CM3
| CH3
O=C N
o COOH
HN
|
Proteina
Peniciloil
(0]
R-(|:| NH—CH > CH3
T f:CH3
N
| COOH
H
Peniloato

Figura 2. Productos de degradacion al abrirse el anillo B-lactamico tras la administracién de las
penicilinas.
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Es preciso decir que el grupo de las
penicilinas resulta ser el mas frecuente en
causar reaccion alérgica cruzada hasta en
el 10% de pacientes hospitalizados. Solo el
10% de los sujetos con historia de alergia a
penicilina tienen reacciones cruzadas
cuando se vuelven a exponer. En pacientes
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con historia clara de alergia para cualquier
tipo de B-lactdmico, lo mas recomendable
es evitar el tratamiento con estos
antibidticos sin embargo el aztreonam es
bien tolerado por pacientes alérgicos a los
B-lactamicos (Sudrez, 2009).
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Capitulo 10. Métodos de factorizacion

1. a(@a+b) 3. alb—c) 5 S5yBy*+4y—1) 7. 3x(3x — 4y + 5x2y? — 8y3)

9. 31a?x(3axy —2x2y2 —4) 11. (x—=3)(a+1) 13. (a+q)(x—1) 15. (n+Dx+y—3)
17. (x —1)? 19. 2x+b)(m+p) 21. 2(x—3)(a+b—-c) 23. (x+y+2)(x+1)

25. (a=b)(x+y) 27. (x*-1)@Bm+2n) 29. Ba+12x+a) 31. Bx?-1)(x—3a)
33. B—y?)(n?+5a?) 35. (4am—1)(m?-3n) 37. (a+x)(Ba—7b?)

3 2
39. (a+1D(@®+y*+1) 41. (Bx—2a)(x®>-y? —xy) 43. (5x—72) (Zx —3Y + 1)

45. (x+y)(x—y) 47. B+b)(B—-b) 49. 2x +92z3)(2x —9%3) 51. (10 + xy)(10 — xy)

53. (5x%y* + 11)(5x2%y* — 11) 55. (14xy? + 152z%)(14xy? — 152°) 57. (19x7 + 1)(19x7 — 1)

(1+a)(1 a) 61 (10mnz + %) (10mn? — %) 63 <2X+1)(2x 1)
5 5 . mn 2 mn 2 . a 3 a 3

65. (Vam+V3p?)(V2m—+v3p?)  67. 2x—D(@x%*+2x+1) 69. (4+x)(16 —4x + x?)

5

0

71, (2?2 + 2yM)(x* — 2x2%y* + 4y8) 73. (1+9a®)(1—9a? +81a%)

75. (ab —y?)(a?b? + aby? +y*) 77. (b®+ 2¢)(b® — 2b3c + 4c?) 79. (a® + 5b*)(a* — 5a%b* + 25b%)
81. (2c +4)(4c? —8c +16) 83 (f+X) ¥y

’ "2 3/\4 6 9
85 [2(x—-1D+4E*+DI4kx—-1)?-8x—-1D(Z2+ 1) +16(z2+1)?] 87. (4x+3)(x+3)

89. (5y—-3)(3y+5) 91. (5p—2)(6p+5) 93. n+2)(2n+5) 95. (4a—3)(a—5)

97. (3x+2)(5x—6) 99. (4x—5)(x+2) 101. —(2y+1)(2y—3) 103. Gx— 3) (x—%)

105. <3x—%)<2x+%) 107. (x—g)(x+1) 109. (x+§)(g—g) 111. —(x+2)(x+%)

113. (2x—3)(3x+4) 115. (6x—%) (Bx+1) 117. (Zx +%) (x—11) 119, —(5x—13—1) (2x—11)
121. (x+2)(x+5) 123. (x—1)(x—-8) 125. (x+8)(x+7) 127. (x+6)(x+22)

129. (x-3)(x+5) 131. (x—6y)(x+4y) 133. (x—D(x-1) 135 (x—2) (g—z)
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Capitulo 10. Métodos de factorizacién

137. (2 +5)(x2—10) 139. (ax+6)(ax—7) 141 (x—1) (x + %) (x+2)

143. x(x —4)(x - 1)(2x—3) 145. (x - %) (x + g) (x+1) 147. Gx*+ D+ Dx-2)

149. (x+2)%(x— D(x + 1)(x +3)
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Fxpanenciales

| ogarimos

LO QUE APRENDERAS. . .

11.1 Expresiones logaritmicas y exponenciales.
11.2 Leyes de los logaritmos.

11.3 Ecuaciones logaritmicas y exponenciales.
11.4 Escalas log-log y semilog.
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Capitulo 11. Exponenciales y logaritmos

1 Bxpresiones logaritmicas | exponenciales

No hijo...

Primero ivive la vidai

y después reprodicete

En la naturaleza existen muchos fendmenos de
crecimiento poblacional y en sentido inverso el
decaimiento radioactivo que explica la desintegracién de
sustancias, que pueden ser representados por una
expresion exponencial.

Actualmente las expresiones exponenciales permean a
casi todas las disciplinas y areas de la quimica, como
vemos en la caricatura que hace alusién la velocidad en la
reproduccidon microbiana.

Las funciones exponenciales se denominan a aquellas en
donde la incdgnita aparece como exponente.

Una funcién exponencial con base a se define como:

y=a*

Dondea € Rcona > 0ya # 1y x sea un niumero real.

Una funcién especial es y = e*. En donde el nimero de Euler (e) es la base; esta funcidn tiene
mucho interés en quimica para describir muchos fendmenos; por ejemplo el crecimiento de
bacterias, propagacion de enfermedades por virus, velocidad de reaccion, fechado radiactivo

por carbono 14, entre otros.

Es importante ver la diferencia entre y = x%, en donde la

A
base es x, cuyo comportamiento es muy distinto, observe la
diferencia de éstas en la siguiente Tabla y Figura. 2
Tabla 11.1
Diferencia de una funcion Exponencial y una Polinomial
1
x fx) =3 flx) =3*
-2 -8 0.111
-1 -3 0.333
I
0 0 1 Ny
1 3 3
2 8 9 Figura 11.1 Graficas de una
3 27 27 funcién exponencial y una
4 64 81 polinomial.
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Capitulo 11. Exponenciales y logaritmos

Las propiedades de las funciones exponenciales se ilustran a continuacion.

Las propiedades de la funcion exponencial son:

e La funcidn con potencia de cero es siempre igual a 1:
a®=1

e Lafuncidn con potencia de 1 es igual a la base:

al =a

La funcién con suma en la potencia es igual al producto de la base elevada a cada potencia:
ax+n = a* - a®

La funcidn exponencial con resta en la potencia es igual al cociente de las bases elevadas a
cada potencia:

d emplo |

Simplifica las siguientes expresiones:

4x . 23—x
2, -1 .72 _
a) 3*t2.9x71.3 b) TZER T

Solucioén a)
3x+2 . 9x—1 . 32 — 3x+2 . 32x—2 . 32

— 3x+2+2x—2+2

— 33x+2
Solucién b)
4x . 23—x 22x . 23—x
20+ y 201 2%(2 4 2-1)

22x+3—x
T+
2x+3
T+
2% - 23
BEACEP)

23

T
2+5

8 16
5/2 5
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Capitulo 11. Exponenciales y logaritmos

Ejercicios de refuerzo 11.1

Simplifique las siguientes expresiones.

1. 2x+1 . 4x+3 -2 5. 8—2x+1 -4
x=2 . Qx 3% 9% x%.ﬂ\/%
8
X
(1) . 2x+3 8% . 25—2x

3. 47%+3.23x-2. A A— 10, ————

' ' 4—x+5 ' 2x-1 + 2x=3

2x/2 +3/4 . 42x—1/2

4. 81%-37%+1.9¥ 8. R

La necesidad de realizar calculos
trigonométricos para investigaciones
astrondmicas utilizadas en la navegacion y la
acumulacién de riqueza por interés
compuesto; impulsaron el desarrollo de los
logaritmos por John Napier y Jobst Biirgi. El
1631 Henry Briggs fue el primero en hacer las
tablas de los logaritmos base 10, en su obra
Logarithmall Arithmetike dice que los:
“Logaritmos son numeros inventados para
resolver mas facilmente los problemas de
aritmética y geometria... Con ellos se evitan
todas las molestias de las multiplicaciones y
de las divisiones; de manera que, en lugar de
multiplicaciones, se hacen solo adiciones, y
en lugar de divisiones se hacen sustracciones.

La laboriosa operacidn de extraer raices, tan Figura 11.2 Imagen del Lado izquierdo

poco grata, se efectia con suma facilidad... John Napier y lado derecho Jobst Biirgi.
En una palabra, con los logaritmos se

resuelven con sencillez y comodidad todos Fuente: wikimedia commons
los problemas, no solo de aritmética, sino
también de astronomia” (Tapia, 2003).

La correspondencia de expresar una multiplicacidn de dos nimeros como una suma se logra
con la comparacidn de sucesiones aritméticas con las geométricas. Por ejemplo vea la
siguiente tabla en donde se trabaja con una sucesidén geométrica de base dos:

Tabla 11.2

Comparacion de sucesiones
Aritmética 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Geomeétrica 2 4 8 16 32 64 128 256 512
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Capitulo 11. Exponenciales y logaritmos

Por ejemplo si se requiere multiplicar 4 por 16, basta con sumar los nimeros de la sucesion
aritmética; es decir 2 con 4 que resulta 6, ahora se lee el valor de la sucesién geométrica que
corresponde a la multiplicacién, el cual es 64. Ahora se tiene la division de 128 entre 4, por
tanto se resta 7 menos 2, el valor de 5 le corresponde el resultado de la division que es 32.
Ahora si se requiere la operacidon de una potencia, por ejemplo 16 al cuadrado, multiplicamos
4 por 2 (potencia) que es ocho y se lee 256, que es el resultado de la operacion. Esto se
ejemplifica a continuacién.

Eemplo ¢

Realice las operaciones que se piden utilizando la siguiente sucesién geométrica de base tres:

Aritmética 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Geométrica 3 9 27 81 243 729 | 2187 | 6561 19683
2187
a) 27 %729 b —— c) 9*
3 0+ 6 = 9
Solucion a) ﬁ ﬁ ﬂ
27 X 729 = 19683
7 - 2 = 5
Solucion b) ﬁ ﬁ ﬂ
2187 = 9 = 243
2 x 4 = 8
Solucién c) ﬁ ﬂ
94 = 6561

Ejercicios de refuerzo 11.2

Realice las operaciones que se indican con ayuda de las sucesiones.

Sucesion de base 2
Aritmética 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Geométrica 2 4 8 16 32 64 128 | 256 | 512
11. 8 x 32 12. 4x128 13. 256+ 16 14. 512 +~ 64
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Capitulo 11. Exponenciales y logaritmos

Sucesién de base 3
Aritmética 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Geométrica 3 9 27 81 243 729 2187 | 6561 | 19683
15. 9x81 16. 27x243 17. 9x 2187 18. 6561 + 243 19. 729 +-81

Sucesién de base 4
Aritmética 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Geométrica 4 16 64 256 | 1024 | 4096 | 16384 65536 @ 262144
20. 64 x 1024 21. 16 X 64 22. 65536 +4096 23. 262144 + 16384

Los ejercicios anteriores proporcionan el ingreso de la reglas de los logaritmos que seran
revisados mas adelante.

Q Definicion

Una funcidn logaritmica con base a de un numero y, con el exponente x se define como:
log,y=x

Se lee: el logaritmo en base a del nimero y es x.

Recuerde la expresion y = a*, ahora se puede establecer la correspondencia:
a*=y = log,y=x

Observe que el logaritmo no es mds que un exponente, algo que no debe de olvidar cuando se
trabaje con ellos.

00 0000000000000 000000000000000000000
Femplo 3
Escriba las siguientes expresiones exponenciales en su forma logaritmica:
a) 32=9 = logz9=2
b) 27 =128 = log,128=7

c) 53=125 = logg125=3

0 (3) =(7) = torszg-1
) \z) =16 OB176 =
e) a®=27 = log,27=3
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Capitulo 11. Exponenciales y logaritmos

Ahora se puede hacer la operacion inversa, de tener una expresion logaritmica y escribirla en
su forma exponencial.

log,y =x = at=y

En los siguientes ejemplos se muestra el proceso inverso.

Eemplo 4

Exprese los siguientes logaritmos en su forma exponencial:

a) logs25=2 = 52=25

. 1 ; <1)3 1
— = = — = —

) logioz
c) log,12=—-4 = x*=12
1
d) 10g164=2 =4 V16:4'

e) log,64=6 = 20=64

Ejercicios de refuerzo 11.3

Escriba las expresiones exponenciales en logaritmicas.

1% 1\¢
24, 23=8 29. Jx3=16 34. (5) =43 39. (g) =x
1 1 2\ A
25. 63 =216 30. |- == 35. (—) =k 40. r2 ==
4 2 y T
26. 91/2 =3 31. Y7=0» 36 (1)3=i 41, e = Inx
. . (3 ” .
1 1%
27. 2747 =3 32. 672=— 37. (—) =2
36 3 Y
1S 1 1\*
28. (=) =— . (=) =4 C3x =
O B C R
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Capitulo 11. Exponenciales y logaritmos

Exprese los siguientes logaritmos en su forma exponencial:

1
42. logz9 =2 46. log,64 =3 50. log4E =-2 54. log12=¢e*
X
1 1
43. log,s5=— 47. logi—=+4 51. log,3=x 55. log1 V2 =—4
2 516 %z
1 1 1
44. log, 5= -1 48. log,;3 = 3 52. logsf = ﬁ
3 1
45. log,b=x 49. log,2 = 5 53. log1 — =3
BVx

La funcién logaritmica tiene las siguientes caracteristicas:

e La funcidn logaritmica sélo esta definida sobre los nimeros positivos.
e Logaritmo de 1 es cero.

e Los numeros negativos y el cero no tienen logaritmo.

e La funcidn logaritmica es la inversa de la exponencial.

Los logaritmos pueden ser encontrados a partir de la funcién exponencial, como se ve a
continuacién en la siguiente tabla.

Tabla 11.3

Obtencién de logaritmos

Numero Expresién exponencial Expresidn logaritmica

210 = 1024
210 ~ 1000
210 ~ 103 10g10 2=0.3
2 ~ 103/10

2 ~ 1003

39 = 19683
39 ~ 20000
39 ~2-10*
3% ~ 10°3 - 10*
39 ~ 1043

10g10 3 = 04’8

3~ 104.3/9
3 ~ 10048
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Capitulo 11. Exponenciales y logaritmos

El resultado de un logaritmo tiene una parte entera llamada “caracteristica” y una parte
decimal “mantisa”.

logN=Entero + Fraccion decimal

IH. _J I'\—f —
Caracteristica Mantisa

Actualmente la determinacién de logaritmos se hace con el uso de la calculadora, pero existen
tablas de logaritmos para realizar el célculo, en la Tabla 11.4 se presentan algunos logaritmos
decimales.

Tabla 11.4
Logaritmos decimales

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 0,00000 0,00432 0,00860 0,01284 0,01703 0,02119 0,02531 0,02938 0,03342 0,03743
11 0,04139 0,04532 0,04922 0,05308 0,05690 0,06070 0,06446 0,06819 0,07188 0,07555
12 0,07918 0,08279 0,08636 0,08991 0,09342 0,09691 0,10037 0,10380 0,10721 0,11059
13 0,11394 0,11727 0,12057 0,12385 0,12710 0,13033 0,13354 0,13672 0,13988 0,14301
14 0,14613 0,14922 0,15229 0,15534 0,15836 0,16137 0,16435 0,16732 0,17026 0,17319
15 0,17609 0,17898 0,18184 0,18469 0,18752 0,19033 0,19312 0,19590 0,19866 0,20140

16 0,20412 0,20683 0,20952 0,21219 0,21484 0,21748 0,22011 0,22272 0,22531 0,22789
17 0,23045 0,23300 0,23553 0,23805 0,24055 0,24304 0,24551 0,24797 0,25042 0,25285
18 0,25527 0,25768 0,26007 0,26245 0,26482 0,26717 0,26951 0,27184 0,27416 0,27646
19 0,27875 0,28103 0,28330 0,28556 0,28780 0,29003 0,29226 0,29447 0,29667 0,29885
20 0,30103 0,30320 0,30535 0,30750 0,30963 0,31175 0,31387 0,31597 0,31806 0,32015

21 0,32222 0,32428 0,32634 0,32838 0,33041 0,33244 0,33445 0,33646 0,33846 0,34044
22 0,34242 0,34439 0,34635 0,34830 0,35025 0,35218 0,35411 0,35603 0,35793 0,35984
23 0,36173 0,36361 0,36549 0,36736 0,36922 0,37107 0,37291 0,37475 0,37658 0,37840
24 0,38021 0,38202 0,38382 0,38561 0,38739 0,38917 0,39094 0,39270 0,39445 0,39620
25 0,39794 0,39967 0,40140 0,40312 0,40483 0,40654 0,40824 0,40993 0,41162 0,41330

26 0,41497 0,41664 0,41830 0,41996 0,42160 0,42325 0,42488 0,42651 0,42813 0,42975
27 043136 0,43297 0,43457 0,43616 0,43775 0,43933 0,44091 0,44248 0,44404 0,44560
28 044716 0,44871 0,45025 0,45179 0,45332 0,45484 0,45637 0,45788 0,45939 0,46090
29 0,46240 0,46389 0,46538 0,46687 0,46835 0,46982 0,47129 0,47276 0,47422 0,47567
30 047712 0,47857 0,48001 0,48144 0,48287 0,48430 0,48572 0,48714 0,48855 0,48996

31 049136 0,49276 0,49415 0,49554 0,49693 0,49831 0,49969 0,50106 0,50243 0,50379
32 0,50515 0,50651 0,50786 0,50920 0,51055 0,51188 0,51322 0,51455 0,51587 0,51720
33 051851 0,51983 0,52114 0,52244 0,52375 0,52504 0,52634 0,52763 0,52892 0,53020
34 053148 0,53275 0,53403 0,53529 0,53656 0,53782 0,53908 0,54033 0,54158 0,54283
35 0,54407 0,54531 0,54654 0,54777 0,54900 0,55023 0,55145 0,55267 0,55388 0,55509

Por ejemplo para hacer la lectura de logaritmo de 29.3, se ubica en la fila del 29 y la columna
de 3, se obtiene la mantisa del logaritmo.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
29 0,46240 0,46389 0,46538 0,46687 0,46835 0,46982 0,47129 0,47276 0,47422 0,47567
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El entero del logaritmo (caracteristica) se obtiene sabiendo que:

Logaritmo Valor
log 10 1
log.0100 2
log;, 1000 3
log;,, 10000 4
5

log,, 1000 00

Ahora como 29.3 es menor a 100 el valor entero es 1 (caracteristica). Por tanto:
log1029.3 =1.46687

Refuerce lo mostrado con los ejemplos que se ilustran a continuacion.

Hemplo 9

Obtenga el logaritmo, utilizando la Tabla 11.4.

Caracteristica Lectura de tabla Operacién Resultado
a) log,u17.8 1 0.25042 0.2542+1 1.2542
b) logi329 2 0.5172 0.5172+2 2.5172
c) log;, 0.25 0 0.39794 0.39794-1 -0.6020

Ejercicios de refuerzo 11.4

Con ayuda de la tabla 11.4 obtenga el valor de los siguientes logaritmos.

56. logip11.1 59. logq032.7 62. logqip225
57. logqg22 60. logy0301 63. log;0.015
58. logq15.5 61. logy(0.243 64. log,,2030

270



Capitulo 11. Exponenciales y logaritmos

12 Leyes de los logarimos

Los logaritmos tienen leyes especiales que a continuacidn se enlistan:

“ Definicion

Leyes de los logaritmos:

log,1=0
log,a=1
log,a* = x

log,(u-v) =log,u +log, v
log, (%) =log,u —log, v

log, u" = nlog,u

1
log, Yu = Eloga u

Las leyes de los logaritmos se ilustran a continuacion en el siguiente ejemplo:

Femplo &

Evalle las siguientes expresiones:

a) log,2+log,32 d) log;100 —log; 18 —log; 50
b) log,80 —log,5 e) log(log 1010000y
1
c) logig——
U N

Solucién a)

log, 2 +log, 32 =log,2-32
= log, 64
=log,43 =3

Solucién b)

80
log, 80 —log, 5 = log, 3

= log, 16
=log,2* =4
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Solucién c)

1
log,p———= 10 1 —log,, V1000
810 1000 810 810

1 3
=0—7log;10° =—7

Solucién d)

log; 100 — logs 18 —log; 50 =logz 100 — (logz 18 + log3 50)
B 100
= logs 1550
=lo 1
g3 9

=log;37%2=-2
Solucion e)

log(log 1019990y = 10g 10000
=log10* =4
0 0000000000000 0000 0000 O®EOGCSEOCEOSOEOOOEO®O®OO®O®O®O®OIO O

Ejercicios de refuerzo 11.5

Utilice las leyes de los logaritmos para resolver los ejercicios.

65. log, 4 —log, 2 75. log, 16V2
66. logz; 135 —logs 5 76. ln(lneeso)
67. log3 V127 77. \Jlog,3.2+1og, 5
68. log, 160 —log, 5 78. /log,32 +log, 10 —log, 5
69. logip4 +1logo50 —logqg2 79. logs125—,/2log, 4
70. log, 192 —log, 3 80. log, 128 +log, 320 —log, 4 —log, 5
71. log, 92 — log, 32 81. log, 4 + 3,/2log, 8 + log;( 10
72. logs; 6 —logs 15 + logs 22.5 82. (log, 80 — log, 5)'083 54~logs 6
73. logi, 9 + log,, 192 83. (log; 162 — log; 6)V!08248-10g. 3
logs; 162 + log, 8 — logs 2 + log; 162
25
74. log, 64 84. \/ (logs 75 — logs 3)log; 28-log 7
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El cambio de base se utiliza en las operaciones en donde la base es distinta, expresandose en
logaritmos base 10 (comun) o natural.

loga Ina

log a = logh Inb

Para conocer el resultado del cociente se recomienda usar una calculadora, sin embargo, el
propdsito del libro es desarrollar habilidades sin el uso de ella, por lo que solo expresara el
cociente del cambio de base.

Realice el cambio de base para las siguientes operaciones:

log2
a) log;2= log3
In6
b) lOgZ 6= m
In4 In2 In4

C) 10g2410g62=mm=m

Ejercicios de refuerzo 11.6

Efectiie el cambio de base y realicé las operaciones:

log; 4 log; 4logs 3
85. log, 6 8s. &3 91, —B3*08s°
logs 3 log, 4
logs 51ogs 6
. log11 . logz121 _—
86 og% 5 89 0gs 0g43 Tog, 5log, 4
log, 2
87. logsV2 90.
g3 logz\/§

El desarrollo de expresiones logaritmicas, permiten escribir el producto de un logaritmo en
suma, el cociente en resta y la potencia como una constante que antecede al logaritmo. Este
proceso es conocido como expansion de expresiones logaritmicas, en el siguiente ejemplo se
ilustra dicha expansién.
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emplo 8

Desarrolle las siguientes expresiones:

x2 +4 3’ 5
a) log\/(x2 D -1 b) log |x ’y\/E

Solucioén a)

log X" 4 = llog(x2 +4) — llog(x2 + 1) (x3—1)2
2+ D —1)2 2 2

1 1 1
= Elog(x2 +4)— Elog(x2 +1)— Elog(x3 —1)2

1 1
= Elog(x2 +4) - Elog(x2 +1) —log(x® — 1)

3 1
log /x /yi/E=§log<x ’yVE)
1 1
=§logx+§log ’yVE

1 1 1,
= §logx +glogy +glog\/5

Solucién b)

—11 +1l +11
=3logx+ logy + clogz

Ejercicios de refuerzo 11.7

Desarrolle las expresiones logaritmicas.

4.3
93. log(AB?) 97. log,[x(x + 2)] 101. log< 235/ )
2 2
x 3 x(x*—1)
94. log, — 98. logs(xV6 102. log|—=
82 gs(xV6) S it 1
2
95. Invx 99. logsvVx2+x—1 103. Inx? 7}/

96. log:/xZy? 100. Invab 104. log4/y\/2_x
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X
105. 1In3/5x2 109. log| —— 113. lo
/5y g(y m) e
x2 ’x\/; |/ Zx \l
106. lo 110. lo 114. log| ——
Y2z OV | Xz 1)
y
107. log |*— L 111, 1 xt2
. 10 —_— . (0]
8 [x+1 8 (x?2—-1)Vx3+3
b
V2x2 x%x +1

La combinacién de expresiones logaritmicas en un solo logaritmo es el proceso inverso del
desarrollo de los logaritmos. Es decir, las sumas y diferencias de logaritmos se pueden escribir
en un solo logaritmo, esto se ilustra en el siguiente ejemplo:

Hemplo J

Combine las siguientes expresiones logaritmicas en un solo logaritmo.
1 1
a) 3logx+ Elog(x +1) b) 3lna+ Elnb — 4In(b? — 1)

Solucién a)
1
3logx + Elog(x + 1) = logx3 + log(x + 1)*/2
= logx3(x + 1)%/?

=logx3Vx +1
Solucién b)

1 1
3lna + Elnb —4In(b?—1) =Inad +Inbz —In(b? — 1)*
1
=Ina3bz — In(b? — 1)*

=In

a®Vb
(b?% — 1)4]
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Ejercicios de refuerzo 11.8

Simplifique las expresiones en un solo logaritmo.

1 1 3
115. In2 +1Inx 121. Elog(x +1)— Elog(x +1) —Elogx
4 1
116. 2logx —logy 122. §logx —log2 — Elogy
1 1

117. Elogx—logy—logz 123. 3(a+b)lnx—§ln(b2 +1)
118 1l +1 11 124 41 +1l 1 11 2 1l

- zInx+Iny—-lnz . zlogx +~logy —logz ——log2 — —logm

1 1 1

119. 4logx+zlog3 +Elogy 125. 2alogx+zlog(x—3) —3alogy
120 1l +11 126 3l +al y—-1) 11

- logx +logy - i+ 2 In(y ,inz

13 Ecuaciones logaritmicas | exponenciales

Se le nombra ecuacion exponencial en donde la incdgnita aparece como exponente y se
requiere conocerla para ello se pueden utilizar dos métodos:

Igualacion de la base. Se utilizan las propiedades de los exponentes para lograr que en
ambos miembros de la ecuacion aparezca la misma base, tomando la igualdad solo de los
exponentes.

Cambio de variable. Consiste en sustituir en cada término cuya base esta elevada a una
potencia por una nueva variable, para establecer una nueva ecuaciéon mas facil de resolver.

Para resolver las ecuaciones exponenciales se debe de homologar la base en los dos términos
de laigualdad. Por ejemplo para resolver la siguiente igualdad:

3x+2 =27

El 27 se expresa como el resultado del 3 elevado a un numero, que es 3, se puede escribir
3*+2 = 33, |as cantidades de las potencias se igualan cuando las bases son iguales, por tanto:
x + 2 = 3, resolviendo la ecuacion se tiene x = 1. Observe los siguientes ejemplos para
reforzar el procedimiento.
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e Cemplo [0

o0

Encuentre el valor de x:

13
a) 3*¥-3 =81 C) 3X+2 4 3x+1 4 3x — ?
1 x 1+x
b) (—) — 100 dy “¥i=2x
10
Solucioén a)
3x—3 — 34-
x—3=4
Por tanto
x=17
Solucién b)
1 X
— ] =10?
(%)
1\* 1\72
Il =l
Por tanto
xX=-2

Solucién c)
Para este caso se utilizan las leyes, se tiene:
13
3"-32+3x-3+3"=?

Se factoriza 3%

396(32+3+1)=E
9

13-3* = 13
9
3* = !
"9
Se expresa como potencia de base 3.
3x — 3—2

Ahora las cantidades de las potencias se igualan debido a que las bases son iguales.

xX=-2
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Solucién d)

Se expresa la raiz como potencia.

41+x = X
El 4 se expresa como 2 al cuadrado.
1
ZZ(W) = 2%
Se igualan las potencias.
1
2( ) =x
1+x
Se aplica algebra.
2=x(x+1)

xX24+x-2=0

Ahora se factoriza.
x—1Dx+2)=0

Las raices son:
x1 = 1 xz = _2

Larespuestaes xq =1

El cambio de variable se realiza cuando las bases son distintas o que existe una operacién de
suma o sustraccion, por ejemplo se requiere resolver la siguiente ecuacion:

32* - 3.3*=-2
Por tanto se puede sustituir 3* por p, quedando la ecuacién como sigue:
p?—3p+2=0

Esta ecuacidn se resuelve por algun método como factorizacion, férmula general division
sintética. Teniendo:

p*=3p+2=p-D@-2)

Sip=3*
3*=1 6 3*¥=2
xlog3 = log1 xlog3 = log?2
_log1 _log2
1= log3 X2 = log3
.xl = 0 x2 = 06
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Ejercicios de refuerzo 11.9

Obtenga el valor de la incégnita de las siguientes expresiones exponenciales.

127. 32% =2 137. 3*¥+1.3% = 2—17
2X 2 x i x — E
128, 3% =27 138. (4) (27) =2
129. 10* =0.01 139, 2x"14px _px+l — _4
130. 3% =9*+2 140. 2%71 42572 42773 4+ 277 = 960
131. 22* =64 141. 3**242:.3*-33=0
x+1
132. 32 = % 142, 251 - 3.2% 271 = 2
133. 4%+l = 2x-3 143. 2%¥-2372x 4 4 =38
134. G53*¥*t2 = 5% 144. 3%2*¥t2 _28-3* +3 =0
135. a?*73=13/q 145. 4* —5-2X4+4 =0
136. 32* =2 146. 5271 _30-5%¥ + 625 =0

Existe también un método grafico para conocer el valor de la potencia (incégnita) en una
funcién exponencial, el procedimiento es el siguiente (Figura 11.3):

1. Se grafica funcidn,
2. Seidentifica el valor de y y se interpola en la grafica.
3. Selee el valor de x correspondiente.

Y -
X

Figura 11.3 Método para encontrar el valor de la potencia de una funcién exponencial.

El procedimiento se ilustra en el siguiente ejemplo.
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Eemplo [

Encuentre graficamente el valor de “X” de la funcién 1024 = 42~*
Solucién

Se grafica la funcién y se ubica el valor de 1024, se interpola y se lee el valor de x.

I
-4

El valor leido corresponde a x = —3;

Se comprueba la igualdad.

1024 = 427
1024 = 42-(=3)
1024 = 4°
1024 = 1024

Ejercicios de refuerzo 11.10

Utilice el método grafico para encontrar el valor de la incégnita.

. 5 X 27x+2
147. 2* =16 151. (E) = 0.0256 155. WZZO
. 9 x—2 4x+2
148. 3* = 243 152. (Z) = 2.25 156. 92x = 2690420
2—x
149. 5* 1 =625 153. 52 =625
x
150. 2**2 =1024 154. 102 = 10,000
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Las ecuaciones exponenciales también pueden presentarse en un sistema de ecuaciones, el
procedimiento normal exige cambio de variable para presentarla de una forma polinomial y
resolverla por algin método ya tratado con anterioridad (sustitucidn, igualacion, reduccion,
etc.). El ejemplo siguiente ilustra tal procedimiento.

Eemplo 12

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones exponenciales.

2% — 529 = —1
lovs S5 2

Solucién

Primero se separan las potencias constantes de las incégnitas.
22x—3 — 22x . 2—3
54y—1 = 54y . 5—1
1
22x . 2—3 — _22x
8

54y . 5—1 = %5431

2% -5 = —1
1 1
=2 4 5% =7
8 5

Debido a que las bases son distintas se hara cambio de variable.

2% =t 52Y =p

Ahora el nuevo sistema de ecuaciones es:

Se despeja de (1) t=p — 1y se sustituye en (2)

L 12+1 2=
8(P ) =h” =
40[1 12+1 2—7]
8(p ) op” =
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5(p — 1)? + 8p? = 280
5p% — 10p + 5 + 8p% = 280
13p2 — 10p — 275 = 0

Se obtienen las raices con la férmula general:

_c _ 55
P1 = P2 = 13
t, =4 t, = 68

Las soluciones para el par ordenado (p; =5, t; = 4) seréan:

2% =4 5%2Y =5
Por tanto:
2X — 22 52y — 51

Finalmente las cantidades de las potencias se igualan ya que las bases son iguales.

1
x=2 y:E

Ejercicios de refuerzo 11.11

Resuelva los sistemas de ecuaciones.

157. {;;1::1643; 162. {sz/i_-ysyzjz 167. {33x++2§;:Z9
156, {207 =32 w63 (0 e (1003
159. {2y Zop 164, {gi"zﬁﬁjﬁ 169. {52l ot o a
160. {3x3*y'_?;y:336 165. {233; _35’:22; > 170 {zﬁijgiiiS
161. 23::2: :27% 166. {2x3_"1'_322yy+123826 171. {335_I_2y2+yl-1==23759
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2
x-1_2-y — _ L 2Xx+1 _ 9, y+1 _
172. {3 37 =35 177. {3 2, Ty =10
2x+y=2 2r-33=1
2% _ Y =24 3.2¥_2.3Y =21
173 " 4= 178. {3y+2 PS-lol

= 2-3%—8Y"1 42745 =70
174. {377 179. 3x+y+2z=10
2743 1 2.3Y — 3271 = 46

2% 43Y422=9

x y _

175. {2 ;3 _— 20 180. 3% + 2y+1 -3 22—1 =7
2 = 64 2x-1 4+ 3y-1 + 232—1 =35
3X+1 _ 2y+1 =_3

176. {23’ —D.3%2 = _4

Una ecuacion logaritmica es donde la incdgnita se encuentra en el argumento de logaritmos o
en la base, recuerde las leyes de los logaritmos para la resolucion de los ejercicios.

Solucion de una ecuacion logaritmica. Se expresa la ecuacion como logaritmos (aplicando
las leyes de forma conveniente) y luego se igualan los argumentos, para encontrar la
solucién.

Se debe de expresar al utilizar las leyes de los logaritmos:
log, x =log,y
Luego se igualan los argumentos, debido a que se utiliza la funcion inversa

alogax — alogax
Por tanto:
X =Yy

El procedimiento se ilustra en los siguientes ejemplos.
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Eemplo 13

Encuentre el valor de la incégnita:

a) In(4x—-1)—In(x—2) =1In5 b) 2logs;x® =log;8 + 3logs x

Solucién a)
Se utilizan las leyes de los logaritmos:

(4x—-1) B

nm—lnS

Se aplica funcién inversa del logaritmo natural.

Se igualan los argumentos:

Se realiza algebra.
4x—1=5(x—-2)

5x —4x =-1+10

x=9
Solucién b)

2log; x3 =log; 8 + 3logs x
Se utilizan las leyes de los logaritmos:

2log; x3 =logs 8 + logs x3

2log; x3 —logs x3 =log; 8

log; x3 =log; 8
Se utiliza una base de 3.

3logs 75 3logs 8
Se igualan los argumentos:
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Ejercicios de refuerzo 11.12

Calcule el valor de la incdgnita en las siguientes ecuaciones logaritmicas.

181. Inx =2In3 192. 2log(2x—2) =1
182. logx +log30 =1 193. log, (x> —9x2+14+1) =0
X
183. logx3 =log6 + 2logx 194. 2logx =3+ logﬁ
184. 1+ 2logx =3 195. 3log,x =3log,5+1og, 16 — 2log, 2
185. In2x =log32 —logx 196. logvx +4 —log3x+ 2log3 =0
2x+1
186. log 1= 0 197. logx —log(x — 2) = log(4x —3) —log3
187. 2In(x —1)=2In2 198. 3logx —2log2 = logx? —log?2

1
188. log(x — 1) —log(x? —1) = log§ 199. In(x+1) —InVx —1 =In(x —2)
189. log(2x —3) —log(x — 1) =log5 200. log(x? +2) —log(x + 1) = log(2 — x)
5
190. logx + log(x + 2) = log(4x — 1) 201. logsx +loggx —logg, x = 3

x+1
191. log (T) +log2 =log(x + 3)

Nota: Para resolver el ejercicio 201 utilice el cambio de base.

De igual forma las ecuaciones logaritmicas pueden conformar un sistema de ecuaciones, lo
primero que se debe hacer para resolverlas es expresar todos los componentes de cada
ecuacion a la misma base, para trasladarla por medio de la igualacién de argumentos a un
sistema de ecuaciones y ser resuelta por algin método. El ejemplo siguiente ilustra tal
procedimiento.

Resuelva el sistema de ecuaciones.

{ logsy +logs(x —2) =1
log; 3x —logs(y —2) =1

Solucién
Primero se expresa el valor de 1 en su forma logaritmica.
1 = logs 5t

1 =log; 3!
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Ahora el sistema de ecuaciones es:

{ logs y + logs(x — 2) = logs 5!
log; 3x — logs(y — 2) = logs 31

Se utilizan las leyes de los logaritmos:

logs y(x — 2) = logg 5!

3x
logs = log; 3!

=7
Ahora se igualan los argumentos:
yx-2)=5 ..
3x
=3
y—2 @
De la ecuacién @ se despeja a x.
3x=3y—6

Se sustituye la ecuacion @ en la Ec. @

yy—4) =5

y?2—4y—-5=0
Se factoriza

+D@y-5=0

Las raices son:

Ahora con la ecuacién @

La solucidn es:
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Ejercicios de refuerzo 11.13

Resuelva los sistemas de ecuaciones.

x+y=110 logx + 3logy =5
202. logx +1logy =3 212. { logx —logy =3
y =3y =70 log(x+y)+log(x1—1y) =log33
203. _ 213. e
logy —2logx =0 =—
ey
logx +logy = 4 logx —logy =log56 — log 20
204. x—4y=0 214. { log7 +1 =logx +logy
logx +logy =5 log,(9+y) =271
205. logx —logy =1 215, log, (9 —x) =2
log,x —3log,y = =3 {l gx =log2y +log6—log3
206. x+y=12 216. 2logx =3logy —2logy
. logx —logy = 1 1o 310gx+logy—3
"l 3x+2y=164 log
logx +logy = 2 { log(x +y) = 2log3
208, x—y=21 218. xlog2 + ylog3 =log 2592
209 Inx+Iny=1In8 919 {log(x+y)+log(x—y)=210g4
e*™V = e? 2X .9y _ 98

2logx +logy = 4

210. logx 220. { logz(x = y) = 2
@=2 logzx—logzy—l

logx —logy =1
x2—y?2=11

2log, x —logzy =2

211, { log, x +logsy =4

221. {

14 Escalas log-og  semilog

En las ciencias quimico bioldgicas como en otras disciplinas experimentales, los datos se
representan en una grafica, a la cual se le relaciona una ecuacidon que representa tal
comportamiento, en el grafico de ejes cartesianos se debe escoger de manera adecuada la
escala que permita una lectura sencilla.
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Las escalas deben de ser nimeros sencillos, estos pueden ser multiplos de 2, 5 o 10, si los
valores de algun eje no son proporcionales, se puede simplificar realizando cambio de variable
para que sea un recta, pues ésta es facilmente distinguible. Los cambios de variables por lo
general son utilizando los logaritmos.

Primero se analizara una grafica con escalas lineales usando un eje logaritmico, por lo tanto,
suponga que se tiene una funcién exponencial del tipo:

y =na*
Se aplican logaritmos a la expresién.

logy = xloga + logn

Se hace cambio de variable, considerando que n es una constante y logn, también lo ser3;
ahora a es la base del logaritmo cuyo valor es también una constante por tanto:

logn=»>

loga =m
Se puede reescribir como la ecuacion de la linea recta:

logy=mx+b

DOnde:

logy, —logy,
Xy — X1

Ordenada al origen es logn  Pendiente es m =

ed»
o ofr
L fiemplo [5
m
t (s) v (?)
Se tienen los siguientes datos de velocidad en 10 213
;ur;aond del 'jler:jpc;, reprefsent‘ei IOZ I5|gtl‘1|entes 110 1.49
a‘ 95 e velocida 3 en unC|on‘ e |?m;')o, 170 1.07
utilizando una escala lineal con un eje logaritmico
S 230 0.74
y obtenga la ecuacion lineal
290 0.53
350 0.38
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Solucion

La variable dependiente es la velocidad por tanto se aplican los logaritmos y se grafican los
datos:

log v A b=0.39
t (s) logv 0.4 T
10 0.328 024 ™,
110 0.173
170 0.029 0 =R >

t(s)

230 —0.13 o
290 —0.275 02 ol
350 —0.42 |

-0.4

|
0 100 200 300 400

Ahora para la pendiente se seleccionan dos puntos:

_logy, —logy;
m=————————

Xy — X1
_-013+0275
Mm="230-290

La ecuacidén de la linea es:

logv = —-0.0024x + 0.39

Valor en escala lineal Valor que representa

Para trazar un grafico con un eje A J
cuya escala sea logaritmica y el 2 100 i

otro con escala lineal, se utiliza f—— /
1.69 50 /

una hoja semilogaritmica. Para la

m

. s — — O
construcFlon sei ?,OISCinueT lugar 13 1 20e” || | - |E
de logaritmos “17, “2”, “3”,... los HOJA SEMILOGARITMICA | &
valores de “1”, “2”, “3”,..; esto 1 10 ' i | &
produce una escala no lineal en 069 | — 5 [— =
U

un

w

donde la distancia entre 1y 10 es
la misma para 10 y 100 (llamados —
ciclos) vea la siguiente figura: e

Escala lineal

Figura 11.4 Explicacion de la escala no
lineal de una hoja semilogaritmica
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Ahora directamente se puede graficar el ejemplo anterior en una hoja semiligaritmica con dos
ciclos en el eje de la variable dependiente.

v (m/s)
10 ; e e e e
I T 1
I
m) Ol
ts) v (s) T
50  2.13 1 RamaN (L
110 1.49 B —
170 1.07
230 0.74 = .
290 0.53
350 0.38
0.1 ‘
50 100 150 200 250 300 350

t(s)
Figura 11.5 Uso de una hoja logaritmica.

En la literatura se utilizan con frecuencia las graficas en hojas semilogaritmicas en la figura 11.4
se presenta el cambio de la viscosidad absoluta de algunas sustancias en funcidon de la
temperatura a 1 atmdsfera de presidn; debido a que en el eje de la variable dependiente tiene
grandes incrementos de la viscosidad que va desde 0.000,000,1 hasta 0.001 donde es mas facil
la representacion con este tipo de hojas.

A

110
AN
NP
N Foleg ,
"Udo {de-']_g )

1 10-4 4 €086
i g - S~ — i
=4 ""h-.._‘“ "’@?‘o “h-:; I """'-—_____-___
::‘:‘n" \fel'}‘n \1“
=
= -
3 encin

=] i} \a

£ 110 > < S
" Ca e ————
E -Uffna (ﬂ‘Ens rel g —
g ~063))
2

1x10°

Aire
Dioxido-de carbono
7 Hidrogeno
1x10 -
0 50 100 150 200 250

Temperatura °F

Figura 11.6 Viscosidad absoluta de algunos fluidos a 1 atmdsfera.

Fuente: Adaptado de White, 2003
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Ahora se analiza una grafica con escalas lineales usando dos ejes logaritmicos, por tanto
suponga que se tiene una funcion del tipo:

Se puede expresar como:
logy = logax™
Es decir:

logy =loga + nlogx

Se hace el cambio de variable:

Y =logy
y
X =logx
Por tanto queda:
Y =loga +nX

Recuerde que la ecuacién de la linea recta es: y = mx + b, por tanto se tiene lo siguiente:

logy, —logy,

Ordenada al origen es loga Pendiente es: m =
logx, —logx,

(N O © © 0000000 0000 00 000 0 00000 0000 90 0 @ @
e%s

o sd Fiemplo 6

t(s) h (m)
Se tienen los siguientes datos de la altura en 0.54 120
funcién del tiempo, utilice una escala lineal con 0.50 100
dos ejes logaritmicos y obtenga la ecuacién lineal. 0.45 80
0.41 60
0.36 40
0.28 20
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Solucion

Se aplican logaritmos en ambas variables, quedando:

b=2.8 A log h

logt logh \ 30

—0.26 2.08 1 ,,

—0.30 2.00 o] 20
—0. 1.90 7]

0.34 o s
—0.38 1.77 o] '
—0.44 1.60 — 1.0
—0.55 1.30 0.5

-0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 "
log t
La pendiente se calcula tomando los puntos:
logy, — logy, 1.3-2
=——— m = =28
logx, —logxy —0.55—-(-0.3)

La ecuacidén de la linea es:

Y=28X+2.8

De la misma forma el ejemplo anterior se puede graficar con una hoja log-log, escogiendo un
ciclo en el eje de la variable independiente (tiempo) y tres ciclos en la variable dependiente (h).

1000
L~
t(s)  h(m) 100 =
0.54 120
0.50 100  (m) =
0.45 80
0.41 60 —
0.36 40 10
0.28 20
1
0.1 1

t(s)
Figura 11.6 Uso de una hoja log-log
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Ejercicios de refuerzo 11.14

Obtenga la ecuaciodn lineal de las siguientes tablas:

222.

X 3 5 6 8 10 12 14

Y 0.400 0.250 0.175 0.100 0.050 0.030 0.015
223.

X 4 6 8 12 30 80

Y 1.2 1.3 1.44 1.73 3.98 39.8
224.

X 4 15 50 100 200 250

Y 11 14 32 100 1000 3162
225.

X 6 5 4 3 2 1

Y 2 4 9 16 31 126
226.

X -1 0 1 2 3 4

Y 30 70 130 250 530 1030
227.

X 60 136 180 270 340 600

Y 3.4 2.5 2.1 1.7 1.5 1.2
228.

X 0.84 0.8 0.75 0.71 0.66 0.55

Y 120 85 56 42 25 7
229.

Distancia Tierra al Sol 1 15 592 9.57 19.255
(Km)
Tiempo (dias) 365.2 686.98 | 4332.59 | 10759.2 | 30685.93
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Quimatica

16

Logaritmos y pH

Escrito por: Adriana Hernandez Reyes

La acidez de wuna disolucién estd
determinada por la concentracién de H’,
en la mayoria de las sustancias comunes
estd concentracion es muy baja vy
expresarla en forma exponencial o decimal
no es practico debido a que puede
provocar errores. En el afio de 1909 Soren
Sérensen propuso la transformacién
logaritmica de la concentracién molar de
protones a la que nombro pH y definid
como:

pH = log (]

pH = —log [H™]

Actualmente el pH es la forma mas comun
de reportar acidez y alcalinidad porque
mediante la aplicacion de logaritmos se
expresa en numeros enteros, puede
medirse directamente y reportarse en
moles/litro, no obstante en la mayoria de
los laboratorios se deduce la cantidad de
H* por comparacién con un estandar de
concentracién conocida y el resultado se
expresa en unidades de pH que a menor
valor, mayor concentracién de H".

Asi mismo el uso de logaritmos y el
conocimiento del comportamiento acido-
base del agua pura, permitieron establecer
la escala de pH, con el calculo de la
constante de disociacidon del agua a partir
de la siguiente reaccion:

H,0y + Hy 0y — H30(+aq) + OH(gq)

Facultad de Estudios Superiores Zaragoza, UNAM
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A 25°C la constante de disociacién del agua
se expresa como:

[H*][OH"]

=1.8x 1071
[H,0]

Kd:

Se considera que el agua pura no reacciona
como 4cido o base debido a que se disocia
muy poco y la neutralidad se determina
con la cantidad de iones H" y OH
presentes en ella, por lo que el Ky se
transforma en Kw productico idnico del
agua.

Ky, = K4[H,0] = [H*][0OH™]
K, = 1.8 x 1071°[H,0]
Para calcular la concentracion molar en 1L

de agua (1000g) se realiza el siguiente
cociente:

10007 mol
(18557)
mol

Se tiene entonces que:

mol
K, = 1.8 x 10~16 (55.556T)

K, =[HT][OH ]=1x10"1



Debido a que en el agua pura por cada ion
hidrogeno existe un ion hidroxilo,
entonces:

[H*] = [0H™]

Se puede escribir K,, = [H*]?

La concentracion [H] es:

[H']=4/1x10"*=1x10""
Paraelaguapura pH = —log[H*] =7

De forma semejante se puede definir el
valor de pOH para hidroxilos en
neutralidad de 7 y a partir del producto
idnico del agua.

K, =[HT][OH ]=1x10"14
Para calcular [H™].

- _1x107™
= o

Aplicando la ecuacidn de Soérensen a estas
ecuaciones se tiene:

Kw = pH + pOH = 14
pH =14 — pOH

En la Figura 1 se muestra la escala de pH
que puede encontrarse en la literatura que
representa el efecto de la lluvia acida en la
vida acuatica lo que ilustra una de sus
aplicaciones practicas.

La escala de pH:

e Varia en forma inversa a |la
concentracién de protones, a mayor
concentracién mayor acidez, pero
menor valor de pH.

e Es logaritmica, por tanto, un cambio
de una unidad de pH, representa un
cambio de diez veces en la
concentracién de protones.

e El pHy el pOH son complementarios y
en soluciones acuosas suman 14.
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Valores
del pH

Ejemplos

Acidos de baterias
Acido sulftirico
Jugo de limén
Jugo de naranja

Acido

pH=2

pH=4 Lluvia acida (4.2-4.4)
pH=5 Luvia limpia (5.6)
H=6 Lago saludable (6.5)
Neutro aSZ8 Asgua pura
SEEEMN  Agua de mar
Bicarbonato de soda
Leche de magnesia
PEEY Amoniaco
EESPM  Agua jabonosa
v Blanqueador
Bisico Rl Limpiador liquido de

desagiie

Algunos efectos en el medio ambiente

Mueren todos los peces (4.2)

pH=4
Mueren los huevos de rana,
renacuajos, cangrejos de rio
fi 5.5

y efimeras (5.5) pH=5

Comienzan a morir
las truchas arco iris

Figura 1. Escala de pH, ejemplos y efectos
en el medio ambiente.

Imagen tomada y modificada de:
https://www3.epa.gov/acidrain/education/site
_students_spanish/phscale.html.

Referencias

1. Brown,T.L., LeMay, H. E., Bursten,
B.E., & (2009). Quimica la ciencia
central. (11a ed.) Pearson

2. Phillips, S. J., Strozac, S.V., & Wistrom
C. (2008). Quimica conceptos vy
aplicaciones. McGraw-Hill.
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Capitulo 11. Exponentes y logaritmos

X
1. 23**8 3, 2%7 5 276x¥5 g7 22x7 9 272 11. 256 13.16 15. 729

1
17.19683  19.9 21. 1024 23. 16 25. logs216=3 27 logy3 =3
3 1
29. log,16 =3 31. 1og7b=§ 33. logys4=—x 35. logyyk=2z 37. logy;32x=+x

I\ 1
39. logix=e* 41. log.lnx=¢* 43.V25=5 45. a*=b 47. (—) =—
5

49. JF=2 51.e =3 53 A1 _a 55 (1)_4 VZ 57. 134242
V= e = R e (i 1
VZooVx x?

59. 1.51455 61. —0.61439 63. —18239 65.1 67.1 69. 2 71.5 73. 3

log6 , In6 - llog2 | 1Iln2

75. 4\/5 77. 2 79. 1 81. 8 83.9 85. @ 0 m . E@ (0] Em

log12 | In12 log2 | In2 1
1. — 6 — 93. logA+3logB  95. Elnx

89. log 4 ° 4 ' log50 In5

1
97. log,x +log,(x+2)  99. §log5(x2+x—1) 101. 4logx +3logy —5Slogz
103. 21 +1l 2+1l ! 105 11 5+21 +11
c2Inx+-n2+ 5y — o . g5 +gInx+zIny

1 1 1
107. §log(x -1) - §log(x +1) 109. logx —logy — Elog(l —x)

1 1 1 1 1 2
- J— 2 _ J— 3 — — J—
111. > log(x + 2) > log(x* —1) 4log(x +3) 113. > log (2 logx) 3y

\/; x—1 (xa+b)3
115. In2 117. log— 119. 1 4 121. 1 —_ 123. In-——
5. In2x 7 Ogyz 9. logx*/3y og PETEaE)) 3 ni/bz—-l-l

x%/x — 3\° 1
125. log T 127. x = E 129, x =-2 131. x=3 133. x =-5
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5
135. x==- 137. x=-2 139. x=3 141. x=1 143. x=1 145. x=2

3
147. 149. 151.
A A r
16 625
J 0.0256
0 a 0 5 ) -4 0
153. 155.
A A
625 20
T .6 0 T .8 0

157. x=3 y=4% 159. x=1 y=3 161. x=1 y=2 163. x=4 y=2

165. x=1 y=2 167. x=1 y=2 169. x=2 y=1 171. x=5y

=2
173. x=5 y=3 175. x=4 y=2 177. x=1 y=-1 179. x=2 y=

3 z=2
2
181. x=9 183. x=6 185. x=4 187. x=3 189. x=3 191. %=1 x, =-2
1
193. x; =0 x, =2 x3=7 195 x=20 197. xl:f x, =3 199. x=5 201. x=9
203. x=10 y =100 205. x=100 y=1000 207. x=20 y=2 209. x;, =4 y; =2
10 1
X, =—2 y,=—4 211. x=? y=§ 213. x=7 y=4 215. x=5 y=16

217. x=10 y=1 219. x=5 y=3 221. x=4 y=9 223. logy =0.02x

225. logy =—03x+23 227. Y=-05x+13 229. Y =0.127x+ 0.09
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[rignqulos

LO QUE APRENDERAS. . .

12.1 Tridngulos semejantes y resolucion de éstos.

12.2 Triangulos rectangulos.

12.3 Teorema de Pitdgoras.

12.4 Razones trigonométricas e identidades pitagdricas.
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Capitulo 12. Triangulos

1 Tridngulos semejantes | resolucion de ésfos

Un triangulo o trigono es una figura geométrica plana
contenida por tres lados, las propiedades son:

1. La suma de los angulos interiores es 180°.

2. Un tridngulo no puede tener mas de un angulo recto u
obtuso.

3. Cualquier lado de un tridangulo siempre es menor a la
suma de los otros dos lados pero mayor que su diferencia.

La caricatura presentada en este capitulo se muestra al
abuelo explicando una sucesién de triangulos, y la idea
generada del nifio.

Los tridngulos se pueden clasificar por sus lados o por sus

angulos:
Segtn sus lados /\ /\
Equilatero Isdsceles Escaleno
Tres lados iguales Dos lados iguales Tres lados desiguales
i i Rectangulo Acutangulo Obtusangulo
Segun Sus angulOS Un angulo de 90° Tres angulos agudos Un @ngulo obtuso

La nomenclatura para dibujar un tridngulo es la siguiente:
los vértices se identifican con letras mayusculas y se b
escriben en sentido contrario a las manecillas del reloj y los

lados se escriben en minusculas del vértice opuesto. ew
Dos triangulos son semejantes cuando sus angulos son
iguales, por ello sus lados son proporcionales. Figura 12.1 Nomenclatura

de un triangulo
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Capitulo 12. Triangulos

% Definicion

Razones de los triangulos semejantes:

Lados Angulos Perimetros Areas
a_ b _c , , , a+b+c p Ay,
—=—=— A=A B=B C=C e B A _
a b c a+b +c p A,
A
A
C b c i b’
B C B’ ~ (o

.j;n;plal................................

De los siguientes triangulos encuentra la incdgnita:

C

a)

b) )
i : 13
" a=?
_\{,‘ X=?
& 4

b—78—4-36-4 4 3 I/ N

Solucién

Primero se establece la relacion para cada inciso.

a) b) c)

& i 513 :\ 3 =
%,
&
X=? 5 4
b—78—436-4 2 I/ 15

x 78+36 13 15
28 3.6 5 3
x=28.8 x=21.6 a=11.25
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Si Don Regino mide 1.4 metros de altura ¢Cudl es la altura del resto los personajes de la familia
Burrén? Nota: desprecie la altura de la pelota.

Personajes de la
familia Borrén de
Gabriel Vargas

2.5m 3m T

Solucion

Se dibuja el tridngulo semejante que corresponde a la distribucion de los personajes y se
establecen las relaciones para obtener las alturas.

T~

Avelino Pilongano
1.4m

Susano Ca ntarranas/

Foforito

1.2m 2m 2.5m Im

Avelino 8.7 et = .5
14 —©c velino=2.2m

Susano 7.5
=— Susano=1.9m

1.4 5.5
Foforito = P
12 —%s oforito=0.7m
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Ejercicios de refuerzo 12.1

Determine las dimensiones de las incdgnitas presentadas de los siguientes triangulos

semejantes:
5.
10 3 X
X
X
4
Y
15
z
Y X
3 x
Y

AR
/rh

7.

2.

1.
6
4
X
9
Y
.5
6.
> ; X+2
X
10
X 15
20
Z
(N3
Y

10.

3. 11.

o 7

4. 8. 12.
5 AN
/\
7
\/ 3
4 X
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2 Trigngulos rectangulos

El tridngulo rectangulo tiene un angulo recto (90°) y dos lados contiguos al angulo recto
conocidos como catetos y un lado mayor opuesto al angulo recto llamado hipotenusa (Figura
12.2).

Cateto

Cateto

Figura 12.2 Triangulo rectangulo

Existen dos tipos de triangulos rectdngulos caracteristicos los cuales son: Triangulo rectangulo
escaleno, que posee un angulo recto y los otros dos de 30 y 60 grados, por lo que sus tres
lados son distintos y el Tridngulo rectangulo isdsceles, tiene un dngulo recto y los otros dos
angulos son iguales de 45 grados, por lo que sus lados también son iguales (Figura 12.3).

30° 2a
V3a N ECRANGF
60° 450
d a
a) Triangulo Rectangulo Escaleno b) Triangulo Rectangulo Isdsceles

Figura 12.3 Triangulos rectangulos

Piense ahora que se tiene un triangulo y para su resolucion debe de encontrar la altura, para
ello se utiliza el teorema de la altura (h), el cual relaciona a los catetos de dos tridngulos (ADC
y ADB) semejantes al principal (ABC). La altura se obtiene dividiendo el triangulo en dos
triangulos rectangulos utilizando la media geométrica.

Figura 12.4 Triangulo rectdngulo.
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% Definicion

Teorema de la altura. En un tridangulo rectangulo la altura (h) relativa a la hipotenusa es la
media geométrica de las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa (n y m).

“ Hecuerda

Teorema del cateto. Se utiliza para calcular los catetos (a y b) del triangulo rectangulo a
partir de la hipotenusa y de la proyecciones de los catetos.

Ahora del teorema del cateto se despeja las proyecciones de los catetos (m y n),

b? c?
m=— n=—
a a

Se sustituye en el teorema de la altura.

b%c?
h= 2
bc
h=—
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Calcule las incognitas de los siguientes triangulos:

a) b)

! 10 | #”Jr -

Solucién a)

Se utiliza la ecuacién del teorema de los catetos:

bZ
b’=a-m = m=—

Capitulo 12. Triangulos

b
_ 8 32 %107
=10 m=

Se sabe que:
a=m+n=10
g 32 _18
n= 5 "=
Ahora
18
c=+va-n c= 10(?> c=6

Solucion b)

| 22

Con el teorema del cateto se tiene:

c
c’=a-'n > n=—
a
Finalmente:
102 50
"= "1
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Eemplo 4

Calcule el radio de la semicircunferencia siguiente: 6
il
Solucién — 4

Se utiliza el teorema de la altura h? = mn

mn = 62
Ahora se sabe que n = 4.
62

= =9
m=- m

El radio sera la mitad de la base del triangulo es decir:

m+n
2

Tr =

9+4 13
r=—m—7F  r=—

2 2
0000000 000000000 00 00000 090 02000000 09 9 2 0

Ejercicios de refuerzo 12.2

Obtenga el valor de la incégnita de los siguientes triangulos semejantes:

13. 17‘10 18. % 23. Cb/\
bm— j n b 25 | /m
14 ¢ 19. ng 5
/] /] :
15. /‘3 20. \ 24. \/,f
e - 15 | 9 b—16—ro )

A ’ 4M

-
[=)]
A

16. 21. 19
Lu——# e
6 /In 8
17. h 22.
~+s Anbemd
, 24 |
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23 Teorema de Pirdgoras

Imagine que tiene un triangulo rectangulo cuyos
catetos miden 3 unidades y 4 y la hipotenusa 5
unidades, los cuadrados desarrollados tienen un
area de 9, 16 y 25 unidades cuadradas (Figura 9
12.5).

Lo que se tiene es:

9416 =25 16

32 +4% =5

Pitdgoras establecié que al conocer dos lados de
un triangulo rectdngulo se puede encontrar el
tercer lado, es decir:

a? + b? = c2.

Figura 12.5 Triangulo Pitagdrico

Para Pitagoras, destacado
fildsofo y matematico del siglo VI
a. c., los numeros eran el
principio de toda proporcion,
orden y armonia en el universo
(Gonzélez Recio 2007).

Imagen 12.1. Pintura del Rostro

‘ de Pitagoras hecha por Anton
Raphael Mengs, dibujado en
1782.

Eemplo

Calcule el perimetro del siguiente triangulo.

Solucién

Se utiliza el teorema de la altura h = +vmn.

h=+9-16 = h=12

308



Capitulo 12. Triangulos

Ahora se utiliza el teorema de Pitagoras para encontrar las hipotenusas de cada tridangulo:

16

c=+92%2+122 a=+162+ 122
c=15 a=20

Finalmente el perimetro es:
P=154+204+9+16

P =60

Eemplo & ‘

A A
3 —
2 — C
Calcule el area del triangulo cuyas coordenadas de
sus vértices son: A(1,3); B(-1,3) y C(4, 2). 1 -

I I I I -
1 2 4
-1
B

Primero se grafican los puntos que conforman los lados del tridngulo, para identificar que
existe un angulo recto entre el segmento AC y BC. Con esto se determinan las longitudes de los
segmentos AC (altura) y BC (base).

Solucion

\/

El cdlculo de la hipotenusa para ambos, es empleando el teorema de Pitagoras.

b =+3%2+12 a=+1%+ 32

b=a=+v10
Ahora el drea del triangulo es:
v10v10
A=— A=5u?
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Calcule la diagonal de un prisma cuadrangular 3 centimetros de base y 5 centimetros de altura.
Solucion

Primero se dibuja el prisma cuadrangular y se identifican los tridngulos rectangulos.

4? - T y 5cm
L

a
3cm

3cm

Se obtiene la hipotenusa del tridngulo rectangulo que se forma en la base del prisma:

a=+32+32 a=+18

Ahora se obtiene la diagonal del prisma:

c= |WiB) + 52

c=6.5cm

Ejercicios de refuerzo 12.3

De los ejercicios 25 a 33 obtenga el drea de los triangulos correspondientes. De los ejercicios

34 a 36 calcule las diagonales indicadas.

A (-4,10) A

N\ | LA
AR | EEESEZ4E
25. \\\C = 26. / - -

A

A
Y
~N
Y

B(5,18) 4———"—“‘_ C(21)

B (5,-8)
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“P A
Al45
3{1’3]/ 7 ) A(4,1)
% // N\ >
1 7 >
' / /T 3L B(2,3) L >
L/ ' — | C(5,-2)
¢ ':'_2.-'8]
Jk ) ‘\
-4,5) A(5,5) AlLd)
B '
™ _ 32 — /7 _
< > 7 >
B (-4,0 ~
‘\\\ \/
N C(:'Zr3]
C (5,-6) '
A A
//' 33 [ 4
/’/ - "’/ - -
e - <:: | [
4,:5) L~ 8(3-2) M‘H""‘---..__\/
——t I C(4,-5)
4 (5,-6) ' '
A
- A(1,2) 34 \F
L B(50) | | 8
c(1,t2)
A\ - 3}\\
y \<
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Nota: El ejercicio 36 representa dos celdas unitarias de cloruro de sodio.

24 Razones frigonomericas e idenridades Piraporicas

A

Para establecer las razones trigonométricas primero
se establecen los catetos respecto a un vértice, por Hipotenusa — ¢ X Cateto
ejemplo para el B (Figura 12.6) se tiene: opuesto

: B a c
o Hipotenusa.
a Cateto adyacente al angulo B. T
b Cateto opuesto al dngulo B. Cateto

adyacente

Figura 12.6 Catetos del
Triangulo rectdngulo, respecto al
vértice B

Las razones o funciones trigonometricas se
definen como:

Q Definicion

Razones trigonométricas. Considerando un angulo agudo, por ejemplo para el triangulo
presentado en la figura 12.6, se definen como:

cateto opuesto a B cateto adyacente a B
senode B = : cosenode B = :
hipotenusa hipotenusa
cateto opuesto a B cateto adyacente a B

tangente de B = cotangente de B =

cateto adyacente a B cateto opuesto a B

hipotenusa hipotenusa
secante de B = cosecante de B =
cateto adyacente a B cateto opuesto a B
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Las funciones trigonométricas de angulos agudos
con referencia ahora con el dngulo del vértice A
(Figura 12.7) se tiene:

c Hipotenusa.
a Cateto opuesto al dngulo A.
b Cateto adyacente al angulo A.

Capitulo 12. Triangulos

A
Hipotenusa —— ¢ b Cateto
adyacente
B 3 c
Cateto
opuesto

Figura 12.7 Catetos del Tridangulo
rectangulo, respecto al vértice A

Considerando la definicién de razén trigonométrica y el tridangulo que se presenta, las seis
funciones trigonomeétricas para el vértice Ay el B se ven en la Tabla 12.1.

Tabla 12.1

Funciones trigonométricas de angulos
Funcidén del 4 A Funcion del 4 B

a
send = —
c

b
cosA = —
c

t A—a
an =7
b
cotA = —
a
A—C
sec =3
c
cScA = —
a

senB =

cosB =

tanB =

cotB =

secB =

S Q| Ol ol

Qo

B c
¢scB = —
b

emplo 8

Obtenga las seis relaciones trigonométricas del siguiente triangulo:
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Solucién
a 0
2 senf = i
sen x= = =
< - 2
Cc0s X= — = =
NE cosb 3
1
tan o= V2 tanf = ﬁ
1
cot X= ﬁ coth =2

sec X= \/§ secl = \/é
3
CSC X= \/; csch =3

Ejercicios de refuerzo 12.4

Obtenga las seis relaciones trigonométricas de los siguientes triangulos.
6 =

4

13

44,
{17 i . i . , i @3
6 | | 4
39, 45,

| 1

\80

2]
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IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Las identidades trigonométricas son igualdades entre las razones trigonométricas, Utiles para
simplificar expresiones.

Q Definicion

Identidades trigonométricas reciprocas Identidades Pitagoricas
1
senf = — cosf = sen?6 + cos?6 =1
csch secH
1
tanf = — csch = 1+ tan?0 = sec?6
cotd send
1 1
secd = —— coth = —— 1+ cot?6 = csc?0
6 tanf
senf cosf
tanf = cotd =
0s6 sen6

Las identidades trigonométricas reciprocas tienen el valor de uno al ser multiplicadas, por
ejemplo, si multiplicamos:

cateto opuesto a 9) ( hipotenusa )

(sen) (cscd) = ( cateto opuesto a 8

hipotenusa

(senB) (cschd) =1
Se transpone senf:

1
0) = ——
(send) csch

En cuanto a las identidades Pitagéricas, recuerde el tridngulo rectangulo:

Hipotenusa~——% C 3 < cateto
opuesto
a
b
cateto
adyacente
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Se escribe el teorema de Pitagoras.

a? + b? = ¢?
Se divide entre c2.

a’? b* c?

¢z %2 2

Se utilizan las propiedades de las potencias.

Ahora recuerde que:

cateto opuesto a 0 cateto adyacente a 0
senf = - cos 0 = -
hipotenusa hipotenusa

(senf)? + (cosf)? =1

Finalmente se escribe.
sen?0 + cos?*0 =1

De manera similar se obtienen las otras dos identidades Pitagodricas.

Eemplo

Simplifique las siguientes operaciones trigonométricas:

cot?0 — 1
@) cot?6 + 1
b 1 + cos@ 4 senf
) senf 1+ cos@

c) sen*6(3 — 2sen?0) + cos*0(3 — 2cos%0)

Solucién a)

cot?’ — 1 _ (%)2 -1
cot?6 + 1 (0059)2 _1

senf

Primero se desarrolla el numerador.

(cos@)2 |- cos%0 — sen?6

senf sen?0
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Ahora el denominador.

(cosB)z cos?6 + sen?0 1
senf sen?6 "~ sen?0
Posteriormente se realiza el cociente.

cos?0 — sen?6

2 2 2
2 sen“0(cos“0 — sen<6
St = ( ) _ cos?6 — sen?6
1 sen?0
sen?0

Finalmente cos?6 = 1 — sen?8.

1 — sen?0 — sen?6
1 — 2sen?6

Solucién b)

1+ cos6 N senf  (1+ cosf)? + (senf)?
senf 1+cosf  senf(1 + cosh)

Se desarrolla el binomio al cuadrado.

(1 + cos)? + (senf)® 1+ 2cos + cos?6 + sen’6
senf (1 + cosB) B senf(1 + cosB)

Se utiliza la identidad pitagérica de sen?6 + cos?0 =1

1+ 2cos6 +1
senf(1 + cosB)

Se factoriza el 2.
2(1 + cos0)

senf(1 + cos6)

Se emplea la razén reciproca de cosecante.

senf

2cscO

317



Capitulo 12. Triangulos

Solucién c)
sen*0(3 — 2sen?0) + cos*0(3 — 2cos206)

Se emplea la identidad pitagérica de sen?6 + cos?8 =1
sen*0[3 — 2(1 — cos20)] + cos*8[3 — 2(1 — sen?0)]
Se desarrollan las operaciones.
sen*@[3 — 2 + 2co0s?0] + cos*0[3 — 2 + 2sen?0]
sen*@[1 + 2cos?6] + cos*6[1 + 2sen?0]
sen*0 + 2sen*6cos?0 + cos*@ + 2sen?Hcos*6

Se agrupan términos.
sen*6 + cos*6 + 2sen*6cos?0 + 2sen?Ocos*6

Se factoriza 2 sen?6cos?6
sen*d + cos*0 + 2 sen?Ocos?0(sen?6 + cos?6)
Nuevamente se recurre a la identidad pitagérica sen?6 + cos?6 = 1
sen*d + cos*0 + 2 sen?6cos?6(1)

Es necesario conocer el valor de sen*8 + cos*8, por tanto se hace uso de la identidad
sen?0 + cos?0 = 1 elevada al cuadrado.

(sen?0 + cos?6)? = 12

sen*@ + 2sen?6cos?0 + cos*0 =1

Se agrupa sen*6 + cos*@ para ser despejado.
sen*0 + cos*0 + 2sen?6cos?0 = 1
sen*@ + cos*0 = 1 — 2sen?6cos?6

Se sustituye en:
sen*0 + cos*6 + 2 sen®*0cos?0

1 — 2sen?6cos?6 + 2 sen®*Ocos?0
Finalmente el resultado es 1.

sen*0(3 — 2sen?0) + cos*0(3 — 2cos?0) = 1
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Ejercicios de refuerzo 12.5

Simplifique las siguientes expresiones trigonométricas:

senf 62 sen?6 — sen®0
cos20 ' 1 — sen26
47 cos?%6 0 63 cosO + senftanf
" tan?29°¢¢ ' senfsec
48 cosf —1 N senf 64 (cscl + cotf)(csch — coth)
' senf cosf — 1 " (secO — tanf)(sech + tanh)
cotf sen?0(1 — sen?8) + cos?6(1 + cos?6)
49, tan?0 65.
senf sen?6cos26
secO + tanf — 1
50. cotBcosBsent 66.
cscld — cotf + 1
51, (sect 8)(csct 5 . sec*d —tan*0 — 1
. (secO — cos0)(cscO — sen . T r——s
52. (sech + tanf — 1)(sech — tanf + 1) gg, [0+ tan’6
. (sec an sec an  eotd T cor?0
53 29(tanf + cot8 69 (1 * senf + 6059)2 (1 0)—1
. cos“O(tan cotd) - \TT5en8 —coso cos
£4 cosf tand 70 secf tan® N cotf
" 1-—senf an " .Jcos® cot8 tanb
55 2
" tan® + cotl
56 cot?8
" 1-—cscO

57. (1—sen?8) (1+ tan?6) + (1 — cos?0)(1 + cot?0)

1
58. tanfcosf ———
csch
cot* — 1

59, ——+1
csc26 +

secO + senf
60. ( )cot

cscl + cosf

61. (3senf + 2cosh)? + (2senB — 3cosh)?
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ANGULOS NOTABLES

Los dngulos notables son aquellos dngulos que corresponden a tridngulos rectangulos cuyos
valores se pueden obtener facilmente; considere un cuadrado unitario al cual se le obtiene la
diagonal (hipotenusa).

2 1

45° .
1
Figura 12.8 Tridngulo rectangulo con catetos unitarios

Ahora:

450 cateto opuesto opuesto 1
sen = - =
hipotenusa

Sl

Generalizando para las demads funciones trigonométricas para 45° se tiene:

1
cos 45° = ﬁ tan45° =1 cot4d5° =1 sec45° = /2 csc45° =+/2

Eemplo 10

30°\, 2
Obtenga el valor de los dngulos notables para 30° y 60°, utilizando =5
el siguiente tridngulo: 3
60°
Solucién 1
1
30° == V3
sen 2 sen60° = >
V3
o _ 1
cos 30 —7 cos 600:5
1
tan30° = — tan60° = /3
Ve 1
o _ cot60° = —
cot30 V3 V3
sec30° = i sec60° = 2
V3
o _ csc60° = —
csc30 2 3
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El procedimiento para encontrar el resto de los dangulos notables es similar, en la Tabla 12.2, se
presentan los valores de los dngulos de las funciones trigonométricas.

Tabla 12.2 Angulos notables

Grados Radianes sen cos tan cot sec csc
0° 0 0 1 0 No existe 1 No existe
T 1 2
30° I 1 V3 — V3 = 2
6 2 2 V3 V3
T 2 2
45° — E E 1 1 — —
4 2 2 V2 V2
T 1 2
60° - E 1 V3 — 2 —
3 2 2 V3 V3
T
90° 5 1 0 No existe 0 No existe 1
2 1 2
120° idd E _1 -3 -— -2 —
3 2 2 V3 V3
2 2
135° 3_n E _ E 1 1 —— —
4 2 2 V2 V2
1 2
150° St 1 vz 1 73 _Z )
6 2 2 V3 V3
180° T 0 -1 0 No existe -1 No existe
1 2
210° n _1 _ ﬁ — V3 -—— -2
6 2 2 V3 V3
2 2
225° 5_7r _ E _ E 1 1 —— ——
4 2 2 V2 V2
1 2
240° 4-_7t — E — 1 V3 — -2 S
3 2 2 V3 V3
2T . .
270° ? -1 0 No existe 2 No existe -1
10 1 2
300° =r IRE 1 3 - 2 -
6 2 2 V3 V3
2 2
315° m V2 V2 1 1 £ _2
4 2 2 V2 V2
11 1 2
330° -r _1 V3 i 3 Sl —2
6 2 2 V3 V3
360° 2T 0 1 0 No existe 1 No existe
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e Hemplo [

Encuentre el valor de las siguientes expresiones:

a) (sen60°)(cos45°) + (sen90°)(sec30°) — (

c0s0° + cos45° N cos?30°
sen60° — cot45° sen30° + sen90°

1
3 sen3 0°> (cot30°)

Solucién a)

Recuerde primero que:

1
0 =—— t =
sec cosf co senb

Ahora se utilizan los valores de la Tabla 12.2.

1
(sen60°)(cos45°) + (sen90°)(sec30°) — (E sen30°) (cot30°)

V3

B@-o(g)-co)
(%) o@-60)

V3v2 2 3

4 3 4

3v3V2 +8V3 - 3V3
12

3v3v2 +5V3
12

Solucién b)

Recuerde primero que:
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2+V2 6

+
V3—2 12

2++2
V3 -2

Recuerde las propiedades de los radicales.

L1
2

2+\/§<\/§+2>_4+2x/§+2\/§+\/7\/§
Vv3-2\V3+2/ -1

Finalmente:

4 VB VIZ VB +

Con estos angulos notables se pueden resolver ya algunos tridngulos rectangulos que tengan
como dato el valor de algun angulo.

emplo [2

Resuelva el siguiente tridngulo rectangulo: b

60°

Solucion 14

Se selecciona una funcidn trigonométrica que tenga el cateto adyacente.

14
c0s60° = —

c

Se despejaac:
14
€= cos60°
_ 14 o
c= 172 c=

Ahora una funcién trigonométrica que relacione el cateto adyacente y el opuesto.
tan60° b
an ==
14

b = 14tan60° b = 14(V3)
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o bemplo 13

Calcule el valor de la incégnita del siguiente dibujo:

Solucién

Se dibujan los tridngulos y los datos, para plantear las ecuaciones:

&

= 900m +x

h
m = tan30 ; = tan45

Se despeja la altura debido a que es la misma, y se despeja la incégnita.

h = (x +900) tan30° h = xtan45°
(x +900) tan30° = xtan45°
xtan30° + 900tan30° = xtan45°
Se agrupa.
xtan45° — xtan30° = 900tan30°
x(tan45° — tan30°) = 900tan30°
Se despeja la incognita.

_ 900tan30°
" tan45° — tan30°

Se sustituye el valor de la tangente (ver Tabla 12.2).

=900(%>
1-L
V3
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900
_ V3 _ V3-900
*TB-1 VB(B-1)
V3
900 (V3 +1\ 900
x:\/§—1<\/§+1>= 7 (3+D)

x=450(\/3 +1)

La incdgnita tiene un valor aproximado de 1230 metros.

Ejercicios de refuerzo 12.6

Utilice los angulos notables para resolver los siguientes ejercicios:

sen30°(sen30° + cos30° — 1)
sen45° — tan45° + sec60° — 1

secl120° tan30° sen60°

cos120° cot60° csc45°

c0s45° 4+ sen60°tan120°

73 sen30°sec135°
1
74. tan (g) + cot (%) — N (2_7r) o (E)
3 4

75. tan (g) cos? (5?”) — cot (g) sen? (2?71

N———

1 — sen? (%) T
6. (L2 N8)) e (1)
1 — cos? (§) 6
77 sec45°csc60° — tan30°
' c0s60°
tan®60° — sen?120°
78.

cot260° — cos?45°

(cos45° — sen90°)(sec120° + csc45°)
tan60° + cot150°

. sen? (g) tan (%) + cos? (g) cot (g) + 2sen (g) cos (g)

79.

8

o
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Calcule las incdgnitas de los siguientes triangulos utilizando los angulos notables.

81.

82.

83.

84.

85.

C
b 86.
30°
9
60°N\_¢c 87.
5
450
b /3 88.
ad
c 89.
3
2
300
d
b c 90.
- 30°
6

Capitulo 12. Triangulos

30° 45°
I al ] az ]|
C
30° 450
—s
30°
30°
— 9 — b {
30° £ o3
-
F____12+a-———+——a —{

30°

45°

H

s —

326



Capitulo 12. Triangulos

LEY DE SENOS

La ley de los senos es una generalizacién que se utiliza para resolver tridngulos de cualquier
tipo. Piense en un tridngulo que se divide en dos, la altura serd la misma, por tanto las
ecuaciones en cada triangulo son:

B C B : C

Figura 12.9 Tridngulo dividido para obtener dos triangulos rectangulos en el andlisis para la
ley de los senos.

h = csenA h = asenC

Estas ecuaciones se igualan:
csenA = asenC

Se reagrupan los términos.
c a

senC sendA

Definicion A

Ley de los senos C b
a b ¢
senA senB senC B 3 C

La ley de los senos se usa cuando se tiene
e Dos angulosy un lado.
e Doslados vy el angulo opuesto a estos lados.

Eemplo 14

Encuentre las incognitas del siguiente triangulo: b
60° 30°
10
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Solucion
Se establece la ley de los senos para las incégnitas.
b _ 10 a 10
sen30° sen90° sen60°  sen90°
b= 10sen30° _ sen60°
N sen90° a= sen90°
1/2 3/2
b =102 a= 10\/_—/
1 1
1 V3
b=10 (—) T
z o=10(3)
b=5 a=5V3

LEY DE COSENOS

Para esta ley considere que se tiene un tridangulo cualquiera del cual sabemos las longitudes a'y
cy el angulo del vértice B, con ello se requiere calcular la longitud b.

A

b senY

b cos ¥

i) i)
Figura 12.10 En el inciso i) se presenta un triangulo cualquiera, a partir del cual se forma un
triangulo rectangulo, apreciado en el inciso ii) utilizado para el analisis del primero.

Usando el teorema de Pitagoras se puede obtener la longitud del lado c.

c? = (a — bcosy)? + (bseny)?
Se desarrolla el binomio.

c? = a? — 2abcosy + b?cos?y + b%sen?y

Se factoriza a b?
c? = a? + b%(cos?y + sen?y) — 2abcosy

Recuerde que cos?8 + sen?8 = 1, llegando a la siguiente expresion:
c¢? = a? + b%? — 2abcosy
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“ Definicion

La ley de cosenos también se utiliza para triangulos en los que se conocen los tres lados y se
desea obtener algin angulo interior.

Ley de cosenos c? = a® + b* — 2ab cosy
b? = a® + ¢* — 2ac cosp
a’ = b? + ¢* — 2bc cos x

Eemplo [5

Calcule las incégnitas indicadas del tridngulo utilizando la ley de
los cosenos.

a) a=4, b=9 y=60° c=? B

b) a=5 b=8 c=7 y=?

Solucién a)

¢ =+/a? + b2 — 2ab cosy

¢ = /16 + 81 — 2(4)(9)cos60°

c =61
Solucién b)
c? =a?+ b% — 2abcosh

Se despeja la funcién trigonométrica.
a? + b? — c?

6 =
cos 2ab

Se sustituyen los valores de los lados.

(5)% + (8)* = (7)?
0s0 =

2(5)(8)
9= 40 1
cosf = 80~ 2
De la tabla 12.2 se sabe que:
1
60°=—
cos >

Por tanto el dngulo 0 = 60°
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Ejercicios de refuerzo 12.7

Utilice la ley de los senos para encontrar las incognitas de los siguientes triangulos.

91. 94, 97.
c 10 send45° b
60°  30° 60°  30°
a a d
92. 95. 98.
243 b 2 b+x
30° 30% 30° 60°
a a+3x
93. 96. 99.
b C tan60°®
o b o 130° an
20°  60° 307 60°  30°
/14 613 a

Utilice la ley de los cosenos para resolver los siguientes triangulos:
100. y=60° a=5 b=8, c=?
101. B=60° a=9 c=12 b =?
102. x=120 b=4 c=6 a=?
103. y=30° a=2V2 b=4 c¢=?
104. y=90° a=vV12 b=+V6 c=?
105. «x=30° b=2V3 ¢=5 a=?
106. a=1 b=2 c=+3 y =?
107. a=18 b=9V3 ¢=9 pg=?

108. a=16V2 b=8/6 c¢c=8V2 y=?
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Quimatica

El triangulo, herramienta valiosa para el

analisis de tres componentes

El tridngulo, figura geométrica que es algo
mas que tres angulos y tres lados. Es una
herramienta valiosa en el analisis grafico
para el calculo de la proporcién en la que
se pueden combinar un sistema de tres
componentes. Tal recurso, es de gran
utilidad en el estudio de equilibrio de fases,
de la probabilidad de formar piedras en la
vesicula biliar, de la determinacion de la
solubilidad en funcidn de las interacciones
intermoleculares, entre otros ejemplos
mas que revisaremos.

Aplicacion del triangulo en
ejemplos practicos.

¢COmo se puede preparar una
crema?’

Una crema de uso comun, que sea utilizada
como una forma farmacéutica o con fines
cosmeéticos, es una emulsion, en la que se
combinan  dos liquidos que son
practicamente inmiscibles, gracias a la
accion de un agente que se conoce como
tensoactivo (para fines practicos es una
sustancia que actia como jabén o
detergente).

Un diagrama de fases de la solubilizacion
de un sistema formado por agua, aceite

! Florence AT and Attwood D. Physicochemical
Principles of Pharmacy. Chapter 5. Pharmaceutical
Press, 2011. ProQuest Ebook Central, pp: 186-239.
Fig 5.40..

M. en F. Leticia Huerta Flores
Dr. José Angel Rojas Zamorano

Facultad de Estudios Superiores Zaragoza, UNAM
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(Brij 97
muestra la

mineral y el tensoactivo
[C1gH35(OCH,CH,)100H]), lo
siguiente figura.

Brij 97

Fase isotrdpica

Fase ordenada aceitosa

Fase media
Gel

Solucién
isotropica
micelar

Agua

A
/ \ mineral

Emulsoide » )
Emulsion estable aceite en agua

Figura 1. Diagrama de fase parcial del Brij97-
Agua-Aceite mineral. En los vértices del
triagngulo (que corresponde al 100 % del
componente en cuestion) estan: en el superior,
el tensoactivo Brij 97; en el inferior izquierdo el
agua; y en el inferior derecho el aceite mineral.
Como se menciond en el texto, el lado opuesto
al vértice es el 0 % del componente.

La Unica region de interés para producir la
crema, es en el intervalo de porcentajes de los
componentes, que se localicen en la region
inferior: Emulsién estable aceite en agua’.

Cuando se tienen a estos dos disolventes y
el tensoactivo, y con combinaciones
adecuadas de cada componente, se puede
dispersar una fase en otra, formando una

Aceite



emulsion que tendrd la consistencia
deseada de la crema. Es importante por lo
tanto el cdlculo de masa para evitar caer
fuera de los limites de la regién a la que se
desee llegar, de otra manera, se producird
una transicion de fases no deseada. En la
figura 1, se revelan diferentes regiones
producidas por diversos porcentajes de los
componentes agua/aceite mineral/Brij 97:

¢Como saber si un soluto es afin a
un disolvente??

Los disolventes son capaces de dispersar
en su fase a un soluto, siempre y cuando
éste le sea afin. Deben tener coincidencia
en alguna de sus propiedades fisicas, por
ejemplo, la polaridad (es decir si la
molécula del soluto y disolvente tienen una
distribucion asimétrica de su nube
electrénica, de manera que se forma un
dipolo).

Particularmente en el disolvente es
importante qué fuerzas de interaccion
intermoleculares manifiesta, entre ellas su
capacidad para producir fuerzas entre dos
dipolos (Fp); si es capaz de formar puentes
de hidrégeno (Fh), o si es una molécula que
no forme dipolos y la Unica atraccién entre
sus moléculas sean las débiles Fuerzas de
Dispersion de London (Fd). De muchos
disolventes se han calculado estas tres
fuerzas, y existen tablas en las que
registran las magnitudes de estas’.

Un ejemplo donde ha sido de gran utilidad
es en la restauracién de obras de arte, en
la que se recopilaron los datos
mencionados, se tabularon, y a partir de

2 Zalbidea MA. Cémo utilizar el triangulo de
solubilidad o tridngulo de Teas. Universitat
Politécnica de Valencia. Octubre 19 2017. [Citado:
2020 julio 31]. Disponible en:
https://youtu.be/Z75Gc5na0QU.

3 Jouyban A (editor). Handbook of Solubility Data for
Pharmaceuticals. Boca Raton, CRC Press, 2010. Table
1.7, pp: 22.
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éstos, se construyen los diagramas
triangulares que se aplican, con el fin de
saber qué disolvente es mds adecuado
para la limpieza o recuperaciéon de una
obra de arte, sin que dafie los pigmentos o
materiales de la pieza.

0, 100
Fh Fp
£ \
AK %?\A A
0 LPFSIAAFAN 6
0 Fd 100

Acetona Fd 47, Fp 32, Fh 21

VAVAVAYA
Fho AR
AVAVAVAVAVAY

JAVAVAVAVAVAVAN
JAVAVAVAVAVAV.AVA
JAVAVAVAVAVAVAV.\VAN
O WAVAVAVAVAVAVAVAY AVAY

0 Fd 100

Tolueno Fd 80, Fp 7, Fh 13

0 , 100
Fh Fp
AKX \
RIS
N
0 Fd 100

Alcohol etilico Fd 36, Fp 18, Fh 46

0 A 100

Fp
Acetona

Figura 2. Se localizaron los parametros de cada
disolvente, con base en la tabla 1. En los
triadngulos se localiza la ubicacion de cada
disolvente: acetona, etanol y tolueno. Y acorde
a estas propiedades, como se ven en los tres
primeros tridngulos las coordenadas de cada
uno. Y en el ultimo, se ubican a los tres””.


https://youtu.be/Z75Gc5na0QU

Tabla 1. Parametros de solubilidad.

Disolvente Fd Fp  Fh
Etanol 36 18 46
Ligroina 97 2 1
Acetona 47 32 21
Tolueno 80 7 13
Mineral Sprit 90 4 6

100

0 20 40 60

 Fd
Eteres

Esteres
Clorados
Cetonas
Alcoholes

80

100

Hidrocarburos Aromaticos

Hidrocarburos Alifaticos
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Se resumen los parametros descritos
relativos a las fuerzas de interaccion
intermole-culares: de Dispersién (Fd),
dipolo-dipolo (Fp) y formaciéon de puentes
de hidrégeno (Fh). Las magnitudes se
expresaron de tal manera que la suma
para cualquier disolvente es 100.

100
0 20 40 60 80 100

Fd

Resinas sintéticas
Aceites
Proteinas/Polisacaridos
Aceites envejecidos
Resinas naturales
Ceras

Figura 3. El diagrama de la izquierda localiza a los disolventes, en funcion de su grupo funcional, en tanto
que el de la derecha corresponde, tomando en cuenta los pardmetros descritos, con los materiales con
los que se construyen las obras de arte. De manera que, si no se quiere disolver a algun pigmento o
material, no deben de coincidir con la region del disolvente que se pretende utilizar® *.

* Zalbidea MA. EL TRIANGULO DE SOLUBILIDAD. Una herraienta bdsica. Departamento de Conservacion y
Restauracio de Bienes Culturales. Facultad de Bellas Artes.
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En cuanto a los cdlculos de la
vesicula biliar écOmo se puede
saber cual es el riesgo de
formarlos?’

El colesterol en la bilis es transportado en
micelas que se forman por la mezcla con
lecitina y sales biliares. Un cambio en la
proporcién de estos tres componentes
lleva a que se precipiten cristales el
colesterol, responsables de los calculos
biliares debido a una alta concentracién de
la bilis en la vesicula biliar.

Cristales
de colesterol

Disolucion 0
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En el tridngulo de la figura 4 se advierten
dos puntos: el verde se localiza en la Unica
region del diagrama en la que se forman
las micelas que impiden que la suspension
de la mezcla no precipite en tales cristales.
En cambio, el punto rojo, se localiza en una
regiéon, muy amplia, en la que existe el
riesgo de producir estos calculos biliares. El
vértice  superior del tridngulo le
corresponde al colesterol 100 % puro; el
inferior izquierdo a las sales biliares y el
derecho a la lecitina’.

mediada A 30
por micelas

60 40 20 0

Sales biliares (% mol)

Figura 4. Disolucion mediada por micelias en colesterol y bilis. El diagrama muestra el sistema para la
formacion de bilis. Los vértices, en el sentido inferior izquierdo, superior y inferior derecho, corresponden
al 100 % de: las sales biliares, el colesterol y la lecitina, respectivamente. La tnica region que reune el
intervalo de la proporcion adecuada para que no se formen cdlculos biliares, es la iluminada en verde’.

3 Despopoulos A and Silbernagl S. Color Atlas of
Physiology. 57 ed, Stuttgart, Georg Thieme Verlag,
2003. Chap 10. figure E; pp: 248-149



¢Qué puede ocurrir si a una mezcla

de dos disolventes totalmente
miscibles, se les ainade una sal? El
»6

efecto de la “salificacion

Es un procedimiento comun en la practica,
cuando se tiene una mezcla de dos
disolventes totalmente miscibles, como,
por ejemplo, agua/etanol o agua/metanol,
afadirles una sal para poder separarlos,
limitando su caracteristica de miscibilidad.

En la siguiente figura se describe un
sistema entre agua, etanol y la sal K,COs.

H,0
C

Figura 5. El diagrama corresponde a:
H,O/CH3;0H/K,CO;, En el que se describen 5
regiones de equilibrio de fases:

Aab: K,CO; s/disolucion acuosa; Ade: K,CO;
s/disolucion orgdnica (en la que el disolvente es
el CH;0H);

bcdz: disoluciones liquidas orgdnica/acuosa;
Abzd: K,COj3 s/orgdnica/acuosa;
aCBedch: region homogénea de una sola fase.

En esta ultima se produce una miscibilidad total
entre los 3 componentes’.

¢ Castellan GW. Fisicoquimica. Cap.15. 29 ed. México,
Pearson Educacion, 1987, figura 15.30, pp: 364-365.
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En la linea punteada Ax “x” es una mezcla
H,0/CH;OH aproximada de 50% de cada
disolvente, en ausencia de la sal K,CO3 (0 %
A), de manera que, se tiene una sola fase
liguida. Si se recorre la linea, desde “x”
hacia “A”, describe el proceso de afadir
paulatinamente la sal a la mezcla original.
Al llegar al punto “y” aparece pequenas

cantidades de un segundo liquido. En la
figura, la zona descrita por la linea bcdz,
regiéon de liquidos: una fase acuosa y otra
organica. Si se continla afladiendo mas sal,
se llegard al punto “z” en el que la sal
iniciard su precipitacion, primero en
pequena cantidad, justamente en el punto
“z”. En la medida que se avanza hacia el
vértice “A”, la cantidad de Ila sal
precipitada, y la proporcién con respecto a
los liquidos descritos, aumentaran.
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Capitulo 12. Triangulos

45 15 5
1. x=3 y=6 3. x=— 5. x=8 y=6 z=— 7. x=5 y=5
9. x=6 11. x=4 y=6 z=2 13. V405—-+v125 15. ¢=8 17. h=+95
361 8 16 77
19. m=16 21. m=—— 23. x==-+V77 y=— z= |— 25. 13.5u?
V215 gV Y= 4
V65v58
27. 285u? 29. 5v82 u? 31. V50u?® 33. > 35. V77u
37 6 = 2 39 0—8 41 6—3 43 6 = 13 45 0—1
.sen —\/1_3 . sen =13z . sen =3 . senf = G . sen =3
3 /80 4 2 2
cosf = \/?3 cosf = T cosf = 3 cosf = ) cosf = 3
2 8 3 V13 1
tanf = 3 tanf = \/ﬁ tanf = 1 tanf = T tanf = 5
3 V80 4 4
= — = — = — = — = 2
cotf > cotf 8 cotf 3 cotf 73 cotf
V13 12 5 3 3
secl = = secl = \/ﬁ secl = 1 secl = 5 secl = 5
V13 12 5 6
cscl = - cscl = 5 csch = 3 cscl = \/?3 cscd =3
47. cot?*Ocosb 49. secHcsch 51. senfcosf 53. cot6 55. 2senfcos0

57. 2 59. cot?6 61. 13 63. csch 65. 2csc?0  67. 2cos?6  69. cosO

V3-1 3V2 +2 V3 V6 1
73.— 75. — 77. E(4—\/7) 79. §\/§+1

71 4 2 6

3
81. b=3V3, c=6V3 83.a=§,b=\/§ 85. b=+v2 c=2V2 87.10 89.a=12

Via Va2 3 3
91. a=2V5 b=+V15 93. b=— c¢=— 95.a=£ b=£
2 2 3 6

2 6
97. a =12 b=‘/2—— c=\/2—— 99.a=2 b=+3 ¢c=1 101. b=3V13

103. c=2V6 -6 105. a=+7 107. B =30°
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LO QUE APRENDERAS. . .

13.1 Célculo de perimetros, areas de tridngulos, cuadrilateros, poligonos
regulares y circulos.

13.2 Célculo de dreas superficiales y volimenes de cubos, paralelepipedos,
prismas, cono, cilindro y esfera.
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131 Célculo de perimerros, Areas de frignqulos, cuadriareros,
poligonos requlares | circulo

¢Y esto qué es?

No sabemos, lo

que aqui hacemos es

investigacion basica

Las culturas antiguas resolvieron problemas geométricos
de perimetros y areas, aunque el primer uso geométrico
se le atribuye a Egipto por la necesidad del calcular la
parte proporcional de su tierra que habia sido inundado
por el Rio Nilo para deducirla de su impuesto.

Esto lo podemos ver por el significado de la palabra
geometria que proviene del griego “geo” que significa
tierra y “metrein” que significa medir, por lo tanto la
geometria es la rama de las matematicas que se ocupa de
las propiedades del espacio, esperando que nuestros
amigos cavernicolas de la caricatura encuentren la
utilidad a la rueda.

Para describir el espacio se utilizan rectas unidimensionales (una sola dimensién de longitud)
que pueden describir o delimitar un plano conocido como superficie o area (la unidad utilizada
para medir se llama unidad cuadrada). Si la regién limitada presenta algun lado curvo, el area
puede ser calculada por geometria diferencial.

% Definicion

El perimetro de un poligono es la suma de las longitudes de sus lados. Y el area de un
poligono es la suma de las areas de los tridngulos inscritos.

Si bien se define el drea como la suma de tridngulos, se puede encontrar utilizando las

siguientes férmulas:
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Figura 13.1 Perimetro y drea de algunas figuras geométricas

Nombre Figura

Cuadrado a
b
Rectangulo a
c
Triangulo A
d
a
Rombo
Paralelogramo
b

Trapecio

| (@]
=
Q
I:J/J

i Apotema
Poligono regular b

Circulo

Perimetro Area
4q a?
2a+ 2b ab
h
at+b+c an
2
d
4a ad
2
2a+2b ah
a+b
at+b+c+d ( > ) h
na
(Perimetro)(apoten
N-namero de lados del 2
poligono
2nr mr?
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Eemplo |

a) Encuentre el drea de un cuadrado, cuyo perimetro mide 34 cm

b) La diagonal de un cuadrado mide 15 cm, ¢Cudl es el area del cuadrado?

c) Elarea de un rectdngulo es 600 cm?, si la base mide 12 cm, ¢ Cudnto mide la altura? y
¢Cual es el valor de su perimetro?

Solucién a)

Se sabe que para un cuadrado se tiene:

Perimetro Area
a 4a a?
34 cm = 4a
_ 34 .
a= 2 a=85cm
Ahora el area
A = (8.5 cm)? A =72.25 cm?

Solucion b)
Se usa el triangulo rectangulo, conociendo la hipotenusa y que los lados son iguales, se tiene:

c? =a? + a?

2a% = ¢?
_ (15)2
] 2
Ahora el area
2
15)2 15)?
A= (2) A=(2) A=112.5 cm?

Solucién c)

Para un rectdngulo, se conoce el drea y un lado, por lo que sélo se despeja la altura.

600 cm? 50
aqQ=——- a= cm
12cm
El perimetro es:
P=2a+2b
P = 2(50) + 2(12) P =124 cm
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Ejercicios de refuerzo 13.1

Calcule el area de las siguientes figuras geométricas.

1. 4. 7. 10.
4.2 T HE
5 6.4 4
10 15 i 6.5 |

2. 5. 8. 11.
1
6 3.4
| 6.1 |

3. 6. 9. 12.

__:',— 4
QL AN

La circunferencia es un elemento geométrico presente en muchos cdlculos en casi todas las
disciplinas, por ello es imprescindible la solucidn de ejercicios que hablen de la circunferencia.
Para ello primero se establecen las siguientes definiciones:

Centro: (0) Centro de circunferencia.

Radio: (R) Distancia del centro c¢ en cualquier punto de Ia
circunferencia.

D Diametro: (AB) Divide la circunferencia en dos parte iguales.
¢ Tangente: (T) Recta que intersecta a la circunferencia en un punto.

Secante: (PS) Recta que intersecta a la circunferencia en dos puntos.

Arco: (PS) Es una porcion de la circunferencia.

Cuerda: (MN) Segmento que intercepta en dos puntos a la
circunferencia.

Apotema: (OC) Segmento perpendicular del centro hacia la cuerda.

Flecha sagita: (CD) Segmento prolongado del apotema que intercepta a
la circunferencia.
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Eemplo ¢

a) Calcule el radio de una circunferencia cuya area es 30 cm®.
b) Calcule el area sombreada de una circunferencia de 3 cm de radio circunscrito en un
cuadrodo de 4 cm de lado.

c) Calcule el area de un hexagono circunscrito en una circunferencia cuyo radio es 5 cm.

Solucioén a)

Se sabe para una circunferencia: A =30 cm?
A = nr?
Se despeja el radio
A 30
r= |— r= |—
/4 T
r=3.09cm
Solucién b)
Segun lo descrito se tiene:
)
3cm

4cm

Por lo tanto:

Asombreada = Acircunferencia — Acuadrado
As = r? — a?
As = m(3cm)? — (4cm)?
Ag =12.27 cm?

Solucién c)

Segun lo descrito se tiene Se sabe que el dngulo de una
que, la apotema es de 5 porcién del hexagono es
cm: 360°/6=60°.

)\
q )

El tridngulo a resolver es:

Ahora se puede plantear
el siguiente triangulo
rectdngulo:

/N

{ )
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cateto opuesto

tan 30° =
an 5cm

cateto opuesto = 5 cm(tan 30°)
cateto opuesto = 2.88 cm
El lado del poligono es dos veces el cateto opuesto del tridngulo.
a=2(2.88 cm)
a=577cm
El perimetro del hexagono sera:
P =6(a)

P=6(5.77cm) P =36.64cm

El area del poligono es:

_ (Perimetro)(apotema)
- 2

_ (36.64 cm)(5cm)
B 2

A = 86.6 cm?
O 00 000000000 0000000 200000200000 000009 0 00

Ejercicios de refuerzo 13.2

"

—10— 13| —5 —]

Calcule el area sombreada de las siguientes figuras.

(oe]

13. 15. 17. 3

3 )
N

Qj

14. 16. 18. 20.

<Nk

N/
— 15— —10— |99 — 13—

@
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La arandela circular es una superficie comprendida entre dos circunferencias concéntricas, las
cuales comparten el mismo centro. Esta drea sombreada es conocida cominmente como

corona, rondana o anillo.

% Definicion

El drea de la arandela circular esta definido como:
A=m(R?>—-1?)
El perimetro de toda la arandela es:

P=2n(R+T7)

Eemplo 3

Calcule el drea y perimetro de la siguiente arandela:

Solucién

Para el area se tiene: El perimetro es:

A = n[(9cm)? — (6 cm)?] P =2n(9cm + 6¢cm)
A =141.4 cm? P=94.2cm

Ejercicios de refuerzo 13.3

Calcule el area sombreada de las siguientes figuras y perimetro.

0 0 9

—12 —] —10

D@ @

—15 —
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El sector circular es una superficie comprendida entre dos radios, generando una “rebanada
de pastel”.

% Definicidn

El area de un sector circular: ‘EI perimetro de un sector circular:

o
P=r(2+—)

)
A =nr? (
T 180

%)

Eemplo 4

Calcule el area y perimetro del siguiente sector circular:

Solucién

Para el drea se tiene: El perimetro es:

A=m(9 )2<82) P=9 (2+nx82)
— T 360 oo 180

A =57.9 cm? P =30.8cm

Ejercicios de refuerzo 13.3

Calcule el area y perimetro de los sectores circulares.

27. 29. 31.

12— 15— g |

28. 30. 32.

20 — 51— I 2e—
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El segmento circular es la regién del circulo comprendida entre una cuerda y uno de los arcos,
el cual resulta de restar un sector circular con el tridangulo que se forma.

% DeFinicidn ‘”‘

El segmento circular de un circulo:

o
A = mr? <%) — area AOAB

Se puede tener tres posibilidades para el drea del triangulo dependiendo del tipo (equilatero,
isdsceles y triangulo rectangulo).

EQUILATERO

Para ello el angulo del tridngulo es de 60°. En tal caso la medida de sus lados son iguales, por lo
que la base es igual al radio, logrando plantear lo siguiente:

Utilizando Pitagoras en el tridngulo 0AB

. A
=1+ () . b> “
b2 OB

2=h2+_
r 4

ﬂ
[MD‘

4r? — p?

2
h = 4

Pero la base es igual al radio por ser equilatero, por lo que:

2 2 2
2 - 4re —r B2 = 3rt
4 4
Se aplica la raiz en ambos miembros:
3r2 V3
h= |— h=—r
4 2
Finalmente el area del tridngulo es:
A bh
2
V3
rl{5r
A=—7-—%-
2



Para el segmento se tiene:

60° ) r2y/3
360° 4

A=r2[E—ﬁ

A=7rr2(

6 4
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De manera similar se puede hacer el analisis para areas del segmento para diversos angulos

(Tabla13.1).

Tabla 13.1
Ecuaciones del area para segmentos de circunferencias

Angulo (°) Formula del drea del tridngulo Area del segmento

2 2 1

30 r’vi r_[n__
4 2 2
2,2 r2

45 ! —[3r -2

€0 r2y/3 r2[r /3
4 213 2
r? r?m

90 — - [— - 1]
2 212

Eemplo o

a) Calcule el area sombreada de la siguiente figura:

b) Encuentre la expresién matematica para calcular el adrea de la
flor de seis pétalos y obtenga el area para una longitud de

pétalo de 5 cm.
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Solucién a)

El drea sombreada corresponde a dos segmentos circulares, de la tabla 13.1 la fila que indica
90° (por corresponder un angulo de 90°).

A=§[§—1]

(6)%m )
A= T[E_ 1] =10.27 cm
Para dos segmentos sera:

A = 20.54 cm?

Solucién b)

El angulo que separa a cada pétalo es de 60 grados (360°/ 6 pétalos)

De la tabla 13.1 la fila que indica 60° se tiene el drea de medio
pétalo.

Para la flor sera:

A= r2[2n - 3\/§]
El rea sera:
A = 5221 — 3V3]

A=27.17 cm?
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Ejercicios de refuerzo 13.5

Calcule el area sombreada de las siguientes figuras.
37.

U@ A

— 12— —9 —

¥ N4

132 Célculo de éreas superficiales | volomenes de cubos,
paralelepipedo, prismas, cono, ciindro | esfera

El cdlculo de areas superficiales es mejor conocido como calculo de dreas de envolventes, se
puede pensar en ello como una una plantilla que se despliega de la cual se obtiene el area
(Figura 13.2).

Figura 13.2 Plantilla de un prisma hexagonal.

Se puede ver que el area del envolvente del prisma hexagonal es la suma del drea de seis
rectangulos con el drea de dos hexagonos. Para resolver ejercicios de envolventes se debe de
lograr visualizar todas las caras que conforman una figura geométrica para calcular el area de
la envolvente (Figura 13.2).
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La superficie de la envolvente es un concepto que se utiliza para la catalisis de reacciones
guimicas, en donde los reactivos estdan en diferentes fases, esto hace que la reaccién se
lleve a cabo en la superficie de contacto de los reactivos y la necesidad de esa superficie de
contacto.

Nombre Figura Area de la envolvente Volumen
Cubo .j d 6a? a3
Prisma h (perimetro X h) + 2 area base Base X h
base
Cilindro 2nr(h + 1) nr?h
2
mreh
Cono nr? +mrg 3
o perimetro base X ap lat area base X h
Pirdmide 2 s —
+ area base 3
Esfera Amr? 3

§77.'T'

Figura 13.3 Area de envolventes de algunos cuerpos geométricos
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El volumen desde el punto de vista quimico tiene un sin fin de vertientes y usos,por ejemplo en
reacciones gaseosas y en la forma geométrica de las moléculas.

Para conocer la cantidad de sustancia en los gases se utiliza la Ley de Avogadro de los
volumenes. Por ejemplo en la Figura 13.4 se ilustra la reaccién quimica de 3 moles de
Hidrégeno con 1 mol de Nitrégeno para proporcionar 2 moles de Amoniaco.

N2(g) - 2NHz(g)
3 volumenes + 1 volumen -> 2 volumenes

Figura 13.4 Relacion de volimenes de gases en una reaccion quimica.

Ahora bien la forma general de una molécula esta determinada por sus angulos y longitud de
enlace; en las moléculas o iones que tienen un solo dtomo central enlazado a dos o mas
atomos del mismo tipo, se puede predecir la geometria de las moléculas, usando el modelo de
Repulsién de los Pares de Electrones de la Capa de Valencia (RPECV), vea la figura 13.5 en
donde se ilustra lo mencionado.

Ve 0° 9Q° 139.5“
—> — —
9 12 120°

Octaédrica Bipiramidal trigonal Tetraédrica Piramide trigonal

Figura 13.5 Formas moleculares que se obtienen eliminando los atomos de los vértices de
las formas basicas.

353



Capitulo 13. Figura planay sélido
00000000000 00000000000000000000000O00
Hemplo b

Calcule los volimenes y areas superficiales de los siguientes cuerpos geométricos.

a)

— 6 1 12

Solucién a)

Apotema a =3
Altura h =15

7 (Perimetro)(Apotema) (Altura)
a 2

- = WIEENE)
=

V=675u?

Area superficial

As = 2Apgxaconos + 6Argcringuros

_ 2(Perimetro)(Apotema)

A
s 2

+ 6(Lado)(Lado)

s +6(5)(15) Ag = 540 u?

e 2(6)(25)(3)
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Solucién b)

Volumen

V' = VeiLinoro + Veono

VCILINDRO

Diametro D =12
Altura h=5

2
Veiinpro = Treh

12\2
VeiLinpro = T (7) (5)

VeiLinpro = 565.5 u?
V =565.5u® +82.7 u®

Area superficial

As = AciLinpro + Acono

Capitulo 13. Figura planay sélido

VCONO

D=9
h = 3.9 (Teorema de
Pitagoras)

Diametro
Altura

n (%)2 (3.9)

Veono = f

VCONO = 82.7 u3

V=648.2 u3

Ag = 2nr(h+ 1)+ mr? + nrg

Ag = 2m6(5 + 6) + m(4.5)? + m(4.5)(6)

Solucién c)

Volumen

Ag = 563.1 u?

= VPRISMA TRIANGULAR + VPRISMA RECTANGULAR + VSEMICILINDRO

VPRISMA TRIANGULAR

bh 6(5.29)
A=5 A=s—p—
A = 15.8 u?

V =15.8u? (5u)

V=793u

V=79.3u%+137.4u®+10.3us

VPRISMA RECTANGULAR
A=bh A= (12)(2.29)

A = 27.48 u?
V =2748u? (5u)

V =1374u3

V=227u?
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_mr? A= m(2.29/2)?
2 a 2

A= 2.06u?

V =206u?(5u)

V=103u?
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Area superficial

As = APRISMA TRIANGULAR T APRISMA RECTANGULAR T AgemiciLinDRro

ApRisMATRIANGULAR ApRisMA RECTANGULAR
A = 2Rectangulos + 2 tridangulos A = 2Rectangulos + 2 Rectangulos
bh
A=2)0) +2~ A =2(12)(5) + 2(12)(2.29)
A= (2)(5)(8) + (6)(2.29) A= 17496 u?
A =93.74u?
AsgmiciLINDRO
2nr(h + 1) 2.29 2.29 >
A=—7— A=T[( )(5+ ) A=221u
2 2 2
Ag = 93.7 u? + 1749 u? + 22.1 u? Ag = 290.8 u?

Solucion d)

Volumen

= VPRISMA RECTANGULAR — VCILINDRO MAYOR — 2VCILINDRO MENOR

VPRISMA RECTANGULAR - VCILINDRO MAYOR - 2‘/CILINDRO MENOR
vV =(L)L)(L) V =nr?h V = 2nr?h

v = (8)(12)(10) Ven (5) ®) V=21 (5) @)

V = 960 u® V= 22619 43 V = 5026 43

V =960u3 —226.19 u® — 50.26 u?
V =683.5u?

Area superficial

AS = ARECTANGULO + ACILINDRO MAYOR + 2ACILINDRO MENOR — ACIRCUNFERENCIA MAYOR
- 2ACIRCUNFERENCIA MENOR

Arperincuro = 2Rectangulos mayores + 2 rectangulos menores

Aggcringuro = 2(12)(10) + 2(8)(10)

_ 2
Aggcrincuro = 400 u
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AciLinpro mavor = 217 (h + 1)
A =2n3(8+3)

AciLinpro mavor = 207.34 u?
2Aciinpro mENor = 41T (R + 1)
2AciLinpro mENOR = 4TT1(8 + 1)

2AciLinpro mEnor = 113.09 u?
ACiRcUNFERENCIA MAYOR = TIT?
Acircunrrencia mavor = T(3)?

— 2/
ACIRCUNFERENCIA MAYOR — 2827 u

— 2
2ACIRCUNFERENCIA MENOR — 2nr

— 2
2ACIRCUNFERENCIA MENOR — 2”(1)

— 2
2ACIRCUNFERENCIA MENOR — 6.28 u

Finalmente

AS = ARECTANGULO + ACILINDRO MAYOR + 2ACILINDRO MENOR — ACIRCUNFERENCIA MAYOR
- 2ACIRCUNFERENCIA MENOR

Ag =400 u? + 207.34 u? + 113.09 u? — 28.27 u? — 6.28 u?

A = 685.9 u?

Ejercicios de refuerzo 13.6

Calcule el volumen y area superficial de los siguientes cuerpos geométricos.

39. 40. 41.

$12
vl

\\

.
\

P4
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44.

I

48.

[~ 6 51.

45,

Apotema=3

—s—

El tema de volumen en la industria farmacéutica tiene una gran aplicacidn, por ejemplo en el disefio de
comprimidos, capsulas entre otros.

Los comprimidos tienen un sin fin de presentaciones. El tamafio suele oscilar entre 5y 17 mm y el peso
entre 0.1 y 1 g (Vila Jato, 2001), lo cual depende de la cantidad del principio activo. Los comprimidos
pueden llevar divisiones para facilitar su particion. La figura 13.6 muestra solo algunas formas
geométricas de las tantas que existen en el mercado.
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Ol O

Cara plana sencilla Convexa estandar Cara plana con Convexa con
borde radial bisel
Convexa estandar Convexa estandar Capsula Triangulo
con biseccion de cuatro sectores

Figura 13.6 Algunas formas geométricas de comprimidos

Las capsulas son cilindros redondeados en donde se aloja el principio activo y excipiente, pueden ser

rellenos con polvos, comprimidos pasta, cdpsulas o pellets. El llenado de cdpsulas es un medio seguro
para manejar farmacos muy poderosos.

o ' ' ' . ' ' .

Volumen (mL) 0.13

Figura 13.6 Tamafio de cépsula y capacidad

a) Se requiere hacer un Tetrabrik de base rectangular, el largo y alto miden el doble que del
ancho. También se requiere que contenga 364.4 mL ¢Cuanto cartdn se necesita? Nota
desprecie las uniones del Tetrabrik.

b) Calcule el tiempo que tardara en llenarse un depésito cilindrico cuyo radio mide 0.5 cm vy
posee una altura de 1 metro, si fluyen al depdsito 40 litros por minuto.

¢) Calcule las dimensiones de un frasco cilindrico para contener 30 capsulas del numero 0, el
frasco debe poseer el triple del volumen de las cédpsulas y en su disefio éste debe poseer el
doble de altura respecto al didmetro.
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Solucién a)

El volumen es 364.4 mL que egivale a 364.4 cm®
Elvolumen V = Ay sch

364.4 cm3 = x - 2x - 2x

364.4 cm3 = 4x3

_ 3[364.4

S )

x = 391.125
x=45cm

El area superficial que se necesita sera:
A=4(9-45)+2(9-9)

A = 324 cm?
Nota: Esta area no considerd las uniones entre carton.

Solucién b)

El flujo es 40 litros por minuto

El volumen es: V = nr?h
V =m(0.5/2)?2
V =0.3926 m3

Recuerde que 1 metro cubico contiene 100 litros.
V =392.7 litros

Ahora el flujo

= | <

Se tiene que el tiempo es:

t_v
" F

392.7 litros

= t=9.8mi
40 litros /min e
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Solucién c)
Volumen de una capsula del nimero cero 0.67 mL.

Volumen de 30 capsulas. V = 30(0.67 mL)

V =20.1mL
Volumen del frasco: V = 3(20.1 mL)
V =60.03 mL
Recuerde que 1 mLes 1 cm’®
V = 60.03 cm3

60.03 cm3 = nréh

Dimensiones: h = 2D
2

D

60.03cm3 =7 (E) 2D
DZ

6003 Cm3 = T[TZD

3

60.03 cm?3 = L

e 3160.03 cm3 (2)
1’ T

D=3.37cm

La altura sera entonces:
h=6.7cm

Calcule lo que se pide en los siguientes ejercicios.

Capitulo 13. Figura planay sélido

Ejercicios de refuerzo 13.7

52. Un alfarero desea construir un juego de tazas para café cada una debe tener una capacidad

de 550 ml, didmetro superior de 10 cm y una base circular con un didametro de 8 cm.

a) Calcular la generatriz,
b) Calcular la alturay
c) Esbozar la forma de la taza.
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53. Se desea disefiar un tanque de almacenamiento de agua contra incendio el cual debe
tener una capacidad de 50,000 galones americanos. De acuerdo con la norma de la NFPA
(National Fire Prevention Asociation) éste debe tener un disefio esférico. Calcular; a) el
didmetro del tanque, b) el drea que ocuparia el tanque. Expresar los resultados en unidad

de metros).
54. Hoy en dia el uso de preservativos a Ef\
aumentado en especial el condén para /\ 2% 05
-\\_'\

varones, existiendo 6 tallas. En una
farmacéutica se quiere implementar el
proceso de fabricacién de este tipo de
anticonceptivos y se tienen las 12.5
siguientes dimensiones en centimetros,
como se muestra en el dibujo

éCalcular el volumen del condén de &\___j —

latex? & 40
[

55. Se desea disefiar un blister en el cual se colocaran 6 piezas de chicles con un arreglo de 2
filas, los chicles tienen las siguientes
dimensiones: 1.5

1.0

on

Ademas, entre cada pastilla debe existir 0.
una separaciéon de 1 cm por cada lado.
Calcular el area y el volumen total del
blister.

‘—31.8—‘

56. Una fabrica de globos pretende meter un nuevo disefio de estos, }
el molde tiene las siguientes dimensiones en centimetros.

Calcular el volumen del globo en litros. 60
10
1
ER

57. Se desea comercializar metformina en una presentacion en capsulas estas tienen una
capacidad de 0.95 mL. Dentro de la planta se cuenta con un equipo que hace particulas
esféricas de didmetro de 5.66 milimetros. a) ¢ Cuantos pellets deben colocarse dentro de
cada capsula? b) ¢Cudl es la dosis en gramos por capsulas? Considere que la densidad de
la metformina es de 1.41 g/mL.
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58. Se tiene un blister el cual posee las % 20 _‘
siguientes dimensiones en milimetros:

¢Cuantas tabletas de las siguientes
dimensiones se pueden colocar dentro
de este blister?

59. ¢Cudntos gramos de un polvo de densidad 1.3 g/cm? se requieren para hacer una tableta
de la siguiente forma?

Vista superior Vista frontal
rz% r=0.4 cm
— (N = ™
0.2cm | |
/S

N J

Vista isométrica

2.2cm
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Quimatica

La importancia de las areas y su relacion con la

catalisis

Escrito por: Dra. Eugenia Josefina Aldeco Pérez

Centro de Investigacidn y Desarrollo Tecnoldgico, CIDETEQ-CONACYT

Un catalizador es un sistema que acelera la
velocidad de una reaccién y existen tanto
en los sistemas bioldgicos (enzimas), como
en los industriales (refinacion de petréleo).

Particularmente, la catdlisis heterogénea
(que implica la presencia de dos o mas
fases), involucra un contacto del
catalizador sélido, con las materias primas
de un proceso, que pueden estar en estado
liguido o gaseoso. Uno de los ejemplos mas
comunes, son los convertidores cataliticos
de los vehiculos de combustion, donde
superficies metdlicas de platino, rodio o
paladio se fijan en los escapes de los autos,
con el fin de transformar las emisiones de
gases contaminantes en otros gases menos
toxicos, mediante las reacciones
especificadas en las Ecuaciones 1y 2:

2 CO, + 0, > 2C0, Ec.. @D
@

2NOX > XOZ+N2 Ec...

Una imagen que representa la metodologia
de uso de un catalizador heterogéneo es la
de la Figura 1, donde las particulas del
catalizador en estado sélido realizan la
reaccion de transformacion de reactivos(R)
a productos (P), fendmeno que ocurre
Unicamente en la  superficie del

. 1
catalizador".

364

ealdeco@cideteq.mx

Particula de catalizador
sy

et

Filtro

Superficie del catalizador

Figura 1. Reactor con catalizador
heterogéneo, donde se muestra como se
separan de las moléculas de reactivos (R) y
productos (P), ademas de un acercamiento
a la superficie y a la particula del
catalizador (Imagen tomada de |Ia
referencia 1.

Para explicar el fendmeno de la catdlisis
heterogénea, se utilizan varias teorias, una
de ellas es la teoria geométrica, que
consiste en hacer una correspondencia de
tipo geométrica entre los atomos activos
en la superficie del catalizador y los 4tomos
de la molécula (o sélo la parte que sera
modificada).



Para ejemplificar este concepto, se hace
uso de la reaccion de adicién de
hidrogenos al benceno, la cual es catalizada
por metales como el platino. Pensando en
un arreglo hexagonal, como el que posee el
benceno, para poder hidrogenarlo con
atomos de platino, se requieren siete
atomos de metal por cada molécula de
benceno, para que tengan ambas el
maximo contacto y se pueda llevar a cabo
la reaccion. La disposicidon espacial es un
atomo de platino en cada una de las aristas
del hexagono y uno en el centro de éste.
Figura 2.

Figura 2. Modelo de adsorcién de benceno
(molécula en azul) en una superficie de

atomos de platino (en gris) %

Referencias
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Es asi como, las superficies, y también los
perimetros, se vuelven dos pardmetros de
importancia para poder estimar el numero
de sitios activos cataliticos para una
reaccion: es posible estimar su nimero y se
calcula que en los metales es del orden de
10" dtomos por centimetro cuadrado y en
los catalizadores &cidos de 10! 4tomos por
centimetro cuadrado. También podemos
hablar de una relacién geométrica de
conversion y de eficiencia del catalizador, o
sea: por cada molécula de benceno a
transformar, necesito siete atomos de
platino, de acuerdo a las dreas asociadas
con las especies involucradas.

La definicion de la actividad catalitica es:
velocidad de reaccion en  moles
transformados por segundo y por gramo de
catalizador, la cual podemos también
expresar en numero de datomos de
catalizador’.

1. Dumeignil, F.; Paul, J.; Paul, S. Heterogeneous Catalysis with Renewed Attention:
Principles, Theories and Concepts. J. Chem. Ed., 2017, 94, 675.

2. Ayishabi, P.K.; Chatanathodi, R. Adsorption of benzene on low index surfaces of
platinum in the presence of van der Waals interactions, Surface Science, 2017, 664, 8.

3. Fuentes, S.; Diaz, G. Catalizadores ¢ La piedra filosofal del siglo XX?, 1997, Coleccion la
ciencia desde México, 1997, Fondo de Cultura Econédmica.
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Capitulo 13. Figura plana y sélidos

1. 50u? 3. 18.7u?® 5. 18u? 7. 26u? 9. 10.8u? 11. 198.6 u? 13. 7.7u? 15. 21.4u?

17. 325u% 19. 98u® 21. 628u? 62.8u 23. 754u® 502u 25. 659 u® 50.2u

27. 282 u*  2142u  29. 294 u? 228u 31. 104u® 132u 33. 1029u? 35. 35u?

37. 27.7u? 39. 523.6u3 314.16u*> 41. 54u3 10.8u® 43.377 u® 333.6 u? 45.510.5u® 822 u?
47. 193943 1130.1 u®> 49. 282.7w® 282.7u® 51.77.1 u® 2651 u*> 53. D=33m A=343m?

55. A=425cm? V=21.25cm® 57.a) 10 b)1.34 gdemetformina 59. 237 g
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14.1 Elementos estructurales de un gréfico.

14.2 Graficas de lineas, seleccién de escala adecuada.
14.3 Grafica de barras.

14.4 Histograma.

14.5 Gréfica circular.

14.6 Pictograma.

14.7 Gréfica radial.

14.8 Grafica de dispersion de puntos.

14.9 Grafica de burbujas.

14.10 Grafico tematico de mapa.

14.11 Grafico triangular.

14.12 Criterios para seleccionar el tipo de gréfica.
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11 Hementos estructurales de un grafico

La organizacion de la informacién se presenta desde
iiTengo que planear los albores de la humanidad, cuya finalidad es

mi S|gu!ente controlar y coordinar las tareas comunes que nos han
caceria!!

llevado a perdurar como especie.

Se dice que en 1644 se realizd la primera
representacion de datos estadisticos (grafica), al
mostrar las variaciones en la determinacién de la
longitud entre la ciudad de Toledo (Espafia) y Roma
(Italia). La importancia de la organizacion de Ia
informacién se dio paulatinamente, fue hasta 1765
que se utilizé por primera vez la “linea del tiempo”,
para representar los acontecimientos cronoldgicos,
estas graficas requerian la distribucién exacta de las
longitudes asi como el acomodo de los afios, por lo que
el uso de escalas para representar las variables
independientes.

Fue en el afio de 1794 que se comercializé el primer papel cuadriculado en Inglaterra con la
finalidad de hacer graficos estadisticos en menor tiempo. Se considera que el inventor de las
graficas de lineas barras es el inglés Wiliam Playfair en 1786 y en 1801 introdujo la grafica de
sectores (INEI, 2009).

De esta forma se inventd el lenguaje visual aplicable a cualquier ciencia, con lo que el punto de
vista de explicar datos e informacién. Por lo que a lo largo del tiempo los graficos han sido
expuestos de diversas maneras, en la actualidad el software comercial para elaborar una
grafica es Excel®, aunque existe un sin fin de programas potentes que cumplen con esta
funcién.

Lo primero antes de graficar es clasificar los datos que se tienen para tomar la decisién del tipo
de grafico a utilizar. Los datos en una grafica pueden ser cualitativos que se refieren a
cualidades o naturaleza de éstos por lo que no se puede representar con nimeros, tal es el
caso de los meses del aiflo o el abecedario. Si los datos siguen un orden o secuencia se les
conoce como ordinales, pero si no lo hacen se llaman categoricos.

Por otro lado los datos también pueden ser cuantitativos, en éstos si se utilizan valores
numéricos y pueden emplearse enteros; por ejemplo el nimero de tubo de ensayo o cajas
Petri, a éstos se les conocen como datos discretos si se utilizan fracciones (o decimales) como
la temperatura de reaccidn los datos son de tipo continuos.
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Una vez que se elige el gréafico por sus caracteristicas, éste debe de contener lo siguiente:

e Numero de gréfico

e Titulo

e Cuerpo
o Figura
o Escala o eje de valores
o Leyenda

o Eje de conceptos
e Pie de gréfico

o Nota

o Fuente

NUMERO DE GRAFICO

El nimero de grafico, es la clasificaciéon que se le da al grafico para su identificacién, se
constituye por dos numeros separados por un punto; el primer nimero corresponde al
capitulo en donde se ubica y el segundo a la orden de aparicidon. Por ejemplo si queremos
colocar el nimero de grafico en el capitulo dos y es la quinta grafica se tiene que es:

Grafica 2.5

Si se tiene un capitulo Unico en un trabajo se recomienda sélo numerar en forma consecutiva
el nimero de gréfico.

TiTULO

El titulo es la descripcidn que se coloca después del numero de grafico, con el objetivo de dar a
conocer las variables y sus caracteristicas de forma clara y ordenada, evitando el exceso de
informacidn. Respondiendo las preguntas:

éQué? Se refiere a la variable dependiente medida o caracteristica principal que se quiere
mostrar, por ejemplo:

e % Absorbancia de polimeros de alto peso molecular
e Curva de calibracion
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éComo? Se especifica como se obtuvo la informacion (método o técnica), también se puede
hacer referencia al concepto del eje de la variable independiente colocando la palabra “en
funcidén de”. Por ejemplo:

e Por el método de SDS-page
e En funcion de la temperatura

éCuando? Se indica el periodo o momento en que se realizé la mediciéon o se obtuvieron los
datos experimentales tanto de laboratorio como de campo. Por ejemplo:

e Enelaino 2018
e 2018

Veamos un ejemplo de titulo de grafico que responda las preguntas planteadas.

Grafica 3.6 % Transmitancia de polimeros de baja densidad por la técnica de infrarrojo, 2018

CUERPO

El cuerpo del grafico estd compuesto por la imagen donde se representan los valores
asociados a los datos y los elementos que lo constituyen son: figura, escala de ejes, leyenda y
eje de conceptos.

Figura, las cuales pueden ser lineas, rectangulos, circunferencias y poligonos. Normalmente
cuando se utiliza como figura a la linea recta, se debe de utilizar escala en ambos ejes de
valores; pero si se utilizan rectangulos por ejemplo, basta con escalar la variable dependiente
Figura 14.1.

A

80

70

50

30

10

mn (L]

a) Escala numérica en el eje "y" b) Escala numérica en el eje "x" y "y

Figura 14.1 Escalas en los ejes de graficas
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La leyenda es una descripcién de la simbologia
utilizada  (colores, densidad de color,
sombreado, etc.), con la cual se comparan

A Leyenda

valores para la misma variable, veamos la 40 Il Sacharomyces cerevisiae
Figura 14.2 en donde se compara el crecimiento - B Aspergillus Niger
de dos bacterias para una determinada 30
concentracién de sustrato.
20
Figura 14.2 Uso de leyenda y eje N
de conceptos en una gréfica > 107

-
100 50 ppm

\/

Eje de conceptos

El eje de conceptos describe las categorias o nombre de la variable independiente (la cual no
es numérica). Esta debe de escribirse en mintscula excepto la primera letra, a menos que este
eje de concepto éste supeditado a que no sea una palabra, sino la abreviacion de una
concentraciéon como es el caso que se presenta en la Figura 14.2. Si el eje de concepto tiene
mucha informacién o el texto es largo se puede utilizar una orientacién de 45 o 90° (Figura

14.3).

Mes

Enero
Febrero
Marzo
Abril
Mayo
Junio

Figura 14.3 Rotacion del eje de conceptos

El rétulo de datos se puede o no utilizar, depende si esta informacién es necesaria para una
toma de decision para algln proceso por lo que lo que se puede incluir (se recomienda ocultar
la escala de los valores dependientes), veamos la figura 14.4.

3.8

2.5

1.4

Se muestra escala con eje de valores Se oculta escala y se muestra rotulo de datos

L s LT R S W |

0

Figura 14.4 Rotulacién de datos
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PIE DEL GRAFICO

El pie de grafico se ubica en el inferior del grafico y puede ser una nota o fuente. Son
comunmente anotaciones o sefialamientos que se hacen para aclarar o destacar alguna
caracteristica de la informacion.

La nota es una aclaracion de alguna caracteristica de una variable, por ejemplo alguna
caracteristica termodinamica particular de experimentacién como temperatura, presion,
volumen.

Por otro lado la llamada es una aclaracion de interpretacidon conceptual que indica lo que
significa alguna abreviatura utilizada en el grafico. Para ello se utilizan por lo general dos
puntos y seguido precedido de su significado.

La fuente de un grafico es la referencia de donde se ha obtenido la informacién e indica
mediante quien es el autor y afio en que se generd la informacion, con el fin de orientar al
lector para la consulta directa. La fuente se escribe en la parte inferior del grafico alineada al
margen izquierdo después de una nota o llamada (si tiene), puede ser institucional o de un
autor. Si es una institucién se escribira el nombre o siglas de la institucion o departamento,
después un guién para anotar el nombre del documento, finalmente una coma para escribir el
afio del mismo.

Fuente: SEMARNAT- Estadistica marina, 2018

Si la fuente es un autor, se escribird el primer apellido de éste, después una coma para colocar
el afio de la publicacién.
Fuente: Hernandez, 2018

Ahora si la fuente es una publicacion efectuada por dos autores, se separan los apellidos de
éstos con una “&”, por ejemplo:

Fuente: Herndndez & Ramirez, 2018

Finalmente si son mas de dos autores, se escribe el apellido del autor principal después la
palabra en cursivas “et al” que significa “y otros” seguido de una coma para escribir el aio, por
ejemplo:

Fuente: Hernandez et al, 2018

Los elementos estructurales de un grafico se pueden observar en la figura 14.5.
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Eje de valores Leyenda

MNumero

Titulo
de grafico

If.‘_,,.\\.Figu ra 3.12 Absorbancia de diferentes concentraciones de acidos

100 /l\
00 Eo2m
80 oam

70
&0

50

Absorbancia

40

30
20

10

HCl H3PO, CH3COOH  HgCgO

Acidos

Nota: Las determinaciones se llevaron a cabo a 520 nm y 620 nm, para
medir la concentracién aparente de antocianinas.

Fuente: Florencia Salinas, 2015

Cuerpo

Pie de grafico Eje de conceptos

Figura 14.5 Esquema de un gréfico
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12 Gréaficas de lineas, seleccion de [a escala adecuada

La escala de una grafica se coloca sobre los ejes iniciando en cero, aunque se pueden mover
estos ejes al valor de la frontera inferior (Figura 14.6), por la inexistencia de pares ordenados

que graficar.

H y

A A
51 - 5 [L/_7O
4 [Frontera I |

inferior r//
3 F 4 =
My )./
2 82 ' =
1 SE 340
T T T > X t‘ ) X

Figura 14.6 Desplazamiento de los ejes hacia las fronteras inferiores

Muchas veces requerimos por conveniencia ajustar la escala de alguno de los ejes, en la
mayoria de los Software de graficacion lo hace, seleccionado la grafica y “aumentando” o
“contrayendo” ésta, dimensionandose directamente la graduacién.

También se puede graficar datos en donde una variable independiente tenga dos variables
dependientes; como es el caso de la Figura 14.7 en donde se registraron valores para la
evolucidon de cambio de color se representan los maximos de absorciéon (eje izquierdo) y las
longitudes de onda (eje derecho), para los diferentes valores de pH. Nétese que en la grafica
existen flechas indicadoras que sefialan la dependencia de la curva con el eje.
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0

pH
Figura 14.7 Grafico con dos escalas diferentes en el eje “y” utilizado para la variacion de la
absorbancia y la longitud de onda
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GRAFICO DE LiNEA SIMPLE

Un gréfico de lineas es una representacién en un eje cartesiano de la relacion que existe entre
" . n

las variables (independiente “x” y la dependiente “y”), reflejando claramente los cambios
producidos, es decir, se puede ver una tendencia en la informacion.

A En este tipo de grafico se presenta
el cambio de una sola variable,
respecto a la variable
independiente; por ejemplo la
absorbancia® de un  analito
(concentracion de albumina en
suero, fosforo en yema de huevo,
glucosa en sangre entre otros) la
A B N —>  podemos ver en la Figura 14.8 en la
0.2 0.4 0.6 0.8 cual se observa la tendencia del

Albimina (mg) aumento de ésta respecto de la

0.15-

0.1

Absorbancia

0.05

Mota: Datos proporcionados por el Laboratorio de Biologia cantidad de albimina.
Celular y de los Tejidos (BCT), FES Zaragoza, UNAM, 2018,

Figura 14.8 Gréfico de linea simple utilizado para la
absorbancia de la albdmina de huevo

GRAFICO DE LINEA MULTIPLE

En este grafico se presenta el cambio de mas de una variable mediante lineas, con el objetivo
de comparar las tendencias, por ejemplo en la comparacién de aditivos enzimdticos que se ve
en la Figura 14.9.
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140 [ / \
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100 — /
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/

20

1 1 |)
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48

Tiempo (horas)

Fuente: Bertsch et a/, 2010

Figura 14.9 Grafico con dos variables dependientes, para representar la actividad enzimatica
en glucoamilasas en cocultivo (linea verde) y monocultivo (linea azul) durante un proceso de
fermentacidon microbiana
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GRAFICO DE AREAS O FRANJAS

A esta gréfica también se le conoce como de componentes, se usa para mostrar las areas que
componen la serie de datos. Esta se puede utilizar en volimenes de reaccién o para comparar
la cantidad de tiempo que se requiere para una reaccidn con un reactivo frente a otro reactivo.
Por ejemplo en la Figura 14.10 se tiene una grafica de drea en la que se visualizan los cambios
de fase desde el hielo (sélido) hasta la evaporacidn, el drea representa el calor necesario para
ello.

A

) 120 /
© * b
2 80
B /
(]
? 40 / Liquidoy !Vapor
2 / Vapor

0 Solidoy T, .

Solido] Liquido | HYIdO >

Tiempo
Figura 14.10 Grafico de area que representa la curva de calentamiento del agua a presién

atmosférica

En la Figura 14.11 se tiene una grafica de area apilada, en donde se compara la variacion de la
resistividad eléctrica para dos regiones de trasformacion de una aleacién de aluminio.

A

—
S

10

Resistividad electrica ( **“cm)

0 100 200 300 400 500

Temperatura de recocido no-isotérmico (°C)

Fuente: Ochoa et al, 2008

Figura 14.11 Gréfico de area apilada utilizado para la variacion de la resistividad eléctrica con
la temperatura en el aluminio AA-6061 para velocidades de calentamientos variables
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113 Graficas de barras

En estas graficas los datos se representan con rectangulos, sobre el eje de conceptos; también
se utilizan cilindros y piramides rectangulares; la altura o longitud de éstas representan el valor
de los datos, se recomienda un maximo de 15 barras. Las caracteristicas de este tipo de
graficos, los cuales son:

a) Elancho de la barra debe ser uniforme en todas las barras.

b) La separacidn entre las barras debe ser igual.

c) Lalongitud de las barras debe ser proporcional a la cantidad que representa.

d) Ladisposicidn de las barras puede ser horizontal o vertical.

e) Las barras se colocan de acuerdo a la frecuencia o al valor asociados a él (de mayor a
menor).

f) En graficas de barras multiples (horizontales o verticales) se deben usar como maximo
cinco categorias.

GRAFICO DE BARRAS HORIZONTALES

Estas gréficas son idénticas a las verticales en cuanto a sus caracteristicas, a diferencia que el
uso de ésta se recomienda cuando los textos del eje de conceptos son extensos. Aunque
cuando sea necesario colocar las barras en un orden especifico (por ejemplo colocar las barras
por meses) se puede hacer la excepcion a la regla mencionada en el inciso e).

China 30%

Estados Unidos

0 5 10 15 20 25 30

Fuente: United States Environment Protection Agency, 2017

Figura 14.12 Gréfico de barras horizontales utilizado para representar a los paises mas
contaminantes del mundo por biéxido de carbono
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GRAFICO DE BARRAS VERTICALES

Este tipo de grafica se le conoce como de “columnas”, las bases de los rectangulos se
distribuyen en el eje “x”, y la altura representa el valor del dato. Existen dos tipos de graficas
de barras las simples y las comparativas (de dos o mas series de datos). En la Figura 14.13 se
presentan estos dos tipos.
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25 M BCs
2 60 B scs —
a 20 OMS
g ] ® °0-
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m —
£ 15+ ® 40
3
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& 10—

20 —
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-
1 z 3 4 5 Hidratos de Grasas
n: nimero de moléculas de CHz0 que carbono
contiene el oligdmero

Distribucién de los oligdmeros de Comparacion de la distribucion

metilenglycol en solucion acuosa 40% energética de los macronutrientes en

en peso de CH,0 a 35 °C barras de cereales seca con las

recomendaciones de la OMS
Fuente: www.textos cienctificos.com, 2018
Fuente: Olivera et al, 2012

Figura 14. 13 Gréficos de barras comparativas

GRAFICO DE BARRAS APILADAS

Las graficas de barras apiladas o superpuestas (horizontales o verticales) tienen el objetivo de
comparar dos o mas variables sobre una sola barra, mostrando cifras absolutas o relativas
(Figura 14.14).
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.

Humano Alfalfa Bacteria
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Oxigeno Carbono Hidrdgeno Nitrégeno,
Fasforo y Azufre

Fuente: http://quimica-de-los-seres-vivos-gard.blogspot.com

Figura 14.14 Gréfico de barras apilada que explica la distribucion de Oxigeno, Carbono,
Hidrégeno, Nitrégeno, Fésforo y Azufre en tres organismos

De la misma forma la altura de cada categoria representa la contribuciéon de cada componente.

GRAFICO DE BARRAS CON EJE CENTRAL

Este tipo de grafica se le conoce mejor como poblacional y se representa como una piramide
en donde las barras se acomodan de forma horizontal comparandose entre ellas (una
categoria del lado derecho y la otra del izquierdo) separdndose por un eje central; se pueden
utilizar valores absolutos y en porcentajes. Cada barra representa un grupo contenido en un
intervalo de valores, por ejemplo el grupo de edad entre 0 y 4 afios en la categoria de
hombres.
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Las piramides pueden ser progresivas; es decir, que muestran un crecimiento o pueden ser
estancadas o regresivas; esto es, que explican un envejecimiento (Figura 14.15), aunque es
normal que existan graficas desequilibradas en las cuales no se exhibe una tendencia.

- r - > - >

a) Tipo Progresiva b) Tipo estancada c¢) Tipo regresiva

Figura 14.15 Tipos de gréficas poblacionales

Estas graficas no son exclusivas de poblaciones y se pueden utilizar para contrastar dos
categorias, por ejemplo en la Figura 14.16 se presenta una estimacion sobre las enfermedades
transmitidas por alimentos en Estados Unidos en el 2011; con dos categorias que son
enfermedades y muertes y en los grupos se encuentran a los microorganismos.

Enfermedades Muertes

Morvirus

Salmonella,
no tifoidea

Clostridium
perfringens

Campylobacter spp.

Staphylococcus
aureus

Taxoplasma
gondii

Listeria
monocytogenes

- ; >

60 45 30 15 0 15 30 45 60

Porcentaje
Fuente: CDC, 2011

Figura 14.16 Grafico de barras comparativas utilizada para los principales patégenos que
contribuye al contagio de enfermedades por alimentos y muertes
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GRAFICO DE BARRAS DE ERROR

Las barras de error se utilizan para indicar el error de una medicion, es decir la incertidumbre
de un valor, la cual da idea de cuan precisa es una medicion. Dependiendo de la disposicién de
las barras, el error se puede representar de modo vertical u horizontal.

Error superior

e

Dato

Error inferior

Figura 14.17 Error en una barra vertical

Las barras de error se utilizan para la desviacion estandar, error estandar e intervalos de
confianza. Si la linea de error es pequefa indica que el valor promedio trazado es mads
probable, mientras que una barra larga indica que los valores estan mas dispersos y que son
menos confiables. La longitud de cada par de error debe de ser igual en ambos lados (Figura
14.18).

2-metilbutirato de etilo

Hexanoato de etilo

Octanoato de etilo

3-hidroxibutirato de etilo

4-hidroxibutirato de efilo

Acetato de isoamilo

Acetato de 2-feniletilo

>

0 100 200 3200 400 500
ng/L

Fuente SERIDA, 2011

Figura 14.18 Grafica de barra de error parea la concentraciones promedio y desviacion
estandar de algunos compuestos volatiles en la sidra
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[t4 Hisfograma

La grafica de barras se utiliza para representar datos cuantitativos (discretos) o datos
cualitativos, se utiliza para organizar grandes cantidades de datos, por ejemplo en la Figura
14.19 se observa la distribucion de frecuencias de las mediciones de la temperatura ambiental
y podemos ver que la mayoria de los dias la temperatura se encuentra entre -5y 15 °C.

A

400

300

200

Frecuencia

100

| >
-40 -30 20 -10 0 10 20

Temperatura (°C)
Fuente: Qlik Data Martket, 2017

Figura 14.19 Histograma de la temperatura promedio diario en el norte de Suecia de 2010 a
2017

La frecuencia que aparece en esta grafica hace referencia la cantidad de dias que tuvieron una
temperatura promedio indicada en la escala; por ejemplo para la barra de -10 Celsius, se
tuvieron poco mas de trescientos dias que presentaron esta temperatura promedio. El
intervalo de la categoria puede ser calculado para establecer una tendencia.

115 Gréfica circular

Nitrogeno
78%

Este grafico nos permite ver la distribucidén interna de los
datos de manera porcentual. Consiste en dividir en una
circunferencia un circuito de sectores cuyas superficies sean
proporcionales (respecto a 360°) a los porcentajes de los
datos.

Oxigeno
21%
Figura 14.20 Relacion del
angulo-porcentaje en una
grafica circular

Estas graficas nos resalta la magnitud relativa de los datos
respecto al total. Por ejemplo en la Figura 14.20 Se observa
la relacidn del porcentaje de los gases que constituyen el aire
con el angulo correspondiente; es decir que 78% le
corresponden 280° y para 21% 75.6°.
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Existe también una variante de esta gréfica, conocida como grafica de anillos, la ventaja que
presenta sobre una gréfica circular es que se puede presentar informacion en el espacio en
blanco del centro como una imagen (Figura 14.21) u otra categoria de datos.

Otms
Latlnoamerlca

Morteameérica

Asia-Pacifico

Unidn Europea

Fuente: Secretaria de Economia, 2013

Figura 14.21 Gréfica de anillos utilizado para explicar la participacién regional de produccion
farmacéutica mundial en el afio 2012

1t Pictograma

En una grafica de pictograma, se sustituyen los elementos abstractos por imdagenes relativos al
tema; por ejemplo si se habla de la produccidon de etanol en México, se puede sustituir las
barras por tubos de ensayo y las categorias (afio) por el dibujo de una nota (ver Figura 14.22),
también se pueden apilar o agrupar dibujos para indicar de manera proporcional el valor de

cada categoria.
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Fuente: Pérez, 2017

Figura 14.22 Pictograma de la produccion de etanol en México
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1t/ Grafica radial

El tipo de grafico radial también es conocido como telarafa y se utiliza para comparar el
comportamiento de los datos, éste grafico puede representarse mediante un poligono
(numero de lados corresponde al nimero de categorias) o mediante una circunferencia en
donde cada una representa la escala, veamos el trazado para una composicién quimica de las
aleaciones de Al-Li en las que el elemento aleante principal es el cobre y el litio (ver Figura
14.23) y pequenas cantidades de zirconio y otros elementos (Zinc, Magnesio, plata y
manganeso), para el desarrollo de materiales metdlicos en aerondutica.

2090

8091 8090
Fuente: www.interempresas.net, 2012

Figura 14.23 Grafico radial que representa la composicién quimica de las aleaciones Al-Li

1t8  Grafica de dispersion de punfos

La gréfica de dispersién de puntos permite ver si existe o no un grado de correlacién entre dos
variables; si no existe se dice que es nula, si la hay entonces puede ser lineal positiva o
negativa o no lineal (Figura 14.24). Se dice que es nula cuando las variables son
independientes entre si y no presenta ninguna tendencia; cuando es lineal positiva se tiene en
el aumento del valor de “x” un incremento en el valor de “y”; pero cuando es una lineal
negativa se tiene en el aumento del valor de “x” un decremento en el valor de “y” y finalmente
cunado existe una correlacién que no muestra una linea se dice que no lineal.
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o [=-1 ° oo o
o 90 0 o o o
o ° o ’ ° 00°° ’ 2 ° o° ° go
° 4 o o 00° % o 000 o
o® ]
> y > r
a) Nula b) Dispersion positiva c) Dispersién negativa d) No lineal

Figura 14.24 Tipos de dispersiones en una grafica de puntos

Para las gréficas de dispersidn lineal, se puede dibujar una recta de regresion lineal simple,
obtenida por un ajuste matematico, cuya ecuacion es:

Y =A+BX Ec...(D
Ddnde:
Y  Eslavariable dependiente.
A Eselvalor de la ordenada, donde la linea de regresidn se intercepta con el eje y.
B  Es el coeficiente de regresion (pendiente de la linea recta).
X  Eslavariable independiente.

Para encontrar la recta que ajuste a la dispersidon de puntos se puede utilizar el método de
minimos cuadrados, cuyas ecuaciones son:

n

;(xi —0)0i =) Ec...®)

n

> - 02

i=1

Donde:

]

Valor de la variable independiente para la observacién i-ésima.
Valor de la variable dependiente para la observacion i-ésima.
Valor promedio de la variable independiente.

Valor promedio de la variable dependiente.

< RIS

Una vez que esta la linea de tendencia, se calcula el coeficiente de correlacion de Pearson (r),
que toma valores de -1 a 1, el cual es un indicativo del grado de correlacién, en términos
generales:

“ Definicion

Si—1 < r < —0.7 se determina que existe correlacion negativa.
Si —0.7 < r < 0.7 se determina que no existe correlacién.
Si 0.7 < r < 1 se determina que existe correlacion positiva
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La forma de calcular el valor de r es mediante la siguiente ecuacidn:

ny_(Zny)
r= > I > Ec...(®)
J@ﬂ(mw@y @w)

También se obtiene el coeficiente de determinaciéon conocido como R?, que de la misma
manera nos permite evaluar el ajuste de la linea de tendencia y toma valores entre 0y 1, un R?
cercano a 1 indica un buen ajuste

v -5
> G-
i=1

Donde Y es la estimada por la regresion lineal de la ecuacion (1)

Desde Excel® se puede obtener tanto las regresiones para una dispersién de puntos como el
coeficiente de determinacién, basta con activas el formato de linea de tendencia y activar las
dos ultimas casillas a que se hacen referencia en la imagen.

Formato de linea de tendencia ? it

Opdones de linea de tendenda | | Opciones de linea de tendencia

Calor de linea Tipo de tendendia o regresidn
Estilo de linea () Exponencial
Sombra

=1 ® Lineal
Iluminado y bordes suaves —

11 O polinémica Orden |2 =
() Potencial
) Media movil Periodo: |2 =

Mombre de la linea de tendenda
®) Automaticor  Lineal {i)
(O Personalizado:

Extrapolar
Adelants: (0.0 periodos
Hada atras: (0.0 periodos

[ sefialar intersecdén = 0.0
[ Presentar ecuacidn en el gréfico

[ Presentar el valor R cuadrado en el gréfico

Cerrar

Imagen 14.1 Opciones en una grafica de dispersion de puntos para obtener la regresion lineal
y el coeficiente de determinacién en Excel®
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Por ejemplo en la Figura 14.25 se representa la productividad primaria neta respecto a la
precipitaciéon pluvial en milimetros de agua, en los pastizales de Estados Unidos. Se realizé un
analisis de regresion lineal simple obteniéndose los estimadores puntuales, con una ordenada
al origen de -34 y una pendiente positiva de 0.6, finalmente el coeficiente de determinacion es
0.9.

Produccion (g}'mzl
I~
=
(=]
1

3 PPN=-34+0.6P
41798 RZ =0.9

T T T T T —
200 400 600 800 1000 1200 1400

Precipitacion (mm)
Fuente: www.agro, 2015

Figura 14.25 Grafica con regresion lineal para la relacion de la productividad primaria neta y
la precipitacidn pluvial en Estados Unidos en 1988

1td  Grafica de burbujas

La grafica de burbujas, muestra las series como un conjunto de simbolos (normalmente
circunferencias, aunque puede ser alguna variante de estos, como gotas, esferas, etc.).
Veamos la produccion de algunos energéticos (Barriles diarios) en México en el afio 2007 y su
costo, asi como el poder caldrico que aporta cada uno (tamafio de la burbuja).

A

“3‘ 120_ Gasc—lina. Diesel
s O
= I\ Etanol C
L -
° 40 D Gas LP
S 0
T T T T T T )’

0 20 40 60 80 100

Produccion (miles de Barriles diarios)

Fuente: Eurostat, AIE y Resolucidn de la Secretaria de Estado de Energia, 2013.

Figura 14.26 Gréfica de burbujas que representa el costo de los principales combustibles en
México en 2007
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[t10 GraFico feméfico de mapa

Un gréafico de mapa tematico es una cartografia en donde se plasma un fenémeno geografico,
el cual puede ser representado con datos cualitativos o cuantitativos, para este ultimo se
pueden utilizar encima del mapa con divisién territorial otro tipo de graficos, las variantes son:

1.

v

Trama. Es aquel que utiliza colores (también llamado coroplético) a los cuales se les
asigna un rango definido.

Simbolos proporcionales. Se le asigna un simbolo (una circunferencia por ejemplo) y el
tamano de este es proporcional al valor a representar.

Tramas y simbolos proporcionales. Es una combinacion de las dos anteriores, se le
asigna a un signo un color.

Barras. Se colocan barras proporcionales al valor a representar.

Gréfico circular. Se utilizan en el mapa graficos circulares, con su cédigo de colores.

De Flujo. Se utilizan flechas para indicar salida y llegada, con cddigo de colores para
indicar el valor asignado, éste es muy utilizado para explicar fenémenos de migracién
poblacional.

En la siguiente grafica (de tipo simbolos proporcionales), se muestra las incautaciones de
marihuana en algunos paises de América, observandose que los incrementos de mas de 10%
estan en México y Estados Unidos.

Estados Unidos

2 108.5

Bahamas

.162

k Trinidad y Tobégq
Nicaragua 1.0 @2.3

México
1311.3

—.

Costa Ric

3.1
. Incremento (>10%)
O Estable (+/-10%)
. Decremento (>10%)

" QOpert’3.0 Brazil 11.
Fuente: Tomado de UNODC, 2012

Figura 14.27 Gréfica tematico de mapa utilizado en las Incautaciones de Cannabis 2008-1012
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1t Gréafico frianqular

Un grafico triangular es comiUnmente utilizado para representar tres variables los cuales
suman un valor constante; como la composicidn porcentual o fraccionaria, estos son
comunmente llamados diagramas ternarios, son utilizados en fisicoquimica, metalurgia,
geologia, mineralogia, genética de poblaciones (diagrama de Finnetti) o en teoria de juegos
(diagrama simplex).

Veamos un ejemplo de en donde se representa la textura del suelo, utilizando los tamafnos de
particulas de arena, arcillay limo (Figura 14. 28).
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Nota; USDA (Departamento de Agricultura de Estados Unidos)

Figura 14.28 Grafico triangular utilizado para representar la textura de suelo segin la USDA,
en funcién de arena, limo y arcilla
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112 Crirerios para seleccionar el fipo de gréfica

Se presentan algunas sugerencias para seleccionar un gréfico segln sea el caso:

1.- Grafica de barra vertical: Son apropiados para presentar informacion a lo largo del
tiempo.

2.- Grafica de barra horizontal: Es mejor que las barras verticales por la facilidad de
lectura de las etiquetas.

3.- Grafica de barra superpuesta: Permite comparar varias series de datos.
4.- Grafica piramidal: Es la indicada para analizar poblaciones.
5.- Grafica de lineas: Se utiliza para encontrar tendencias en los datos.

6.- Grafica de circular: Se emplea para mostrar el porcentaje o fraccion de un total
(apropiado para cinco o seis partes).

7.- Grafico logaritmico: Usado para graficar valores con escala muy grande.

8.- Grafica radial: Compara varios elementos al mismo tiempo, mediante el uso de
poligonos o circunferencias.

9.- Grafico de barras de error: Permite analizar el error en una medicion.

10.- Pictograma. Es una variacién de la gréfica de barras (vertical u horizontal) en donde la
barra se sustituye por un dibujo.

11.- Grafico de burbujas. Muestra una dispersidon de puntos, adicionando un dato que le
infiere un tamafio proporcional al tamafio de burbuja.

12.- Grafico tematico. Es una combinacién entre el grafico de burbuja y un mapa
geografico.

13.- Grafico triangular: Utilizado para analizar componentes ternarios.

Existen algunos errores que se deben de evitar para la presentacion de un grafico, los cuales
son:

a) Ejes sin identificacion vy sin unidades.

b) Titulos extremadamente extensos.

c) Gréfico muy complejo de interpretar.

d) Un grafico con mas de 15 barras.

e) Un gréfico circular con mas de 6 componentes.

f) Seleccionar mal la escala (se recomienda siempre partir de cero, aunque existe sus
excepciones).

g) Omisidn de la leyenda cuando es necesario.

h) Uso excesivo de lineas secundarias en los ejes.
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LOS PRINCIPIOS BASICOS PARA CONSTRUIR UN GRAFICO

Las siguientes recomendaciones daran una manera sencilla de iniciar la construccidon de un
grafico, como se sabe actualmente el trazado de un grafico se hace uso algun software como
Excel®, por lo que antes se debe de cerciorar de lo siguiente:

1.- Orden: Las variables cuantitativas deben de ordenarse, a menos que siga un orden de
manera natural (los meses del afio por ejemplo). El orden preferible serda de mayor a
menor.

2.- Homogeneidad: Es preferible presentar varios graficos cuando se tiene un conjunto con
varias variables.

3.- Autosuficiencia: El grafico debe de tener lo suficiente para interpretar la informacion, es
decir, el usuario debe de entender de manera inmediata el grafico; esto implica que debe
de tener un titulo comprensible, los ejes identificados y una seleccién adecuada del tipo del
grafico y el uso de leyenda si es necesario.

4.- Densidad: Debe evitarse un grafico muy cargado, normalmente esto ocurre en los graficos
tematicos.

5.- Enfasis: Debe de destacarse los elementos centrales de una grafica, como las barras o la
linea de tendencia, los demas elementos como contornos, o lineas de los ejes deben de
tener un trazo mas tenue. En un histograma solo deben de utilizarse lineas de referencia
para evaluar correctamente las cantidades.

6.- Contraste: Se deben utilizar colores que contrasten si se requiere comparar varias

categorias. O en su defecto tramas para crear una diferencia (no utilizar mas de 6). También
se pueden combinar las ramas con los colores aunque no es muy recomendable.

Existe una gran variedad de tipos de gréficos y para el interés del lector se preparé la siguiente
tabla.
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Tipos de graficos
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OO NOOULL B WN K

N
= O

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.

. Diagrama de Arco

. Grafico de area

. Grafico de barras

. Diagrama de cajas y bigotes

. Nube de ideas o mapas mentales
. Grafico de burbujas

. Mapa de burbujas

. Grafico de bala

. Calendario

. Grafico de velas

. Diagrama de cuerdas
Mapa coroplético

Mapa de arbol circular
Mapa de conexién
Gréficos de densidad
Gréfico de anillos

Mapa de puntos

Gréfico de matriz de puntos
Barras de error

Diagrama de flujo

Mapa de flujo

Diagrama de gantt

Mapa de calor con matriz
Histograma

Gréfico ilustrativo
Grafico de Kagi

Gréfico de lineas

Gréfico de Marimekko
Griéfico de barras multiples
Diagrama de red

31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.

Rosa de Nightingale

Diagrama de acordes sin cintas
Grafico OHLC

Grafico de coordenadas paralelas
Graficos de conjuntos paralelos
Pictogramas

Graficos de sectores circulares
Gréfico de punto y figura
Pirdmide de poblacion

Grafico proporcional de area
Gréfico radial

Gréfico de barras radiales
Gréfico de columnas radiales
Diagrama de Sankey

Gréfico de dispersion

Gréfico de rango

Diagrama en espiral

Gréfico de areas apiladas
Gréfico de barras apiladas
Diagrama de tallo y hoja
Gréfico de torrente

Diagrama de rayos de sol
Tabla de conteo

Linea de tiempo

Tabla de tiempos

Diagrama de arbol

Mapa de arbol

Diagrama de Venn

Diagrama de violin

Nube de palabras
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Quimatica

Punto de equilibrio y desarrollo. Un brevisimo

esbozo

Imagino, y constato en lo que vivo y
experimento a diario, cédmo desde |Ia
antigiedad se viene sistematizando
informacidén, datos, construyendo en el
imaginario y en la practica, lo que hoy
somos, tenemos, destruimos,
transformamos... como Humanidad. La
comprobacidon de lo que afirmo esta en las
propias culturas, milenarias algunas y tan
diversas, otras extintas, pero cuyos rastros
y signos han dejado, que van dando forma,
contenido y sustento, para que el Hombre
siga viviendo en este planeta y tratando de
explicarse muchas interrogantes. Me
planto sobre algo que en mi cotidianeidad
se presenta y que tiene que ver con
aspectos de finanzas, desarrollo rural,
produccién y productividad agropecuaria y,
sobre todo, bienestar, y constantemente
me cuestiono en el concepto y definicion
sobre qué es el punto de equilibrio y para
qué sirve. Y las matematicas siempre
aparecen, algunas veces en operaciones
aritméticas, de sumar y restar, otras mas
complejas como en el manejo de
escenarios y sensibilidad en cuanto a
riesgos (hay dinero en medio) en cuanto a
preguntas como équé pasaria en la tasa de
rentabilidad si muevo tal o cual variable?,
ées factible que el productor que necesita
crédito logre pagar lo que la institucidn le
presta? O, mas aun éien qué momento de
la vida del proyecto el solicitante no gana
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ni pierde, es decir, logra el punto de
equilibrio y sigue siendo productor?

En términos de contabilidad de costos, el
punto de equilibrio es aquel punto de
actividad (volumen de ventas) donde los
ingresos totales son iguales a los costos
totales, es decir, el punto de actividad
donde no existe utilidad ni pérdida. Hallar
el punto de equilibrio es hallar el numero
de unidades a vender, de modo que se
cumpla con lo anterior (que las ventas sean
iguales a los costos)’.

En términos llanos, el punto de equilibrio
es el sitio en donde no se pierde ni se gana;
es como pensar en donde el ying y el yang,
la noche y el dia, el hombre y la mujer, mi
consumo y gasto, entre muchas otras
cosas, encuentran el punto exacto en el
que la armonia es tal, que no pierdo ni
gano; o, si se quiere, por poner un ejemplo
mas popular, imaginar una cancha de
futbol, donde el centro de ese espacio de
juego, en el que se coloca el balén en el
primer segundo de iniciado un partido, en
el momento exacto en el que el arbitro

1
http://www.fadu.edu.uy/marketing/files/2013/
04/punto_equilibrio.pdf



hace uso del silbato y en donde, por
fortuna para uno de los equipos, la pelota
no ha tocado el interior de la red de una de
las porterias, o lesionado o expulsado
algun jugador. Las matemadticas también
estan alli con algunos ingredientes mas: la
probabilidad y el tiempo.

En la agricultura mexicana y las
instituciones que operan para favorecer el
desarrollo rural sucede algo muy parecido
a lo que a grandes rasgos comento en el
parrafo anterior. Se presentan una
diversidad de actores, empezando por los
sujetos del desarrollo, agricultores
(campesinos y agroempresarios) con
capacidades tan disimbolas que para cada
uno de ellos, sobre todo para los mas
débiles en términos de condiciones de vida
y produccidn, el significado de ganar o
perder, de ganar mds o perder mas, se
entiende desde diferentes espacios como:
gué politica agricola formula el Estado, qué
incentivos como productor tengo para
impulsar mi unidad productiva y en el
mejor de los casos vender a un buen precio
mi producto (en donde mi punto de
equilibrio dé para tener una utilidad y por
lo tanto no pierda), qué tantos
competidores me rodean o participan en el
mercado al que aspiro llegar (no sélo en el
espacio local sino hasta en el internacional)
y, algo fundamental y que en ocasiones a
quienes vivimos en las ciudades se nos
olvida: las condiciones del tiempo y clima
que son elementos que al productor en los
espacios rurales a diario los sujeta, los
domina, los controla hasta el grado de,
bajo un sincretismo religioso y ancestral, se
encomiendan para que su punto de
equilibrio no se desbalancee hacia Ia
obtencidn de pérdidas.

Para una institucion cuyo patrimonio se
integra de recursos publicos y cuyo objeto
es financiar el desarrollo a través del
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crédito, también es dificil la operacion; por
un lado, porque su mandato es orientar
esos recursos hacia unidades productivas
cuyos proyectos deben demostrar no sélo
viabilidad econdémica sino  también
factibilidad financiera; es decir, que
asegure su éxito en cuanto a que los
numeros que arroje su balance le den lugar
a pagar (devolver) el crédito mas los
intereses pactados y que ademas le
asegure una permanencia en el tiempo,
para impactar en el desarrollo y bienestar
de quienes integran esas unidades
productivas y mds, cuando se abarcan
circuitos que rebasan la autosuficiencia de
alimentos para la familia y para la sociedad
entera. Y es dificil para esa institucion
porque ésta también tiene que cuidar de
ese patrimonio que la haga viable a través
del tiempo, de tal forma que su punto de
equilibrio siempre esté en positivo (para no
hablar de ganancias pues su légica es la de
ser una entidad publica cuyo fin estd lejos
de la de lucrar como lo haria cualquier
empresa privada); la institucidon, por lo
tanto, también estd inmersa en la l6gica de
esa tipologia diversa de productores que
tienen presencia en el campo mexicano. Si
las condiciones climaticas son adversas
entonces también las condiciones para
recuperar los préstamos serdn dificiles y el
punto de equilibrio —dependiendo los
indices de cartera vencida que se vayan
proyectando- se vera impactado y por lo
tanto en riesgo el patrimonio de la
institucion. El punto de equilibrio esta, por
lo tanto, inmerso en circulos virtuosos o
circulos viciosos en donde la unidad mas
pequefia hasta la mas grande, tendran un
efecto en el ganar o perder de una
sociedad, en donde todas las unidades
econdémicas —ya no sélo las agropecuarias-
convergen, dependiendo la actividad a la
que se dediquen y el control que éstas
tengan de la mayor parte de las variables
que las afectan.



El avance técnico y tecnoldgico favorece la
manera como se evalla todo el bagaje de
datos que se logran sistematizar en la
formulacion y propuesta de un proyecto
productivo, de inversidn (no sélo en el
reflejo de los estados financieros, balance,
proyecciones de produccidn, tasa interna
de retorno, entre  otros  datos
fundamentales, que son el reflejo de un
pleno dominio de la actividad productiva, a
través de la experiencia en el manejo de los
ciclos agricolas), que aspira a ser aprobado
por una institucidon que se dedica a
financiar dichas iniciativas, no sélo por
demostrar una rentabilidad positiva -
cuando esto sucede- sino porque, cuando
estd bien formulado y éticamente
planteado, existe la probabilidad mayor de
que la entidad financie dicho proyecto, lo
que significa que en la mayoria de los casos
se demuestra un estadio por arriba del
punto de equilibrio y el retorno del recurso
prestado. El reto de unas décadas a la
actualidad, esta en introducir variables que
favorezcan un equilibrio también con los
recursos -sobre todo los naturales-, para
que haya un pleno punto de equilibrio
entre lo que nos da la Naturaleza, lo que
extraemos de ella, y lo que podemos
regresarle, para que siga garantizando
nuestra permanencia y de todas las otras
especies sobre la Tierra; en este sentido, el
punto de equilibrio siempre debe estar a
favor de que la Naturaleza también gane y
no pierda.
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Podria concluir en que el punto de
equilibrio lo es también, el punto donde
convergen el plano de la felicidad e
infelicidad de todas y todos, en donde la
aspiracion, idealista, al fin y al cabo,
deberia ser en donde la Humanidad
completa, con su complejidad y diversidad,
uniera fuerzas para poder hacer de ese
magno punto de equilibrio, el espacio en
donde el cuadrante de pérdidas fuera un
minimo espacio y el cuadrante de
ganancias fuera el mds amplio posible y en
donde cupiéramos tod@s bajo Ia
perspectiva de un largo aliento y alcance
en el tiempo, pensar en que la era
Antropocéntrica —asi denominado el actual
momento en la Historia por el gran
impacto de la especie Homo sapiens sobre
la Tierra y sus condiciones- sea de
florecimiento y no de destruccion.



A

Angulos entre dos rectas
Aplicaciones de las ecuaciones de primer grado
Area

Area superficial

Binomio de Newton

Binomio al cubo

C

Calculo de porcentajes
Caélculo de raices n-ésima
Cocientes notables

Comparacidn de fracciones
Complementacion del trinomio

Criterios para seleccionar el tipo de grafica

D

Deduccién de la férmula general
Diferencia de cuadrados

Diferencia y suma de cubos

Divisidn sintética

Indice alfabético

172 E
176 Ecuaciones de primer grado
334 Con coeficientes enteros
345 Con coeficientes fraccionarios
Fraccionarias
Ecuaciones
135 Logaritmicas y exponenciales
132 Elementos estructurales de un

grafico.
Escalas log-log y semilog

Expresiones logaritmicas y
exponenciales

60
88 F
140 Factor comun
34 Factorizacion
250 Numero entero positivo en
nameros primos
384 Por agrupacién de términos
Figura plana y sélido
Funcién cuadratica
231 Funcidn lineal
Ordenada al origen, pendiente y
243 L.
ecuacion de la recta
245 Método grafico
253
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160
160

165
168

276

368

287
262

240

24

242

339

220

152

157



G

Graficas

Barras

Burbujas
Circular
Dispersion de puntos

Lineas

Radial

Tematico de mapa

Triangular

H

Histograma

L

Leyes de potencias y raices.

Logaritmos

Leyes

N

Numeros primos (Criba de Eratdstenes)

o)

Operaciones aritméticas
Operaciones algebraicas

Por potencias y radicales

Con fracciones

377

387
382
384

374

384

388

389

382

80

257

271

23

105

106

118
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P

Pictograma

Poligonos, calculo de areas
perimetros, areas de triangulos

Potencias fraccionaria

Potencias negativas y potencia cero

Producto de binomios
Producto de binomios conjugados

Producto de un binomio con un
término comun

Proporcionalidad directa e inversa

R

Racionalizacién de radicales
Radicalizacion de un radical

Razén como cociente de dos
nimeros

Razones trigonométricas e
identidades Pitagodricas

Reglas para conocer si un nimero es

divisible entre 2,3,5,7,9 y 11

Representacién de la recta numérica

Representacion grafica de fracciones

como parte de la unidad

Resolucion de la ecuacidn cuadratica

Método grafico
Por Factorizacion

Por reduccién

S

Signos de agrupacion

Simplificacion de una igualdad a una

ecuacion de primer grado

Sistema decimal de numeracion

383

340

85

82

126

128

129

68

93

91

52

312

20

32

30

219

221

223

229

170



Sistemas de ecuaciones, Resolucion
Método de igualacion
Método de reduccion
Método de sustitucion
Método grafico
Resoluciéon por determinantes
Uso de aplicaciones interactivas

Suma de radicales

T

Teorema de Pitagoras

Tridngulos semejantes y resolucion de
estos.

Tridangulos rectangulos

Tridangulo de Pascal

Trinomio cuadrado
Factorizacion por ensayo y error
Factorizacion por formula general

Complementacién

\

Volumen

Valor absoluto

197
201
193
188
205
213

98

308

300

304
134
130
246
248

250

351

16
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Leyes de potencias y radicales

Formularios

Productos notables

am . gt = gm*tn
a™-b™m=(a-b)™

(@™ = g™

"[va = va

a ",/Cn—m a- n cn—m
pYem Nerm  bec

Conjugado de un binomio a? — b?

(a+b)(a—Db)
(—a+b)(—a—->b)
(a—=b)(a+Db)
(=a—=>b)(—a+b)

(a + b)? = a? + 2ab + b?

(a — b)? = a? — 2ab + b?
(a+b)(a—b) =a?—b?
(a+b)(a+c)=a?*+a(b+c)+bc
(a+b+c)?=a%+b%+c?+2ab+ 2bc + 2ac
(a+b)3 = a3+ 3a?b + 3ab? + b3

(a—b)3 =a®—3a?b +3ab? - b3

Potencias iguales pares o impares.

am™ — pm
—— = avml+a™ b+ o+ ab™E + p!
Potencias iguales par.
m _ jm
% — am—l _ am—Zb 4ot abm—Z _ bm—l
a

Potencias iguales impares.

m
—a’: i Z =a™ ' —a™?p+ -+ a?p™ 3 —ab™? + pm1

Potencias par o impar que no sea cociente notable.

a™+ pm
= @ T T
a —

Genera un residuo de 2b™.
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Linearecta: Ax + By +C =0

Funcién exponencial

Pendiente
Y2—0N
m==——-=
Xy —Xq
Ecuaciones
Y = Yo = m(x — X,)
_Y2="N
Y= _Xz—x1(x x1)

Puntos de interseccién
c , .
——,0) abscisa al origen
A

c .
(0, _E) ordenada al origen

Rectas perpendiculares

my = ——
1 m,

a®=1
al=a
ax+n =a¥- -q"
ax
x-n _
a =
Logaritmos
log,y =x

a*=y = log,y=x

Propiedades de los logaritmos

Semejanza en triangulos

log,1=0
log,a=1
log,a* =x

log,(u-v) =log,u +log, v
u
log, (;) =log, u —log, v
log, u™ =nlog, u

1
log, Vu = 1—lloga u

Lados

p
Angulos

A=A" B=B C=C

Perimetros
atb+c p
a+b+c p
Areas
A
i
A,
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Razones trigonométricas

cateto adyacente a B
cateto opuesto a B

cotangente de B =

hipotenusa
cateto adyacente a B

secante de B =

hipotenusa
cateto opuesto a B

cosecante de B =

Ley de senos y cosenos

sen?6 + cos?0 =1

1+ tan?6 = sec?6

1+ cot?6 = csc?6

Identidades
A
e SIS b o Cateto Trigonométricas
adyacente
B 3 C
T 6 ! 6
senf =—— cosf =
sco cO
Cateto
opuesto 1
tanf = — cscd = ——
cateto opuesto a B otf no
Senode B = - 1 1
hipotenusa secl = cotd = ——
cosf tan6
cateto adyacente a B
cosenode B = - . senf _ cos6
hipotenusa tanf = 6=
cosf senf
cateto opuesto a B
tangente de B =
cateto adyacente a B o
Pitagoricas

a b o
senA senB senC

c? = a® + b%* — 2ab cosy
b? = a? + ¢* — 2ac cosf

a? = b? + ¢* — 2bc cos x
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