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Este libro se presenta el estudio del efecto del gradiente de presión pulsátil en el 
flujo volumétrico de un líquido incompresible no-newtoniano comparado respecto 

a aquel correspondiente a un gradiente de presión constante, en donde se encuentra 
una diferencia importante: el aumento del flujo volumétrico, lo cuál puede ser una 
explicación de por qué el corazón trabaja de forma pulsátil y no de forma continua. 
El estudio del sistema se lleva a cabo en una geometría cilíndrica de radio r = a y 
longitud z = L. Suponiendo efectos inerciales despreciables, proceso isotérmico, flujo 
unidireccional, fuerzas gravitacionales despreciables, fluido incompresible y fluido no-
newtoniano, se obtienen expresiones analíticas para la función viscosidad aparente, flujo 
volumétrico y aumento en el flujo. El flujo y la reología del sistema son caracterizados 
con la ecuación constitutiva de Reinner-Philippoff (RF) el cual es un modelo que posee 
tres propiedades materiales: (i) dos fluideces a bajo y alto corte y (ii) un parámetro de 
transición que describe los procesos no newtonianos de estados de mayor a menor 
viscosidad por efecto del flujo. A partir de los resultados obtenidos con el modelo de 
RF, se propone una aproximación para obtener el aumento en el flujo volumétrico 
a través de la rapidez de deformación en estado estacionario y no homogéneo del 
modelo de Reiner-Philippoff. Finalmente, las predicciones y bondades del modelo son 
utilizados para describir el comportamiento reológico de sangre con alto contenido 
de colesterol en un régimen de flujo pulsátil en una vena rígida modelada como un 
cilindro. Los resultados muestran que el flujo pulsátil tiene un efecto de aumento sobre 
el flujo volumétrico de la sangre comparado con el flujo continuo no pulsátil, este efecto 
se ve incrementado cuando la sangre tiene un alto contenido de colesterol. Esto puede 
estar relacionado con un mecanismo de defensa natural del sistema circulatorio ante 
un incremento en la viscoelasticidad de la sangre por el alto contenido de colesterol y 
que a la larga puede resultar contraproducente pues el corazón tendría que latir con 
mayor frecuencia para lograr este aumento y que crónicamente podría ser la causa de 
arritmias y finalmente una falla sistémica del corazón (paro cardiaco).

Prólogo
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Distribución del material 

Este documento está organizado de la siguiente manera: la Sección 1 contiene la 
introducción al problema y los antecedentes. La Sección 2 discute el marco teórico en 
donde se ven los elementos básicos de fenómenos de transporte, reología de fluidos 
complejos y las ecuaciones de continuidad y transporte básicas. El modelo teórico, la 
variable adimensional y los grupos y las propiedades estocásticas de la serie aleatoria 
de Fourier n(t) utilizada para describir el ruido en el sistema acoplado. En la sección 3, se 
discute el problema físico, y el modelo constitutivo empleado junto con las restricciones 
matemáticas, físicas y biológicas del sistema de trabajo. En la sección 4, se presenta 
el modelado matemático en estado estacionario, en el régimen viscoso, mientras que, 
en el régimen de viscoelasticidad, son analizados el lineal (bajas deformaciones) y 
no lineal (altas deformaciones. En el régimen de viscoelasticidad lineal, la ecuación 
diferencial lineal se resuelve por transformada de Fourier, obteniéndose la función 
de transferencia, mientras que a deformaciones altas (viscoelasticidad no-lineal) por 
un método perturbativo a ordenes: primero y segundo respectivamente. En todos los 
casos, se obtiene soluciones analíticas para la fluidez, flujo volumétrico, aumento de 
fluidez y potencia pulsátil. En el capítulo cinco, se presentan las predicciones de los 
modelos teóricos desarrollados y se obtiene las predicciones de estos, variando los 
grupos adimensionales correspondientes. En el capítulo 6, se describe el análisis de 
resultados, conclusiones y trabajo futuro. Los apéndices al final de este libro muestran 
los resultados matemáticos más importantes. Por otro lado, y debido a las aplicaciones 
científicas y tecnológicas actuales y potenciales de los líquidos no-newtonianos, así como 
la ausencia de resultados analíticos simples que permitan contrastar las predicciones 
numéricas y las observaciones experimentales, se justifica plenamente la originalidad 
de la investigación, contenida en el presente proyecto de tesis de licenciatura. Para este 
efecto, la distribución y el contenido del material de la presente tesis se muestran en 
la Fig. 2, posterior a eso, se plantea el objetivo general, los objetivos particulares y la 
hipótesis de trabajo.
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En este trabajo se estudia el flujo pulsátil de un sistema que presenta estructura tomando 
en cuenta los efectos inerciales de la ecuación de movimiento. Para caracterizar el 

fluido se utiliza el modelo constitutivo de Tanner acoplado con el de Reiner-Phillippoff 
el cual, describe toda la curva de flujo en estado estacionario, i.e. dos mesetas a bajo y 
alto corte y una zona de transición tipo ley de potencia. Para describir el efecto pulsátil 
y vibrátil se supone que la presión y el término inercial de la ecuación de movimiento se 
modifican mediante una presión estocástica que representa las variaciones del gradiente 
de presión con el tiempo. El sistema de estudio es un capilar de radio r = a y longitud z 
= L. El proceso es isotérmico y se lleva a cabo en estado no estacionario, i.e la velocidad 
depende del tiempo en la ecuación de movimiento. El problema se divide en dos casos 
principales a bajas deformaciones y altas deformaciones. Para el primero, la función 
viscosidad es independiente de la rapidez de deformación, y por lo tanto se tiene una 
ecuación diferencial lineal parcial que incluye mecanismos inerciales-viscoelásticos y 
que satisface las premisas del formalismo de Fourier, por lo tanto, es soluble bajo esta 
transformada. Se obtiene la función de transferencia del sistema lineal que relaciona el 
flujo volumétrico con el gradiente de presión pulsátil y se obtienen las respectivas curvas 
resonantes. Para resolver el conjunto de ecuaciones no-lineales acopladas se propone 
un esquema perturbativo en términos de un parámetro de pequeñez ε que describe las 
variaciones de la amplitud del gradiente de presión estocástico. Las variables perturbadas 
son la velocidad axial, el esfuerzo y la función fluidez. A orden cero, se obtienen las 
expresiones correspondientes al estado estacionario y homogéneo del modelo Tanner-
Reiner-Philippoff, se calculan las expresiones correspondientes a los perfiles de 
velocidad y flujo volumétrico a diferentes condiciones de flujo (Adelgazamiento al corte 
y tixotropía). A primer orden se obtiene la contribución por efecto del flujo pulsátil en 
el aumento de fluidez, se observa que este, produce un mínimo en la curva de fluidez a 
rapidez de deformación y esta es proporcional con la primera derivada de la fluidez a 
orden cero con el esfuerzo en la pared. A segundo orden, se observa que el aumento en la 
fluidez es proporcional a la segunda derivada de la fluidez con respecto al esfuerzo en la 
pared, ponderado por el cuadrado del esfuerzo rz evaluado en la pared.

Palabras claves: Flujo pulsátil, sangre humana, colesterol, ecuación constitutiva, modelo 
de Tanner-Reiner-Phillippoff, transformada de Fourier, métodos perturbativos. 

Resumen
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Abstract

In this paper we study the flow of elements of the system that presents structure taking 
into account the inertial effects of the movement equation. To paracaterize the fluid, 

the constitutive model of Tanner coupled with that of Reiner-Phillippoff is used, which 
describes the entire steady-state flow curve, that is, two plateaus at low and high cut and 
a power-law transition zone. Click on the image to enlarge it. The secondary effect and 
the vibration are due to the fact that the pressure and the inertial term of the equation of 
movement are modified through a pressure that is present in time. The study system is a 
capillary with radius r = a and length z = L. The process is isothermal and takes place in 
a non-stationary state, that is, the speed depends on the time in the equation of motion. 
The problem is divided into two main cases at low deformations and high deformations. 
For the former, the viscosity function is independent of the fast deformation, and 
therefore has a partial linear differential equation that includes inertial-viscoelastic 
mechanisms and that satisfies the premises of Fourier formalism, therefore, it is soluble 
under this transformed Se obtains the transfer function of the linear system that relates 
the volumetric flow with the pulsating pressure gradient and obtains the respective 
resonant curves. To solve the set of coupled nonlinear equations, a perturbation scheme 
is proposed in a small size parameter that describes the variations of the stochastic 
pressure gradient amplitude. The disturbed variables are the axial velcoidad, the effort 
and the fluidity function. At zero order, the expressions corresponding to the steady and 
homogeneous state of the Tanner-Reiner-Philippoff model were used, the expressions 
corresponding to the velocity and volume flow flow to the flow conditions are calculated 
( Shear Thinning and thixotropy). A primer can help to increase the fluidity, it is observed 
that this, produces a minimum in the curve of fluidity to the fast deformation and this is 
proportional to the first derivative of the fluidity at zero order with the esfueroz in the 
wall. At second order, it was observed that the increase in the fluidity is proportional to 
the second derivative of the fluidity with respect to the stress in the wall, weighted by the 
square of the stress evaluated in the wall.

Keywords: Pulsatile flow, human blood, cholesterol, constitutive equation, Tanner-
Reiner-Phillippoff model, Fourier transform, perturbative methods.
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CAPÍTULO I
Flujo pulsátil

1. Preliminares

En la historia de la mecánica de fluidos, el estudio del flujo pulsátil en sistemas 
newtonianos, no newtonianos y liquido complejos tiene un lugar muy importante 

en la ciencia de la reologia (Edwards et al. 1972; Manero y Mena 1977; Mena et al. 
1979; Manero y Walters 1980; Barnes et al. 1969, 1971, 1989; Fredrickson 1964; Bird 
et al. 1987, 2002; Currie 1974). Actualmente, existen en la literatura dos grandes 
clasificaciones en fluidos oscilantes. El primero de estos, es el flujo a gradiente de 
presión pulsátil y el segundo es perturbación oscilatoria en la pared a gradiente de 
presión constante. El estudio del flujo pulsátil es uno de los sistemas más estudiados 
en la literatura concerniente a las áreas de fenómenos de transporte, reología y en 
ciencia de polímeros.

Los principales efectos del flujo pulsátil o vibrátil se presentan en:

a) Flujo volumétrico 
b) Potencia 
c) Función viscosidad 

Varios grupos de investigación nacionales e internacionales, han demostrado que 
el flujo volumétrico se incrementa por efecto de las perturbaciones oscilantes y 
vibrátiles con respecto a aquel a gradiente de presión constante (Phan-Thien 1978, 
1980 a,b, 1982; Phan-Thien and Dudek 1982a,b), por otra parte, Herrera et al. (2017) 
demostró que la viscosidad cortante disminuye pro efecto del flujo por lo que podría 
representar una ventaja de tipo biológico, por efecto de un decremento en la fricción 
del fluido (Herrera et al. 2017). La potencia pulsátil en todos los estudios ha sido 
siempre positiva, por lo que no representaría una ventaja utilizar un sistema vibrátil 
o una bomba de desplazamiento positivo (Phan-Thien 1980, apéndice A; Davies 
et al. 1978). Sin embargo, desde un punto de vista biológico, la energía asociada al 
flujo se compensa con la disminución en la fricción por efecto de la reducción en la 
viscosidad, esto implicaría que el trabajo que hace el corazón en bombear la sangre se 
compensa con la disminución en la fricción del sistema (Herrera et al. 2017; Moreno 
et al. 2013, 2015).
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1.1 Definición de flujo pulsátil 

El flujo pulsátil estudiado en mecánica de fluidos se origina cuando a un gradiente 
de presión se le añade una contribución que depende del tiempo, la cual describe 
las desviaciones temporales del valor promedio en el gradiente de presión. Esta 
pequeña contribución temporal tiene un impacto en la viscosidad cortante y por 
consiguiente en el flujo (Phan-Thien 1978, 1980a, b, 1982; Phan-Thien and Dudek 
1982a, b; Lin et al. 2015).

 

1.2 Flujo pulsátil en reológia 

El estudio de las oscilaciones transversales en la dirección axial de flujo y del flujo 
debido a un gradiente de presión pulsátil de fluidos newtonianos y no newtonianos 
en geometrías simples, ha atraído un amplio interés debido a su potencial aplicación 
en ingeniería. El corazón humano es una válvula de desplazamiento positivo que se 
puede similar mediante una función estocástica. La sangre y los nutrientes de esta 
son transportados por efecto de un eficiente sistema de transporte en el sistema 
circulatorio (Herrera et al. 2017). Actualmente, los estudios de sangre se han centrado 
en estudiarla bajo diferentes trastornos alimenticios desde un punto de vista teórico y 
reométricos (Apostolidis y Beris 2015; Apostolidis et al. 2016; Herrera-Valencia et al. 
2017). En ingeniería química y petrolera ha sido importante en la recuperación terciaria 
de petróleo mediante agentes tensoactivos tipo gusano, los cuales son inyectados en la 
roca y debido a los elevados gradientes de presión se fractura y se recuperan cantidades 
adicionales de petróleo (Herrera-Valencia et al. 2009, 2010; Manero et al. 2002). 

En superfibras naturales (seda de la araña) y sintéticas (Kevlar) (Rey y Herrera 2012a, 
b), bioreología (Moreno et al. 2015; Moyers-Gonzalez y Owen 2010; Moyers-Gonzalez 
et al. 2008a-c, 2009; Owen 2006), medios porosos (Del Rio 1993; Del Rio et al. 1998a-c; 
Del Rio y Castrejon-Pita 1998; Del Rio 1993; López de Haro et al. 1996), bio-ingeniería, 
etc. (Daka et al. 2012; Herrera et al. 2009; Herrera-Valencia et al. 2010, 2014, 2017; Rey et 
al. 2011; Rey y Herrera 2012 a, b), membranas flexoeléctricas (células que se encuentran 
en el oído interno y que son los amplificadores biológicos en el cuerpo humano) 
(Herrera-Valencia y Rey 2014 y referencias ahi  citadas), ciencia de polímeros (extrusión 
con boquillas oscilantes; Herrera-Velarde y Mena 2000, 2001; Herrera-Velarde et al. 
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2003; Casualli et al. 1990; Middleman 1977), reometría en flujo oscilante a baja y alta 
amplitud (Bird et al. 1977; Bird et al. 2002; Calderas et al. 2009) y finalmente en cristales 
líquidos en forma de discos con las ecuaciones de Leslie-Ericksen (De Andrade Lima y 
Rey 2005, 2006).

Los sistemas oscilatorios han sido aplicados en el estudio de la transferencia de energía 
asociada a la disipación viscosa acoplada con los mecanismos inerciales de la ecuación 
de movimiento (Herrera-Velarde y Mena 2000, 2001; Herrera-Velarde et al. 2003), en 
fluidos newtonianos y no newtonianos. Ha sido demostrado, que esta, depende de las 
propiedades no newtonianas de lo líquidos de estudio, frecuencia de las oscilaciones y la 
amplitud de las perturbaciones (Herrera, et al., 2010, 2009; Ding et al. 1999; Dunwoody 
1996). Además, el flujo pulsátil ha sido estudiado en flujo turbulento (números de 
Reynolds > 10,000), transferencia de masa acoplada con momento (Manero 2002) y 
procesos de recubrimiento de películas poliméricas (Herrera-Valencia et al., 2010, 
2009).

El flujo a gradiente de presión dependiente del tiempo puede expresarse como la suma 
de dos contribuciones: (i) La primera, asociada al gradiente de presión constante y la 
segunda por una contribución que depende de la función estocástica multiplicada por 
un parámetro de pequeñez denotado en la literatura como épsilon ε:

(1)

En la Ec. (1), ε es un parámetro de perturbación que puede considerarse como una 
amplitud de la función estocástica n (t) (Phan-Thien 1978, 1980a, b, 1982; Phan-Thien 
and Dudek 1982a, b; Lin et al. 2015). Matemáticamente n(t) es una función de ruido 
estocástico que representa la desviación del gradiente de presión en estado estable. 
Dos de los efectos más interesantes en el flujo de fluidos no-Newtonianos pulsátiles y 
oscilantes son el aumento del flujo y la potencia requerida E (%) para mantener el flujo 
pulsátil (Phan-Thien 1978, 1980a, b, 1982; Phan-Thien and Dudek 1982a, b; Lin et al. 
2015; Herrera et al. 2009; Herrera-valencia et al. 2010; Herrera et al. 2017). El aumento 
de flujo y la potencia pulsátil pueden calcularse por medio de las siguientes relaciones 
matemáticas:

(2a, b)
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Y la potencia pulsátil toma la forma:

(2c, d)

En las Ecs. (2a-d) I(%), E(%) es el aumento de flujo y la potencia requerida, < Q(t) 
> y < P(t)> son el flujo y la potencia dependientes del flujo pulsátil, Q0 y P0 son el 
flujo volumétrico y la potencia en estado estacionario respectivamente. El flujo pulsátil 
volumétrico de las Ecs. (2a-d) puede ser expresado matemáticamente, como el producto 
de la fluidez pulsátil aparente del material y el flujo volumétrico newtoniano es decir:

(3a)

Y el flujo volumétrico en estado estacionario y homogéneo se puede de la misma 
manera:

(3b)

Con fines de implementar un método perturbativo en las Ecs. (3a,3b) en torno al 
parámetro de perturbación definido en la Ec. (1), se postula, que la fluidez aparente, 
se puede desarrollar en término de una serie de potencias, en torno al parámetro de 
perturbación epsilon ε:

(4)

Una vez que las Ecs. (3a-c) han sido sustituidas en la Ec. (2) la expresión siguiente para 
el aumento en la fluidez es obtenida:

(5)

Si suponemos mecanismos inerciales despreciables, fluido incompresible y proceso 
isotérmico en un capilar de radio r = a y longitude z = L, la fluidez aparente puede ser 
calculada mediante una integral
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(6)

Tomando el valor promedio de la Ec. (6) se tiene lo siguiente: 

(7)

De la misma forma, que en la fluidez, se tiene para la fracción de potencia empleada en 
mantener el flujo pulsátil, lo siguiente:

(8a, b)

La Ec. (8) puede ser expresada en función del aumento en la fluidez (Ecs. 5-7)

(9)

Las Ecs. (8,9) son las relaciones entre el aumento del flujo y la potencia pulsátil. En la Ec. 
(8a) el primer termino corresponde al cociente de fluideces asociadas a la perturbación 
y sin perturbación respectivamente, mientras que el Segundo, es debido al ruido 
asociado con la función estocástica. La contribución a segundo orden, en la fluidez es 
un cociente entre el promedio de la fluidez perturbada a Segundo orden y la fluidez 
a orden cero (estado estacionario y homógeneo). En este trabajo, solo nos interesa el 
primer y segundo orden ya que, los términos subsecuentes son muy pequeños. Por 
otra parte, la energía asociada al flujo pulsátil, es mayor a la fluidez por un valor que 
dependen del parámetro de perturbación epsilon I0 (%) = 100ε1< n(t) >, por lo que la 
energía que se emplea asociada al flujo pulsátil es del mismo orden que el aumento en 
la fluidez por lo que no representaría una ventaja de tipo energético en principio. Por 
ultimo, las contribuciones de segundo y ordenes superiores son siempre el doble del 
aumento del flujo (Ec. 9) por lo que se confirma que este tipo de sistemas presentan 
un gasto energético mayor debido a la implementación de bombas peristálticas o de 
desplazamiento positive que inducen estos flujos (Phan-Thien 1978, 1980 a,b, 1982; 
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Phan-Thien and Dudek 1982a,b; Herrera et al. 2009; Herrera-Valencia 2010; Herrera-
Valencia et al. 2017).

1.3 Estado del arte: flujo pulsátil

Las Ecs. (5-9) son una medida de los efectos pulsátiles o vibrátiles en fluidos newtonianos 
y no newtonianos (Davies et al. 1977; De Andrade Lima et al. 2005, 2006; Herrera et al. 
2009; Herrera-Valencia et al. 2010; Herrera-Valencia et al. 2017; Phan-Thien 1978, 1980 
a, b, 1982; Phan-Thien and Dudek 1982a,b). 

 Diferentes investigaciones en flujo oscilantes (pulsátil y vibrátil) han demostrado que 
el principal mecanismo en el aumento de la función fluidez es el adelgazante al corte 
(Barnes et al. 1969; 1971; Davies et al. 1977), i.e cuando el sistema experimenta una 
transición de estados de mayor a menor estructura por efecto del corte, se tiene un 
incremento en la fluidez y por lo tanto en el flujo volumétrico (Herrera et al. 2009; 
Herrera-Valencia et al. 2010; Herrera-Valencia et al. 2016, 2017). Este aumento depende 
de varios factores los cuales son mencionados a continuación (Davies et al. 1977; Phan-
Thien 1978, 1980 a, b, 1982; Phan-Thien and Dudek 1982a, b)

(a) Cuadrado de la amplitud de la función estocástica empleada, 

(b) la función estocástica empleada (triangular, sinusoidal o cuadrada), 

(c) la función viscosidad empleada en caracterizar la reología y el flujo en el sistema.

(d) El máximo en las curvas resonantes (eficiencia vs gradiente de presión) está 
determinado por un acoplamiento de las propiedades viscoelásticas del material. 

(e) Experimentalmente se demostró que para algunos valores de frecuencia la 
eficiencia aumenta mientras que para otros decrece (Barnes et al. 1969, 1971).

Walters y Towsend (1970) estudiaron el flujo pulsátil de un líquido viscoelástico 
caracterizado con un modelo corrotacional de cuatro constantes tipo Oldroyd-B. Sus 
predicciones fueron similares a las de Barnes et al. (1969). Ellos demostraron que la 
eficiencia depende de la amplitud de la perturbación y que para un cierto valor crítico 
del gradiente de presión, se aprecian aumentos considerables en el flujo volumétrico. 
Además, sus cálculos teóricos demostraron que la eficiencia es una función creciente o 
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decreciente de la frecuencia para un gradiente constante de presión. Por otra parte, y 
en la misma línea, Barnes et al. (1971) estudiaron el mismo problema, utilizando datos 
viscométricos para alimentar su modelo. Las conclusiones principales de su trabajo 
basado en el modelo Newtoniano Generalizado son:

(i) A bajas frecuencias, los resultados experimentales con una solución de 
poliacrilamida demostraron que el flujo volumétrico perturbado decrece 
conforme aumenta la frecuencia de las pulsaciones.

(ii) A frecuencias altas la eficiencia aumenta conforme la frecuencia de las pulsaciones 
lo hace.

De acuerdo con esto, existen discrepancias entre los resultados teóricos con el 
modelo viscoelástico de cuatro constantes propuesto por Walters y Towsend (1970) 
y los resultados teóricos-experimentales de Barnes et al. (1971). Por estos motivos, los 
métodos computacionales empleados para resolver ecuaciones diferenciales parciales 
no lineales han sido de gran interés con el fin de obtener resultados más precisos en la 
obtención de la eficiencia. Towsend (1973) resolvió el flujo pulsátil como un problema de 
valor inicial mediante un algoritmo computacional basado en un esquema perturbativo 
y utilizando un método numérico tipo Runge-Kutta clásico de cuarto orden. Una de las 
ventajas de éste es su gran estabilidad computacional y versatilidad en las cantidades 
físicas importantes (amplitud de la perturbación, frecuencia, propiedades materiales 
de la ecuación constitutiva etc).

Para el intervalo de frecuencias que utilizaron, Barnes et al. (1971) y Edwards et al. 
(1972) estudiaron la eficiencia y la potencia requerida para el sistema de flujo a gradiente 
de presión pulsátil. Para caracterizar su líquido, utilizaron dos modelos viscosos (ley 
de potencia y Ellis, Bird et al. 1977; 2012) y resolvieron el problema de valor inicial 
empleando un método de diferencias finitas. 

Sus principales conclusiones incluyeron, que el aumento en el flujo volumétrico no 
depende de la frecuencia de las pulsaciones, solamente de su amplitud y del índice 
del modelo de ley de potencia, asociado con las propiedades adelgazantes del líquido. 

Sin embargo, la potencia requerida para mantener el flujo pulsátil es siempre positiva, 
lo que implica que no existe ninguna ventaja de tipo energética en bombear un líquido 
viscoso mediante un gradiente de presión pulsátil. Por último, ellos concluyeron que 
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la diferencia entre sus resultados y los de Barnes et al. (1971) están asociados a las 
ecuaciones constitutivas que fueron empleadas en los experimentos.

Davies et al. (1978) analizaron el flujo a gradiente de presión pulsátil incorporando 
los mecanismos mencionados anteriormente. Para caracterizar su líquido viscoelástico, 
utilizaron un modelo de Goddard-Miller, el cual demostró las mismas discrepancias 
entre la teoría y la parte experimental mencionadas por Barnes et al. (1971). Sus 
conclusiones principales fueron: 

(i) Los mecanismos inerciales y elásticos no son los responsables de aumento en 
el flujo volumétrico.

(ii) La discrepancia entre la teoría y los datos experimentales han sido asociados a 
flujos secundarios.

(iii) El aumento en el flujo volumétrico depende fuertemente de la curva de 
viscosidad que se empleé. 

Conclusiones similares a las de Davies et al. (1978), han sido obtenidas por diferentes 
investigadores, utilizando diferentes ecuaciones constitutivas Phan-Thien resolvió 
los dos sistemas de flujo (gradiente de presión pulsátil y perturbación oscilatoria en 
la pared). Mediante desarrollos perturbativos-estocásticos ((Davies et al. 1977; De 
Andrade Lima et al. 2005, 2006; Herrera et al. 2009; Herrera-Valencia et al. 2010; Herrera-
Valencia et al. 2017; Phan-Thien 1978, 1980 a, b, 1982; Phan-Thien and Dudek 1982a,b) y 
numéricos (Barnes et al. 1969, 1971, Davies et al. 1977), con un número considerable de 
ecuaciones constitutivas (Tanner, newtoniano generalizado, redes no afines, Wagner, 
fluidos débilmente elásticos, Bird et al 1977, Herrera et al. 2009; Herrera-Valencia 2009, 
2010, 2017 y referencias ahí mencionadas)

Las conclusiones principales de sus trabajos fueron:

(i) Para que exista aumento en el flujo, la función viscosidad debe disminuir con el 
segundo invariante del tensor rapidez de deformación es decir, el líquido debe 
ser adelgazante al corte. 

(ii) La eficiencia es muy sensible al tipo de ecuación constitutiva que se utilice. 

(iii) El valor del gradiente de presión al cual se obtiene el máximo en las curvas 
eficiencia-gradiente de presión, está determinado por un acoplamiento entre 
las propiedades viscoelásticas de los líquidos.
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(iv) De acuerdo con su esquema perturbativo, la eficiencia es un fenómeno de 
segundo orden en el parámetro de expansión (amplitud de las perturbaciones).

1.4 Reología de la sangre humana 

La sangre es un tejido formado por eritrocitos (glóbulos rojos RCB), leucocitos 
(glóbulos blancos) y trombocitos (plaquetas), que son forzados por un gradiente de 
presión periódica a través del cuerpo circulante humano (Moreno et al. 2013, 2015). 
Los glóbulos rojos constituyen alrededor del 45% de la sangre total en volumen, el 
plasma alrededor del 54.3% y los glóbulos blancos alrededor del 0.7% (Moreno et al. 
2013, 2015). Desde un punto de vista reológico, la sangre (plasma y células) es un fluido 
no newtoniano complejo, y la principal explicación de su comportamiento complejo 
(viscoelasticidad, adelgazamiento por corte, tixotropía y esfuerzo de cedencia) se 
encuentra en la capacidad de agregación, desagregación, deformación, orientación y 
migración de los eritrocitos (Moyers-Gonzalez, y Owens 2010; Owen, 2009; Moyers-
Gonzalez, et al., 2008a-c; Herrera et al. 2017).

En muchos casos, el flujo de sangre dentro de los vasos se ve fuertemente afectado 
por los niveles de colesterol y la hiperglucemia en las venas, después de muchos 
años de hipercolesterolemia que es un transtorno en el cuerpo humano debido a un 
exceso de colesterol (Apostolids et al. 2015, 2016; Moreno et al. 2013, 2015, Herrera-
Valencia et al. 2017). Esta condición puede conducir a otras enfermedades como: la 
aterosclerosis acelerada, angina de pecho, infarto, estenosis, obesidad y diabetes tipo 
2 debido a trastornos alimentarios y predisposiciones genéticas (Moreno et al. 2013, 
2015, Herrera-Valencia et al. 2017; Sanchez-Villavicencio et al. 2017), que han alcanzado 
el estatus de epidemia en todo el mundo, y herramientas como el modela matemático, 
simulación computacional (EL-shahed 2003; Ghasemi et al. 2016; Kolbasov et al. 2016) 
y la medicina alternativa basada en la plantas tradicionales utilizadas por medicos y 
aborígenes son alternativas que permitirían encontrar soluciones a estos problemas 
(Sánchez-Villevicencio et al. 2016 y referencias ahí citadas). En este contexto, el 
modelado matemático puede ser una alternativa para desarrollar un nuevo tratamiento 
con el fin de desarrollar anticoagulantes más eficientes que puedan ser una alternativa 
para estas enfermedades (Herrera et al. 2017).
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Figura 1.1. Frotis de sangre de (a) colesterol alto y (b) bajo (L3 derecha) muestra de 
colesterol.

Desde un punto de vista experimental (reometría), la sangre es un desafío para los 
experimentadores debido a la coagulación (coagulación sanguínea) en presencia de 
oxígeno. Desde un punto de vista matemático, la sangre se ha modelado como un flujo 
pulsante y oscilante, utilizando diferentes ecuaciones constitutivas, a saber: (i) Casson, 
(ii) Quemada, (iii) Tanner-Ellis, (iv) Cross-Yasuda, (v) Owen, (vi) BMP (Panagiotis y 
Sócrates, 2006; Moyers-González y Owens, 2010; Owen, 2009; Moyers-González, et al., 
2008a-c; Del Río, 1988, Herrera-Valencia et al. 2016, 2017). Estas ecuaciones constitutivas 
se han probado en flujo de cizalladura: (i) Poiseuille, (ii) Poiseuille oscilatorio y (iii) 
flujos pulsátiles para simular el flujo sanguíneo a través del sistema cardiovascular 
humano (Moyers-Gonzalez y Owens 2010; Owen, 2009; Moyers-Gonzalez, et al., 2008a-
c; Del Rio, 1988). 

La relevancia de las simulaciones computacionales en el desarrollo de dispositivos 
cardiovasculares, en particular bombas de sangre, ha sido destacada en varios trabajos 
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(Panagiotis y Sócrates, 2006; Anand y Rajagopal, 2004) y existe la necesidad de modelos 
poderosos, pero simples, que puedan capturar la respuesta reológica compleja completa 
de la sangre en un rango de condiciones de flujo. El complejo sistema circulatorio 
(corazón, venas, arterias) se puede modelar en una primera aproximación como un 
acoplamiento de un gradiente de presión pulsante usando un gradiente de presión 
estocástico pulsátil (Phan-Thien 1978, 1980a, b, 1981, 1982; PhanThien y Dudek 1982a, 
1982b). Este enfoque matemático y físico puede aportar algo de luz en la dirección de 
prótesis de válvulas cardiacas humanas preparadas industrialmente en pacientes con 
enfermedades de la sangre, y allanar el camino hacia enfoques más realistas en las bio-
simulaciones de la sangre (Majhi y Nair 1994; Massoudi y Phuoc 2008; Prakash and 
Ogulu 2007; Rabby et al. 2013; Razavi et al. 2011; Siddiqui et al. 2009). 

En este contexto, hay preguntas que todavía no han sido contestadas las cuales son 
formuladas a continuación:

(i) ¿Cuál es el efecto del gradiente de presión pulsátil en la viscosidad o fluidez 
cortante? 

(ii)¿Por qué el corazón humano no utiliza un gradiente de presión constante en 
lugar de un gradiente de presión pulsátil, para distribuir la sangre en el sistema 
circulatorio

(iii)¿Cuál es la contribución energética del gradiente de presión pulsátil en la 
contribución del equilibrio mecánico en el cuerpo humano? 

Las preguntas (i-iii) deben de ser contestadas satisfactoriamente, por lo que el estudio 
de sistemas oscilantes (vibrátiles y pulsátiles) debe de ser una prioridad debido a su 
potencial aplicación en fármaco-cinética. Por otra parte, el estudio de estos sistemas 
físicos con ecuaciones simples reológicas viscosas y viscoelástica que ayuden a entender 
el flujo sanguíneo en sistemas con transtornos alimenticios, son de vital importancia a 
nivel nacional e internacional, ya que son enfermedades clasificadas como emergentes 
e inducidas por una mala alimentación, hábitos sociales y estilo de vida en general. 

No obstante, faltan preguntas por contestar acerca del efecto pulsátil del corazón sobre 
la sangre. Para tal efecto, se plantea la siguiente hipótesis de trabajo fundamental:
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1.5 Hipótesis 

El efecto de la incorporación de un ruido en la gradiente de presión pulsátil produce 
un aumento en el flujo volumétrico y que este aumento, es varias veces más grande que 
aquel a gradiente de presión pulsátil.

Para debatir la veracidad de esta hipótesis, se plantean los siguientes objetivos de esta 
investigación (general y particulares).

1.6 Objetivos de la investigación

1.6.1 General

Contribuir al entendimiento del comportamiento reológico de un fluido complejo 
sometido a un flujo combinado gradiente de presión pulsátil y perturbación vibrátil en 
la pared y aplicarlos los desarrollos teóricos a un fluido biológico.

1.6.2 Particulares

P.1: Deducir un modelo dinámico lineal que involucre los mecanismos inerciales 
viscoelásticos lineales a partir de la ecuación de momento y la ecuación 
reológica constitutiva de Maxwell.

P.2: Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar 
la ecuación dinámica lineal y que se obtengan grupos adimensionales que 
describan los mecanismos físicos que gobiernan al sistema de estudio.

P.3: Obtener expresiones analíticas para el perfil de velocidades, flujo volumétrico 
y tomando en cuenta los mecanismos inerciales viscoelásticos asociados con 
los mecanismos de relajación y el módulo elástico de Maxwell.

P.4: Aplicar el formalismo de Fourier para resolver la ecuación dinámica lineal 
propuesta y obtener una expresión analítica que relacione el perfil de 
velocidades y el flujo volumétrico asociado con el gradiente de presión 
pulsátil.
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P.5: Obtener una expresión analítica de la función de transferencia relacionando la 
variable de entrada (gradiente de presión) y la de salida (flujo volumétrico).

P.6: Utilizar datos reométricos provenientes de la literatura con el fin de obtener la 
respuesta dinámica del sistema: Viscoelasticidad lineal y compleja, así como 
el flujo pulsátil (real e imaginaria).
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2.1 Enfermedades

El alto índice de enfermedades cardiovasculares en países desarrollados y en vías 
de desarrollo ha estimulado la investigación del comportamiento de la sangre en 
los grandes vasos sanguíneos, con la finalidad de comprender diversas patologías 
cardiovasculares, mejorar los métodos de diagnóstico asociados y reducir costos en 
el diseño e implementación de dispositivos implantables que tendrían contacto con 
la sangre, como, por ejemplo, válvulas cardíacas y bombas de sangre. La descripción 
matemática del comportamiento de la sangre permite estudiar sistemáticamente el 
comportamiento de los patrones de flujo al variar las características elásticas y geometrías 
de los vasos sanguíneos, sin exponer a un ser vivo a situaciones experimentales (Ortiz-
León 2013). 

2.2 La sangre

La sangre humana es un fluido no newtoniano muy complejo en la reología debido 
a que la viscosidad de la sangre no es proporcional al esfuerzo aplicado, cuenta con 
características pseudoplásticas, esto debido en parte a la formación de estructuras 
transitorias de muy corta duración, cuyo tamaño e intensidad dependen de la 
concentración del colesterol total.

La sangre es un fluido con dos fases: Una fase dispersa (plasma) que en esencia es un 
fluido newtoniano, pero tiene partículas en suspensión eritrocitos y leucocitos (fase 
dispersa). La interacción entre las células depende de la velocidad a la cual se mueve 
el fluido. La viscosidad de la sangre depende directamente de la relación entre la 
cantidad de células y el contenido de proteínas y metabolismos en el plasma. La sangre 
humana es un fluido con gran cantidad de funciones dentro del cuerpo humano, entre 
ellas la entrega de oxígeno y la remoción de dióxido de carbono de tejidos distales, y 
el trasporte de nutrientes y metabolitos. Los trastornos metabólicos en la actualidad 
son problemas que atañen a los seres humanos cada vez con mayor frecuencia: estos 
se atribuyen a un sin número de factores de estrés, medio ambiente, alimentación y 
genéticos, como el hipercolesterolemia familiar.
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2.2.1 Efectos del colesterol en la sangre

La sangre con concentraciones aumentadas de colesterol presentara características 
bioquímicas y mecánicas diferentes de la sangre con concentraciones normales, la 
concentración alta de colesterol tiende a formar estructuras transitorias más complejas 
y difíciles de desagrega, aumentando el carácter pseudoplástico en la sangre.

El flujo de la sangre dentro del cuerpo, es generado por una fuerza que de forma 
continua e irreversiblemente al fluido. Un gradiente de presión generado por el corazón 
mueve la sangre desde los tejidos proximales hasta los tejidos distales. El recorrido de 
la sangre en el cuerpo humano tiene una duración de 20 segundos. El corazón actúa 
como una bomba que obliga que la sangre recorra todo el sistema cardiovascular.

Desde el punto de vista fisiológico, el corazón exhibe tres mecanismos principales, el 
fenómeno eléctrico, el acústico y el mecánico. El primero de ellos es la manifestación 
de los procesos de despolarización de las células cardiacas para generar contracción 
y relajación debido a la entrada y salida de iones a través de canales de iónicos 
expresados en las membranas celulares. El segundo de ellos es la manifestación de los 
ruidos cardiacos, el primero corresponde al comienzo de la sintoles ventricular. 

2.3 Reología

La reología es la ciencia que estudia la respuesta de los fluidos complejos en términos 
de esfuerzo y deformación, su parámetro más característico es la viscosidad. 

Las propiedades reológicas tienen un impacto en todas las etapas del uso de los 
materiales en las diversas industrias, desde el desarrollo de fórmulas y su estabilidad, 
hasta el procesamiento y el rendimiento de los productos. El tipo de reómetro que se 
necesita para medir estas propiedades depende, con frecuencia, de las velocidades de 
cizallamiento y períodos de tiempo pertinentes, así como del tamaño de la muestra y 
de la viscosidad.
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2.4 Fenómenos de trasporte y reología

Los fenómenos de transporte y reología aplicado al estudio de la sangre humana 
ofrecen una interpretación matemática y física del comportamiento de la misma en 
el cuerpo humano. A pesar de que el tipo de flujo que se maneja es diferente del que 
se presenta en el cuerpo humano, es un esbozo de los fenómenos que se presentan en 
una situación real de flujo. Además, este tipo de estudios servirán en el futuro para 
la predicción de concentración de colesterol en una muestra de sangre. Sin lugar a 
dudas, el colesterol total influye directamente en la viscosidad de la sangre y en el 
grado de estructuración que tiene esta. Podría este fenómeno no se significativo desde 
el punto de vista clínico, ya que sujetos con niveles elevados de colesterol aun dentro 
del intervalo de lo considerado normal, no se percaten de ello, pero reológicamente las 
diferencias son muy marcadas.

Un fluido newtoniano como el agua es un sistema homogéneo de una sola fase, no tiene 
partículas en suspensión que puedan interactuar, además de que su estructura química 
es simple por ser una molécula pequeña compuesta solo por un átono de oxigeno 
unido a dos átomos de hidrógeno. Por esta razón el agua en estado líquido tendrá la 
misma viscosidad independientemente de la rapidez con la que se deforme. La sangre, 
por otro lado, es un sistema que está formado por una fase dispersa (plasma), que en 
esencia es un fluido newtoniano, pero tiene partículas en suspensión (fase dispersa) 
que interactúan entre sí con el plasma. Esta fase dispersa está compuesta de células 
cuyas membranas tiene un carga eléctrica negativa y sustancias como el colesterol. Esto 
da lugar a un sistema complejo cuya respuesta reológica es muy variada dependiendo 
del sistema de flujo y las condiciones en las que se estudie.

En el reo-grama se observa que las curvas presentan adelgazamiento al corte, es decir a 
mayor velocidad de corte la viscosidad disminuye. A bajas deformaciones de corte, la 
sangre muestra conglomerados de partículas y todas las estructuras están orientadas 
al azar (fase dispersa) y por lo tanto mayor resistencia al flujo. En la segunda etapa 
a esfuerzos moderados, los constituyentes de la sangre (eritrocitos, fase dispersa) se 
orientan más en la dirección de flujo, lo que da origen a estructuras que cada vez se 
oponen menos al flujo y por lo tanto la viscosidad disminuye. Estas estructuras no son 
estables pues al dejar de fluir, el sistema recobra su estructura original y la viscosidad se 
eleva. Dentro del cuerpo humano, la sangre está sometida a rapideces de deformación 
del orden de 1-100 s-1 que corresponde a la parte central del reo-grama teórico.
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El exceso colesterol total en la sangre provoca que la repulsión electroestática natural 
entre las células disminuya, esto favorece que las células sanguíneas se aglomeren y 
formen una red más rígida que la que naturalmente se forma cuando el colesterol total 
esta en menor cantidad. La hipercolesterolemia (altas concentraciones de colesterol 
en sangre ~200 mg/dL) tiene grandes repercusiones en la fisiología del sistema 
cardiovascular; la sangre con concentraciones aumentadas de colesterol total presenta 
características bioquímicas y mecánicas diferentes a las de sangre con concentraciones 
menores. Dichas características son las siguientes: presenta una mayor viscosidad que 
la sangre, tiende a formar estructuras más complejas y difíciles de desagregar además 
de que el carácter pseudoplástico de este fluido aumenta. Bioquímicamente hablando, 
a la hipercolesterolemia se le atribuye una mayor producción de especies reactivas de 
oxigeno las cuales deterioran el sistema antioxidante del cuerpo humano.

Las propiedades de agregación de las células sanguíneas en este caso los glóbulos rojos, 
obedecen a una teoría muy simple la cual sostiene que las macromoléculas (colesterol, 
por ejemplo) promueven la agregación de los eritrocitos ya que se interponen entre 
una célula y otra generando puentes entre sus membranas lo cual reduce la interacción 
electroestática natural entre dos células. Las propiedades de agregación de las células 
sanguíneas en este caso los glóbulos rojos, obedecen a una teoría muy simple la cual 
sostiene que las macromoléculas (colesterol, por ejemplo) promueven la agregación de 
los eritrocitos ya que se interponen entre una célula y otra generando puentes entre sus 
membranas lo cual reduce la interacción electroestática natural entre dos células.
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Figura 2.1. Reograma de sangre sin colesterol. Función viscosidad vs rapidez de 
deformación.

Figura 2.2. Reograma de la sangre con colesterol. Función viscosidad vs rapidez de 
deformación 
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En este capítulo se presenta el sistema físico de estudio y se dan los pormenores 
para el tratamiento matemático. En 3.1 se estudia las condiciones de proceso y se 

dividen en tres principales: (i) La geometría del sistema, (ii) El tipo de fluido de estudio 
y las condiciones del proceso.

3.1. Análisis de proceso

3.1.1 Geometría del sistema

3.1.1.1 Naturaleza reológica del fluido 

El fluido es incompresible, i.e. su densidad permanece constante en el tiempo y en 
la posición. Además, consideraremos que este es viscoelástico, es decir que tiene 
componentes viscosas asociadas a la disipación y elásticas de recuperación o 
almacenamiento de la energía. El fluido biológico que se estudia es sangre humana 
con hipercolesterolemia, i.e., que existe un exceso de colesterol debido a un trastorno 
alimenticio (condiciones actuales, sobrepeso, sedentarismo etc). En este estudio, se 
supone que la sangre se obtuvo de pacientes hombres y mujeres y que se siguieron 
los protocolos establecidos para la extracción de la misma. Otras enfermedades como 
diabetes, hipo e hiperglucemia no fueron tomadas en cuenta, se supone que los 
donantes tuvieron en promedio, las mismas características fisiológicas de tal manera 
que, no haya discrepancias significativas en estas.
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3.1.1.2 Condiciones de proceso 

Las condiciones de proceso son formuladas a continuación:

1. Proceso isotérmico, i.e. la temperatura en el sistema es constante por lo que no hay 
variación de las propiedades materiales en el. Biológicamente, se supone que el 
cuerpo humano tiene una temperatura bastante constante de aproximadamente 
T = 37°C. 

2. Mecanismos inerciales no son tomados en cuenta, es decir, la aceleración 
instantánea no es cero, por lo que los cambios de la velocidad son importantes 
en el análisis del problema. 

3. El flujo pulsátil es modelado introduciendo una función estocástica que 
representa las fluctuaciones en el gradiente de presión pulsátil, i.e.: ∇p(t) = ∇p(t) 
(1 + n(t)).

4. La función estocástica estacionaria n(t) con promedio cero, i.e. 〈n(t) 〉 = 0.

5. Efectos gravitacionales despreciables, i.e. el vector gravedad en cero: g = 0.

6. La reología y el flujo del líquido no newtoniano es caracterizado por la ecuación 
constitutiva viscoelástica de Tanner-Reiner-Philippof.

3.1.1.3 Condiciones biológicas

1. Se supone que el hematocrito que es básicamente el plasma compuesto por sales 
y minerales permanece constante.

2. Se supone que no existen otras patologías en la sangre de tal manera que 
intervenga en el desarrollo matemático de la misma, el intercambio de minerales, 
proteínas, etc, se desprecia del presente análisis. 
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3.2. Ecuación de transporte 

3.2.1 Ecuación de continuidad

La ecuación de continuidad describe la conservación de la materia en un elemento 
de control, es decir describe los cambios de la densidad en función de los cambios 
espaciales del flux de momento. La expresión matemática en términos del operador 
de Stokes:

(3.1)

La cual puede ser re-escrita en términos del operador del operador de Stokes:

(3.2)

Si suponemos que el fluido es incompresible, es decir la densidad no depende del 
tiempo ni del espacio, por lo que, se simplifica de la siguiente forma:

(3.3)

La ecuación anterior, es la forma simplificada de la ecuación de continuidad para un 
fluido incompresible y matemáticamente describe un campo solenoidal.

3.2.2 Ecuaciones de movimiento 

La ecuación de movimiento se basa en la segunda ley de Newton para un medio 
continuo, es decir un elemento de control con densidad constante es acelerado debido 
a las fuerzas superficiales y de cuerpo (bulto) que actúan sobre el:

(3.4)

En donde el tensor de esfuerzos total, se descompone en la contribución hidrostática y 
del tensor de esfuerzos asociado al material viscoelástico:
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(3.5)

Y la matriz identidad I toma la forma:

(3.6)

En la expresión anterior I es el tensor unidad. Al substituir el tensor de esfuerzos totales 
en la ecuación de Cauchy, y suponiendo que las fuerzas de bulto están asociadas al 
campo gravitacional, por lo que:

(3.7)

En donde V es el vector de velocidad, D/Dt es la derivada material del campo de 
velocidades, ρ es la densidad del líquido complejo, p es la presión termodinámica, σ 
es el tensor de esfuerzos visco-elástico, f es el campo externo gravitacional. Aplicando 
las condiciones de proceso antes mencionadas (flujo cortante simple, estado no 
estacionario, mecanismos gravitacionales despreciables), se tiene lo siguiente:

(3.8)

El parámetro épsilon del término inercial fue puesto deliberadamente para tomar en 
cuentas los efectos inerciales en el desarrollo matemático. Multiplicando por el vector 
unitario en la dirección en z, i.e., se tiene lo siguiente:

(3.9)

Finalmente, la componente z de la ecuación de movimiento:

(3.10)
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3.2.3 Ecuación reológica visco-elástica no lineal 

Para caracterizar nuestro líquido no newtoniano se propone la ecuación constitutiva 
de Tann

(3.11)

Es importante resaltar que el tensor de esfuerzos σ es un tensor de esfuerzos 
viscoelástico el cual nos describe la fuerzas cortantes y normales que actúan en el 
elemento de control. EL término 1/G0ϕ0 es el tiempo viscoelástico de Maxwell a rapidez 
de corte baja, η es la función viscosidad la cual, describe los mecanismos disipativos en 
el sistema y D es el tensor rapidez de deformación. La derivada convectiva superior de 
Maxwell puede ser descrita como:

(3.12)

Esta derivada convectiva superior describe los cambios del tensor de esfuerzos 
temporales y espaciales del sistema de flujo. En la Ec. (3.12) la derivada del tensor de 
esfuerzos se define como:

(3.13)

El tensor rapidez de deformación D es la parte simétrica del tensor gradiente de 
velocidad y se define como:

(3.14)

La función viscosidad definida en el modelo de Tanner, esta descrita en terminos de la 
magnitud del tensor de esfuerzos y puede ser expresada de la siguiente manera:
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(3.15)

La fluidez es el inverso de la viscosidad, asi que:

(3.16)

La magnitud del tensor de esfuerzos se calcula como:

(3.17)

En las ecuaciones el esfuerzo σ es el tensor de esfuerzo visco-elástico, ∇ es el operador 
matemático asociado a la derivada co-defomacional del tensor de esfuerzo, definido en 
la Ec. (3.12), D es el tensor rapidez de deformación que es la parte simétrica del tensor 
gradiente de velocidad. El modelo de Tanner-Reiner-Philippoff (TRF) fue seleccionado 
debido a su sencillez matemática en comparación con otros modelos matemáticos. 
Por otra parte, esta ecuación presenta soluciones analíticas en flujo cortante simple 
en estado estacionario y componentes elásticas (primera y segunda diferencia de 
esfuerzos normales). Además, todas las propiedades materiales del modelo pueden ser 
calculadas mediante experimentos reológicos en estado estacionario y no estacionario 
y poseen interpretación física. 

3.3 Flujo homogéneo y cortante

En el flujo homogéneo las variables dinámicas del sistema no dependen de la posición 
por lo que los gradientes de estas son cero, i.e. ∇X = 0, X={σ,D}. Por otra parte, en el 
flujo cortante el vector velocidad solo tiene una componente, i.e. las demás son cero por 
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lo que las demás componentes son cero. En particular, en coordenadas cilíndricas (r, 
θ,z) el vector velocidad toma la forma:

(3.18)

En este caso, los tensores gradiente de velocidad y de esfuerzo se escriben en la 
siguiente forma matricial:

(3.19)

La transpuesta del tensor gradiente de velocidad toma la forma:

(3.20)

Los tensores rapidez de deformación y de esfuerzo toman la forma:

(3.21)

El tensor de esfuerzos para un fluido cortante simple toma la forma:
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(3.22)

Es importante resaltar que la matriz de esfuerzos físicamente no da información de las 
fuerzas cortantes o extensionales que actúan sobre el elemento de control en el sistema 
de estudio. Al sustituir estas matrices en la ecuación constitutiva y con las restricciones 
antes mencionadas, se tiene el siguiente:

(3.23)

Sustituyendo las matrices en la ecuación constitutiva:

(3,24)

Realizando la multiplicación de matrices y simplificando obtenemos lo siguiente:

(3.25)
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Simplificando las matrices, se tiene lo siguiente:

(3.26)

Al igualar las componentes del sistema matricial definido en la Ec. (3.26) ecuaciones, 
se tiene lo siguiente:

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

El segundo invariante del tensor de esfuerzos se calcula de la siguiente manera:

(3.32)

Desarrollando el doble producto tensorial, se tiene lo siguiente:

(3.33)
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Por lo que, la magnitud del tensor de esfuerzos, toma la forma:

(3.34)

Por lo tanto, las ecuaciones más importantes de este libro especializado en flujo pulsátil 
son: 

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Finalmente, se tienen las siguientes ecuaciones matemáticas

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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(3.42)

(3.43)

Las Ecs. (3.35) -(3.43) anteriores son la base del presente análisis y son punto de partida 
en el esquema perturbativo. Un resumen de las ecuaciones obtenidas en este desarrollo 
matemático es, presentadas a continuación:

a) Ecuación de continuidad:

(3.44)

b) Componente axial de la ecuación de momento:

(3.45)

c) Rapidez de deformación rz:

(3.46)

d) Fluidez de la ecuación reológica:

(3.47)
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e) Componente zz de la ecuación reológica:

(3.48)

f) Fluidez aparente:

(3.49)

g) Aumento en la fluidez aparente a primer orden:

(3.50)

h) Aumento en la fluidez aparente a primer orden:

(3.51)

Las Ecs. (3.44) -(3.51) representan los resultados más importantes del presente análisis 
y estas son punto de partida del siguiente capítulo que consistirá en el modelado 
matemático del flujo a gradiente de presión constante, gradiente de presión pulsátil a 
bajas y altas deformaciones respectivamente.
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CAPÍTULO IV

   Viscoelasticidad lineal

4.1 Ecuaciones de transporte y reológica 

En este capítulo se presenta el modelado matemático del flujo pulsátil con el 
modelo de Tanner Reiner-Philippoff (TRF). Asumiendo estado estacionario, 

homogéneo y fluido incompresible se tienen las siguientes expresiones matemáticas 
para las ecuaciones de: (a) continuidad, (b) momento y (c) constitutiva de Tanner 
Reiner-Philipoff. 

4.1.1 Ecuación de continuidad

Si el fluido es incompresible, la densidad no depende de la posición, y de la hipótesis 
de flujo unidireccional, i.e. que la única componente diferente de cero, es la axial se 
tiene lo siguiente:

(4.1)

Esto significa que la velocidad axial no es función de z, solamente puede ser de las 
coordenadas radial y angular respectivamente. Los sistemas cilíndricos, presentan 
simetría angular, por lo que la derivada de la velocidad axial con respecto a la 
coordenada angular teta es cero, 

(4.2)
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Por lo que, bajo la hipótesis de estado estacionario, el campo de velocidades solo 
depende de la coordenada radial r. Así que se tiene lo siguiente:

(4.3)

4.1.2 Ecuación de momento modifica por el gradiente de presión pulsátil

La segunda ecuación (b) es la de momento que describe la aceleración del sistema 
debido a los procesos inerciales, viscosos y superficiales a través del gradiente de 
presión.

(4.4)

En la Ec. (4.4) el parámetro ε es perturbativo y ha sido puesto deliberadamente en los 
mecanismos inerciales (aceleración instantánea) debido a que queremos ver el efecto 
combinado pulsátil y vibrátil en el aumento de fluidez. 

4.1.3 Ecuación constitutiva del modelo de TRP

La última es la función viscosidad del modelo de Tanner Reiner Phillippoff la cual, 
contiene tres propiedades materiales. La ecuación constitutiva viscoelástica no lineal 
toma la forma:

(4.5)

En la Ec. (4.5) ϕ es la función fluidez y 1/ϕ0G0 es el tiempo de relajación de Maxwell. 
La función fluidez depende del componente del esfuerzo zr y tiene la siguiente forma 
analítica:
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(4.6)

Combinando las Ecs. (4.5,4.6) se tiene el siguiente modelo reológico acoplado:

(4.7)

La Ec.4.1.7 contiene cinco constantes materiales las cuales, pueden ser calculadas 
mediante experimentos reológicos en estado estacionario y no estacionario. Dos 
fluideces a bajo y alto corte respectivamente {ϕ0, ϕ∞}, un módulo elástico G0, un 
parámetro que describe la transición de estados de mayor a menor fluidez por efecto 
del corte k. 

En las siguientes secciones, se analizarán casos particulares de las Ecs. (4.1.4) y (4.1.7), 
y se obtendrá la función fluidez bajos las siguientes consideraciones de flujo:

a) Viscoelasticidad lineal (Transformada de Fourier).

b) Viscosos: Flujo en estado estacionario.

c) Viscoelasticidad no lineal.

4.2 Viscoelasticidad lineal: Modelo de Maxwell

En el régimen de viscoelasticidad lineal, la función fluidez tiende a la fluidez a corte 
bajo, i.e., ϕ∞/ϕ0 1, tomando el parámetro ε = 1, la ecuación de movimiento toma la 
forma:

(4.8)

El modelo viscoelástico no lineal TRF se reduce al de Maxwell:
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(4.9)

Al combinar las Ecs. (4.1.8,4.1.9) se tiene lo siguiente:

(4.10)

El gradiente de presión pulsátil se propone que tenga la expresión de una función 
exponencial compleja.

(4.11)

donde Φ puede ser interpretado como un operador fluidez del modelo de Maxwell

(4.12)

Combinando las dos últimas expresiones

(4.13)

La Ec. (4.13) representa el operador fluidez asociado al modelo de Maxwell. 

4.2.1 Perfil de velocidades

Con el fin de resolver la ecuación dinámica Eq. (4.13), se utilizará el formalismo de 
Fourier. Si suponemos que la función es continua la transformada de Fourier de una 
función continua y la derivada de una función continua se escribe como:

(4.14)
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Las condiciones de frontera que se imponen al sistema son: (i) No deslizamiento en la 
pared, (ii) 

(4.15a, b)

Aplicando la transformada de Fourier a la Ec. (4.13), se tiene lo siguiente: 

(4.16)

La Ec. (4.16) es una ecuación diferencial paramétrica de Bessel no homogénea. En la 
Ec. (4.16)  es el operador fluidez descrito en la Ec. (4.12) en el espacio de los números 
complejos, i.e., la derivada parcial temporal se cambia por el producto iω, i.e. / t  iw 
y la fluidez compleja tiene la siguiente representación matemática: 

(4.17)

La solución de la Ec. (4.16) se descompone en una homogénea y una particular. La 
solución homogénea es:

(4.18)

Y la solución particular toma la forma:

(4.19)

Por lo que, la solución general tiene la forma:

(4.20)
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Aplicando las condiciones de a la frontera: (i) condiciones antideslizantes en la pared 
y (ii) el sistema debe estar delimitado en el centro de la tubería. La segunda condición 
implica que la constante C2 debe ser cero, y la condición antideslizante puede 
expresarse como:

(4.21)

Una vez que la Ec. (4.1.21) se sustituye en la solución general (Ec. 4.1.20), el perfil 
de velocidades axial es obtenido para el modelo de Maxwell, por lo que se tiene lo 
siguiente:

(4.22)

La Ec. (4.22) es el perfil de velocidades general del sistema físico de estudio. 

4.2.2 Flujo volumétrico de un líquido viscoelástico 

El flujo volumétrico puede ser obtenido directamente mediante una doble integración 
por lo que, en coordenadas polares se tiene lo siguiente:

(4.23)

Al introducir el perfil de velocidades, en la integral del flujo volumétrico, se tiene la 
relación entre el flujo volumétrico y el flujo volumétrico newtoniano:
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(4.24)

Donde la función de transferencia esta dada por el siguiente cociente de funciones 
Bessel. 

(4.25)

La función de transferencia Ec. (4.25) es general y puede ser utilizada para cualquier 
función fluidez compleja en el régimen de viscoelasticidad lineal. Los siguientes puntos 
importantes de la Ec. (4.25) son mencionados a continuación:

a) Nótese que la función de transferencia (Ec. 4.25) depende de las propiedades 
materiales {ϕ0, } respectivamente.

b) Físicamente, la función de transferencia compleja nos da las desviaciones 
del comportamiento newtoniano por efecto de los mecanismos inerciales y 
viscoelásticos del medio. 

c) Nótese que la función de transferencia compleja es un cociente de funciones 
Bessel por lo que, se presentara curvas resonantes debido a las oscilaciones de 
las funciones Bessel.

En particular para pruebas de flujo oscilatorio el modelo de Maxwell de un modo no 
describe satisfactoriamente los datos experimentales. Moreno et al. (2015) demostraron 
que datos de sangre con colesterol bajo, medio y alto pueden ser modelados con el 
modelo multimodal de Maxwell con tres modos asociados a la respuesta mecánica de 
la estructura del fluido biológico. En este trabajo, nos centraremos, solamente en el 
modo dominante para describir la dinámica oscilatoria del modelo de Maxwell.
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4.2.3 Gradiente de presión pulsátil 

El gradiente de presión total se puede expresar en términos de un exponencial complejo, 
por lo que

(4.26)

Combinando el gradiente de presión y tomando el operador inverso de Fourier, 
tenemos:

(4.27)

Por lo que el flujo transitorio, toma la forma:

(4.28)

Usando la Ec. (4.28) la mejora del flujo es cero en el régimen de viscoelasticidad lineal, 
es decir, I (%) = 0.
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5.1 Modelo Inelástico: Reiner-Philippoff

En este caso el sistema (fluido) cambia su viscosidad por efecto del corte o del esfuerzo 
aplicado, pero no presenta recuperación asociado a la parte de la elasticidad es 

cero, i.e. el tiempo de relajación del sistema es despreciable. 

(5.1)

Del balance de momento, y despreciando los mecanismos inerciales, se tiene lo 
siguiente:

(5.2)

Así que el balance de fuerzas en la ecuación de movimiento toma la forma:

(5.3)

Arreglando la Ec. (5.3), se tiene lo siguiente:

(5.4)
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Integrando con respecto a la coordenada radial r y utilizando la condición de frontera 
de que el esfuerzo debe de permanecer acotado en el centro del sistema, se tiene lo 
siguiente:

(5.5)

La Ec. (5.5) es muy importante debido a que la componente zr del tensor de esfuerzos, 
solo depende de la coordenada radial r y de la fuerza motriz asociada a al gradiente de 
presión. Un hecho sobresaliente de la Ec. (5.5) es que este resultado es general, es decir 
no depende del fluido y solo de las condiciones de proceso. El esfuerzo en la pared el 
cual, es una cantidad medible. 

(5.6)

5.1.1 Perfil de velocidades

De la ecuación constitutiva se tiene lo siguiente

(5.7)

Sustituyendo la Ec. (4.3.5) en la Ec. (4.3.7), se tiene lo siguiente:

(5.8)
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La Ec. (4.3.8), puede ser reescrita de la siguiente manera:

(5.9)

Integrando la Ec. (4.3.9) con respecto a la coordenada radial r, se tiene lo siguiente:

(5.10)

Ecuación (4.3.10) puede ser escrita en términos del esfuerzo en la pared:

(5.11)

La Ec. (4.3.10) puede escribirse de esta manera con el fin de facilitar su integración:

(5.12)

Con el fin de integrar la Ec. (5.12), se propone el siguiente cambio de variable: 

, por lo que

(5.13)
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La Ec. (4.3.13) puede ser re-escrita en la siguiente forma:

(5.14)

Simplificando la Ec. (5.14)

(5.15)

Aplicando el principio de linearidad de las integrales, se tiene lo siguiente:

(5.16)

Así que, 

(5.17)

Integrando se tiene lo siguiente:

(5.18)

Cambiando la variable de integración:

(5.19)

Aplicando la condición de no deslizamiento en la pared, i.e., Vz = 0 en r = a, se deduce 
el valor de la constante:

(5.20)
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Sustituyendo la constante Ec. (5.20), se tiene lo siguiente:

(5.21)

Factorizando y utilizando las propiedades de los logaritmos:

(5.22)

Finalmente, la velocidad axial en el sistema a gradiente de presión constante toma la 
forma:

(5.23)

La Ec. (5.23) representa el perfil de velocidades para el modelo de Reiner-Philippoff 
para un fluido de densidad constante, isotérmico y que es deformado continua e 
irreversiblemente por un gradiente de presión en la difrección axial. Es importante 
resaltar, que el perfil de velocidades depende de la razón defluideces, las cuales 
describen la transición de estados de mayor estructura a menor estructura por efecto 
del corte y de los parámetros del modelo de Reiner-Philippoff. 
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5.1.2 Flujo volumétrico a gradiente de presión constante

El flujo volumétrico es el producto de la velocidad por el área de flujo y se calcula a 
través de una doble integral sobre la sección transversal de flujo. La expresión básica 
toma la forma:

(5.24)

Al integrar por partes la Ec. (5.24), se tiene lo siguiente:

(5.25)

La ventaja de la Ec. (5.25) es que nos permite calcular el flujo volumétrico a través de 
la integral de la rapidez de deformación y el área, por lo que, el flujo volumétrico se 
puede expresar como:

(5.26)

Haciendo el mismo cambio de variable, que el en caso del campo de velocidades, se 
tiene lo siguiente

(5.27)

Para integrar la Ec. (5.27), se hace la división de polinomios por lo que se obtiene el 
siguiente resultado:
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(5.28)

Simplificando la expresión anterior, se tiene lo siguiente:

(5.29)

De nueva cuenta, la división de polinomios es requerida para resolver la integral de la 
Ec. (5.29)

(5.30)

La rapidez de deformación se puede expresar en términos del producto de la fluidez y 
el esfuerzo de corte rz, por lo que:

(5.31)

Finalmente, la integración de esta expresión, resulta en la siguiente ecuación no lineal 
para el esfuerzo:
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(5.32)

La Ec. (5.32) puede ser simplificada de la siguiente manera:

(5.33)

EL flujo inelástico del modelo de Reiner-Philippoff esta dado por el producto del la 
fluidez aparente y el flujo volumétrico respectivamente:

(5.34)

La fluidez aparente para el modelo inelástico de Reiner Philippoff a gradiente de 
presión constante, tiene la siguiente forma analítica:

(5.35)

Es importante resaltar que la Ec. (5.35) tiene dos límites asintóticos importantes, a bajos 
y altos esfuerzos en la pared, i.e.

(5.36)

Por lo tanto, la Ec. (5.36) describe una transición de fluideces a bajo y alto respectivamente.
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5.2 Viscoelasticidad no lineal 

La componente z pulsátil modificada de la ecuación de momento viene dada por:

(5.37)

y la ecuación reológica del modelo de Tanner-Reiner-Phillippoff 

(5.38)

Para resolver la expresión no lineal, se resuelve utilizando una técnica analítica de 
perturbación:

(5.39)

(5.40)

(5.41)

Usando el teorema de Taylor en la función de fluidez, tenemos:

(5.42)

Combinando las últimas ecuaciones, tenemos:

(5.43)
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De las dos últimas ecuaciones:

(5.44)

(5.45)

(5.46)

5.2.1 Teoría a orden cero (ε0):

Para el orden cero, la Ec. (5.44) coincide con el caso inelástico modelado con la ecuación 
de R

(5.47)

(5.48)

Entonces, en este contexto, el orden cero en nuestro esquema de perturbación está 
relacionado con el estado estacionario y el flujo homogéneo.
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5.2.2 Teoría a primer orden (ε1):

Al sustituir, las series en las ecuaciones diferenciales y separar las contribuciones a 
primer orden, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas:

(5.49)

Y 

(5.50)

Al integrar la Ec. (5.50) con respecto a la coordenada radial r, se tiene los siguiente:

(5.51)

Si se define la siguiente función estocástica modificada, se tiene lo siguiente:

(5.52)

El esfuerzo cortante rz a orden uno toma la forma:

(5.53)

En la Ec. (5.53), el esfuerzo debe de permanecer acotado para cualquier valor de r, por 
lo que la constante de integración debe de valer cero. 

(5.54)

Al sustituir el esfuerzo a primer orden y la función fluidez, se obtiene la siguiente 
expresión matemática:
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(5.55)

Simplificando la expresión anterior, se tiene lo siguiente:

(5.56)

La rapidez de deformación a orden uno es:

(5.57)

Al sustituir la rapidez de deformación a primer orden, se tiene lo siguiente:

(5.58)

La ecuación (5.58) puede integrarse por partes

(5.59)

La Ec. (5.59) puede ser escrita como:

(5.60)

La rapidez de deformación evaluada en la pared puede ser calculada a través de la 
siguiente expresión:
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(5.61)

Multiplicando la Ec. (5.61) por 4/σw, se tiene lo siguiente:

(5.62)

En donde la fluidez en la pared y a orden cero, fueron definidas como:

(5.63a, b)

Utilizando la regla de Leibnitz, la rapidez de deformación, se expresa como:

(5.64)

La cual, puede ser expresada en termino de la fluidez en la pared: ϕw = γw/(σw/4)

(5.65)

Por lo que, simplificando la Ec. (5.65)

(5.66)

La fluidez en la pared es la suma de la fluidez a orden cero y una corrección debido a 
la pendiente de la curva flujo BMP vs esfuerzo en la pared

(5.67)
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La Ec. (5.67) se puede expresar como:

(5.68)

Combinando las Ecs. (5.67) y (5.68) se tiene la siguiente expresión:

(5.69)

La Ec. (5.69) es la fluidez a primer orden, si calculamos el aumento, 

(5.70)

Una vez que la función estocástica se sustituye en la Ec. (5.69), y se promedia, se tiene 
lo siguiente:

(5.71)

El aumento del fluidez depende de un cociente de una fluidez local asociada a la 
monotonía de la curve fluidez vs esfuerzo en la pared y otra a la fluidez aparente asociada 
al promedio integral de esta, en estado estacionario y homógeneo. Sustituyendo la serie 
de Fourier definida en el capítulo 3, el aumento es constante a primer orden y tiene la 
siguiente representación analítica:

(5.72)
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5.2.3 Teoría a segundo orden (ε2):

En esta sección presentamos, la teoría a segundo orden del esquema perturbativo. 
Sustituyendo las series y solo considerando términos de segundo orden, el siguiente 
conjunto de ecuaciones diferenciales parciales lineales acopladas es obtenido:

(5.73)

(5.74)

Al integrar la Ec. (5.74) con respecto a la coordenada radial r, se tiene lo siguiente:

(5.75)

Definiendo el siguiente conjunto de variables como:

(5.76)

Al sustituir las Ec. (5.76) en la (5.74) se tiene la expresión para la rapidez de deformación 
a segundo orden:

(5.77)

El primer termino del segundo miembro se puede expresar de la siguiente forma:

(5.78)
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Combinando las últimas dos ecuaciones,

(5.79)

La fluidez a segundo orden, puede ser expresada de acuerdo a la siguiente integral

(5.80)

Sustituyendo la Ec. (5.79) en la Ec. (5.80) y aplicando linearidad de la integral, se tiene 
lo siguiente:

(5.81)

La Ec. (5.81) toma la forma:

(5.82)

La segunda integral del miembro derecho de la Ec. (5.82) puede ser expresada en la 
siguiente forma analítica:

(5.83)
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A partir de la Ec. (5.83), se tiene:

(5.84)

Por lo que

(5.85)

Pero la integral de la Ec. (5.85) toma la forma:

(5.86)

Y la diferencia entre la rapidez de deformación y el triple del flujo volumétrico es:

(5.87)

Combinando las Ecs. (5.85-5.87)

(5.88)

La derivada de la rapidez de deformación tiene la siguiente forma analítica:

(5.89)

Sustituyendo la Ec. (5.89) en la Ec. (5.88), se tiene:

(5.90)
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Simplificando, la función fluidez a segundo orden toma la forma:

(5.91)

(5.92)

Simplificando, 

(5.93)

Las funciones estocásticas tienen la forma:

(5.94)

En donde el promedio del cuadrado de la función estocástica modificada por la inercia 
toma la forma:

(5.95)

Por lo que, el aumento de la fluidez a orden dos esta dado por la expresión: 

(5.96)

La fluidez a orden dos, puede ser separada en dos contribuciones asociadas al gradiente 
de presión pulsátil y al movimiento oscilatorio en la dirección axial.
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5.2.4 Resumen del capítulo

En este capítulo se desarrolló el modelado matemático del flujo pulsátil a diferentes 
regímenes de flujo. Para entender el efecto del flujo pulsátil se estudios los sistemas más 
simples que consistió en el fluido inelástico del modelo de Tanner-Reiner-Philippoff. 
Este modelo inelástico nos permite deducir expresiones cerradas para la fluidez en 
el sistema de Poiseuille (gradiente de presión constante). La ecuación básica que se 
obtuvo es la siguiente:

a) Fluidez inelástica: Modelo de RF

Esta fluidez aparente, describe la transición de estados de mayor a menor fluidez a 
través de los parámetros materiales. Esta ecuación es clave en la descripción de los 
regímenes viscoelástico a bajo y alto corte respectivamente. 

b) Fluidez inelástica: Modelo de RF

c) Viscoelasticidad no-lineal 

c.1. Orden cero:
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c.2. Orden uno:

c.3. Promedio de la perturbación a orden uno.

c.4. Aumento en la fluidez a orden uno

c.5. Orden dos:

c.6. Promedio de la perturbación a orden dos.

c.7. Aumento en la fluidez a orden dos:

En la siguiente sección se expondrán los resultados más importantes del presente 
capitulo. En la primera sección se presentan las predicciones de los modelos teóricos y 
en la segunda sección se toman experimentos reométrico de sangre con colesterol y se 
obtienen los resultados pertinentes. 
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   Análisis de resultados

6.1 Análisis adimensional

En este capítulo se presentan los resultados más importantes del presente proyecto 
de licenciatura. Para tal efecto, las Ecs. (A-E) del resumen del capítulo anterior 

serán ocupadas. 

6.2 Variables adimensionales 

Para facilitar los cálculos, se emplearán variables adimensionales, con el fin de acotar el 
sistema y facilitar la simulación de las ecuaciones teóricas en el programa Mathematica 
11.1, después los datos serán exportados a una hoja de cálculo. Las variables 
adimensionales son:

En los números adimensionales definidos, ϕ0 es la fluidez a bajo corte de la ecuación 
constitutiva del modelo Reiner-Philippoff, < Vz > es la velocidad macroscópica y “a” 
es la longitud característica radial en el sistema. Sustituyendo esto en las ecuaciones 
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6.3 Números adimensionales

Los números adimensionales nos permiten interpretar en término de mecanismos los 
principales hechos físicos en el sistema. Al substituir las variables adimensionales en 
las ecuaciones gobernantes, se tienen cuatro números adimensionales. 

6.3.1 Grupo adimensional A

Este grupo relaciona las fuerzas viscosas con un parámetro de normalización para el 
esfuerzo k, el cual, es una medida de las propiedades no newtonianas en el sistema. Si k 
= 0 se tiene un fluido newtoniano (viscosidad constante), mientras que k muy grandes, 
i.e. k >>1 se tiene una transición de estados de mayor a menor estructura por efecto 
del flujo. Es importante mencionar que este número se puede interpretar como una 
medida de la historia de estructuración en el sistema, i.e. la tixotropía.

6.3.2 Grupo adimensional B

Este grupo es una medida de la estructura a bajo y alto corte y cuantifica los procesos de 
adelgazamiento o engrosamiento al corte respectivamente. Cuando B >> 1 se presenta 
un fluido adelgazante al corte, mientras que para B << 1, se tiene el comportamiento 
opuesto (engrosante al corte). Cuando B = 1, se tiene una estructura constante en el 
sistema (Fluido Newtoniano). 

6.3.3 Grupo adimensional We

El tercer grupo es el número de Weissneberg que se define como el producto de un 
tiempo de relajación y una rapidez característica en el sistema. Cuando el número de 
Weissenberg es cero, i.e., We = 0 se supone que el sistema no presenta almacenamiento 
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de energía y por lo tanto el sistema es inelástico, es decir, no contiene componentes 
elásticas en el sistema. Cuando el número de Weissenberg es mayor a uno, i.e. We >> 1.

6.3.4 Grupo adimensional Re

El último grupo es el número de Reynolds el cual, es una medida de los mecanismos 
inerciales y viscosos en el sistema, y cuantifica la transición de flujos de laminar (Re < 
2100), transitorio (2100 < Re < 10,000). Cuando el número de Re es menor a la unidad, i.e. 
Re << 1, el sistema es gobernado por los mecanismos viscosos asociados a la disipación 
viscosa. Por otra parte, cuando el Re >> 1, los mecanismos inerciales rigen la dinámica 
de flujo en el sistema. 

Las ecuaciones adimensionales resultantes son las siguientes:

I. Fluidez inelástica: Modelo de RF

Esta fluidez aparente, describe la transición de estados de mayor a menor fluidez a 
través de los parámetros materiales. Existen dos límites importantes de esta fluidez 
a bajo y alto corte respectivamente. Esta ecuación es clave en la descripción de los 
regímenes viscoelástico a bajo y alto corte respectivamente. 
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II. Viscoelasticidad lineal: Modelo de Maxwell

a.1 Fluidez en el régimen inercial y viscoelástico 

a.2 Aumento en la fluidez viscoelástica lineal

III. Viscoelasticidad no lineal 

b.1 Orden cero:

b.1 Promedio de la perturbación a orden uno.

(ap)1 0ö (t) ö N(t)=

b.2 Aumento en la fluidez a orden uno
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c.1 Orden dos:

c.2 Aumento en la fluidez a orden dos

6.4 Predicciones teóricas

6.4.1 Viscoelasticidad lineal: fluidez compleja 

Matemáticamente, la parte real del sistema presenta una sucesión de curvas resonantes, 
siendo a valores altos de la frecuencia angular adimensional. Para así, conforme el 
sistema va evolucionando, las curvas resonantes van atenuándose hasta llegar al 
momento en que se vuelven lineales e independientes del sistema. Se observan dos 
curvas resonantes las cuales describen la frecuencia multimodal de Maxwell, para un 
modo (a) y para tres modos (b) con datos de viscosidad y tiempo de relajación iguales. 
Ambos describen un comportamiento monótono decreciente para encontrar un punto 
máximo y después ser sucedido por un punto mínimo; la transición existente, sólo 
entre estos dos puntos, es lineal, además, conforme el sistema va evolucionando, existe 
una sucesión de puntos que se asemejan al comportamiento antes mencionado dando 
lugar a un comportamiento tipo diente de sierra. Nótese, el comportamiento entre las 
curvas resonantes (a) y (b) antes mencionadas son semejante pero con desplazamientos 
pequeños, lo que muestra que el modelo de Maxwell aproxima a una mejor respuesta 
de las propiedades viscoelásticas del material a través de la variación de la frecuencia 
adimensional sin importar la cantidad de modos que se utilicen para describir a dicho 
sistema. Cuando los valores máximos y mínimos disminuyen y el comportamiento 
irregular se va atenuando, conforme el sistema evoluciona, para volverse estable. Es 
importante resaltar que la contribución de las curvas resonantes se da a frecuencias 
altas pero presentado un pico de resonancia más pronunciada y produciendo una 
frecuencia de resonancia máxima a bajas frecuencias, a su vez tienden a atenuarse 
e incluso a desaparecer. Físicamente, la máxima respuesta entre el flujo oscilante y 
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el gradiente de presión, se ve inducida con respecto a la frecuencia multimodal de 
Maxwell y la relación entre el solvente y el polímero, que es el tiempo reducido 
adimensional. Con esto, como consecuencia, es posible notar que a valores pequeños 
de la frecuencia adimensional se tiene el máximo valor obtenido para el flujo pulsátil, i, 
e., el flujo máximo posible se da en este punto. Conforme el sistema va evolucionando, 
se puede observar una mitigación en el aspecto antes mencionado.

Figura 6.1. Ilustra el comportamiento de la fluidez vs esfuerzo en la pared en función de 
las propiedades adelgazantes y engrosantes al corte a través del número adimensional 
B. En esta simulación el valor de C permanece constante igual a la unidad.
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Figura 6.2. Ilustra el comportamiento de la fluidez vs esfuerzo en la pared en función de 
las propiedades adelgazantes y engrosantes al corte a través del número adimensional 
B. En esta simulación el valor de C permanece constante igual a la unidad.

Figura 6.3. Ilustra el comportamiento de la fluidez vs esfuerzo en la pared en función de 
las propiedades adelgazantes y engrosantes al corte a través del número adimensional 
B. En esta simulación el valor de C permanece constante igual a la unidad.
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6.4.2 Teoría a orden cero

6.4.2.1 Mecanismos adelgazantes: fluidez

La Fig. 6.2 muestra el comportamiento matemático de la fluidez a orden cero (inverso de 
la viscosidad) vs esfuerzo en la pared para diferentes valores de número adimensional 
B el cual, está asociada a los procesos adelgazantes al corte. La ecuación que rige, el 
comportamiento de la Fig. 5 está dado por:

Figura 6.2. Ilustra el comportamiento de la fluidez vs esfuerzo en la pared en 
función de las propiedades adelgazantes y engrosantes al corte a través del número 
adimensional B. En esta simulación el valor de C permanece constante igual a la 
unidad.
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Esta ecuación tiene dos límites matemáticos a bajo y alto esfuerzo en la pared:

A esfuerzos en la pared altos, el valor de la fluidez está determinado exclusivamente 
por el número adimensional B, que es una medida de los procesos adelgazantes en 
el sistema. Matemáticamente, en todas las simulaciones de la Fig. 5, se observan tres 
comportamientos básicamente: (i) a esfuerzos en la pared bajos (menores a uno) el 
sistema presenta una zona constante en donde, la fluidez presenta un valor constante, 
lo que implica una estructura constante en el sistema. A esfuerzos en la pared 
moderados (1, 10) el sistema experimenta un comportamiento monótono creciente con 
pendiente diferente para cada valor del número adimensional B, aun esfuerzo en la 
pared critico. Para un segundo comportamiento crítico en el esfuerzo en la pared, la 
fluidez es constante e independiente del esfuerzo. Físicamente, este punto significa que 
el valor de la fluidez a altos cortes es equivalente a la fluidez del solvente en física de 
polímeros o para sistemas biológicos como la sangre sería al plasma. Físicamente, a 
esfuerzos bajos el sistema se considera con una fluidez constante (Fluido newtoniano), 
sin embargo, a esfuerzos en la pared moderados 1, 10 el sistema experimenta constantes 
cambios en la estructura por lo que su fluidez aumenta lo que implica que tenemos un 
fluido no newtoniano adelgazante. Por último, a elevados valores de esfuerzo en la 
pared presenta una estructura destruida por efecto del esfuerzo en la pared y esta es 
equiparable a la viscosidad del solvente (agua). Biológicamente la zona intermedia 
representaría la desestructuración y orientación de los eritrocitos por efecto del flujo 
asociado al gradiente de presión constante, que es la fuerza que deforma continua e 
irreversiblemente el fluido complejo. 
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6.4.2.2 Mecanismos adelgazantes: flujo volumétrico

La Fig. (6.3) muestra el comportamiento matemático del flujo. A esfuerzos de la pared 
bajos el comportamiento es lineal. A un esfuerzo en la pared crítico el sistema presenta 
un cambio en la pendiente (en valores de 4 a 10) y para un segundo esfuerzo critico el 
valor del flujo retoma su comportamiento lineal. Físicamente, al aumentar el valor de 
B el esfuerzo en la pared que se tiene que aplicar es menor debido a los mecanismos 
adelgazantes el fluido que inducen menor fricción. A esfuerzos bajos en el sistema se 
considera un flujo lineal, sin embargo, a esfuerzos en la pared moderados (4 a 10) el 
sistema experimenta cambios en la estructura por lo que el cambio en la pendiente. Por 
último, a elevados valores de esfuerzo en la pared el fluido presenta una estructura 
destruida por efecto del esfuerzo en la pared por lo tanto el flujo vuelve a tener su 
comportamiento lineal. Biológicamente entre más engrosante sea la sangre por efectos 
de colesterol menor será el flujo que tenga a un esfuerzo en la pared constante. 

Figura 6.5. Ilustra el comportamiento del fluido no newtoniano a orden en función 
del esfuerzo en la pared, para diferentes condiciones de adelgazamiento al corte, en 
función del número adimensional B. 
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6.4.2.3 Mecanismos tixotrópicos: fluidez

La Fig. (6.4) muestra el comportamiento matemático de la fluidez vs esfuerzo en la 
pared para un líquido adelgazante al corte, en función del número adimensional C, 
que relaciona los mecanismos de estructuración y desestructuración asociados a la 
tixotropía. Es claro que el efecto que tiene el número adimensional C sobre las curvas 
de esfuerzo es la de controlar los procesos de reestructuración en el sistema. Como en 
el caso de la Fig. 5, el sistema muestra dos comportamientos claves y el tercero que 
es una interpretación biológica del sistema. Matemáticamente: A bajos esfuerzos en 
la pared, el sistema presenta una zona constante, y a un esfuerzo en la pare crítico, el 
sistema presenta un comportamiento monótono creciente, y para un segundo esfuerzo 
crítico en la pared, la fluidez es independiente del esfuerzo en la pared, y su valor 
está determinado enteramente por el número adimensional B. Cuando el número 
C aumenta, en una década de la simulación “a” a la simulación “b”, se observa que 
el comportamiento es el mismo, sin embargo, el valor crítico en donde la fluidez 
experimenta el cambio de estados de menor a mayor fluidez decrece, esto se observa 
en las flechas para los casos de fluidez de C = 0.001 a C = 0.1. Obsérvese que las 4 
curvas que se presentan tienen un comportamiento semejante esto se debe a el número 
adimensional C que me describe la desviación del comportamiento newtoniano en 
el sistema. La fluidez se comporta de una forma constantes. A esfuerzos en la pared 
críticos (0.3, 3, 12,) la fluidez presenta cambios crecientes t de menor a mayor y para un 
segundo esfuerzo en la pared él comportamiento de la fluidez es asintótico.

Físicamente: el efecto del número adimensional C está asociado a las curvas de 
tixotropía en el sistema es decir es decir a la reversibilidad en el sistema, e igual manera 
muestra la perdida de estructura en el sistema. 

Claramente estas curvas dan dos aspectos importantes de información al observarlas:

a) La irreversibilidad en el sistema, la forma de esta curva está determinada por la 
propiedad material k o por el grupo adimensional C.

b) La desestructuración del sistema debido a los procesos tixotrópicos en la muestra.

Estas curvas que se observan se presentan en otros sistemas físicos y son conocidas 
como de histeris y están asociadas a la historia de deformación del material.
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Figura 6.6. Ilustra el comportamiento del fluido no newtoniano a orden en función 
del esfuerzo en la pared, para diferentes condiciones de tixotropía del fluido, a través 
del número adimensional C.

Biológicamente: describe la deformación y desestructuración de los cúmulos, asociados 
a los hematocritos en la sangre por lo que al estructurarse por fuerzas de adhesión 
o electrostáticas se presenta una estructura compacta y cuando se desestructura, se 
orienta bajo flujo y al regenerarse otra vez el sistema, este no presenta la estructura 
inicial con la que empezó el ciclo por lo que ha perdido más estructura. El área bajo la 
curva en un periodo de flujo denotado por la Fig. 7 simulaciones (a, b) está asociada a la 
perdida de estructura en el sistema. Nótese que entre más cambie la desestructuración 
en el sistema, el área de la curva aumenta. 
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6.4.2.4 Mecanismos tixotrópicos: flujo volumétrico 

La Fig. (6.5) muestra el flujo matemático en función del esfuerzo en la pared para 
diferentes condiciones de tixotropía a través del número adimensional C. Para su 
simulación, se ha fijado un valor en los mecanismos adelgazantes al corte a través 
del número adimensional B = 0.9. Como en los otros análisis (Figs. 6-3-6.5), el análisis 
se enfoca en tres vertientes básicas. Físicamente: la historia de las deformaciones, 
no afectan el comportamiento del flujo volumétrico como se apreció en las otras 
simulaciones. El efecto del número adimensional C no infiere en el comportamiento 
del flujo. Biológicamente: a valores de C más grandes reducen la parte newtoniana, 
es decir, la sangre entre más adelgazante permitirá que se apliquen esfuerzos menores 
para un determinado fluido, en cambio a valores de C menores, la sangre es menos 
adelgazante, por lo que se tiene que aplicar esfuerzos en la pared más grandes para un 
determinado flujo.

Figura 6.7. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como función del esfuerzo 
en la pared en función de los procesos de estructuración y desestructuración del 
material a través del número adimensional C. El número adimensional B asociado a 
los procesos adelgazantes al corte se mantuvo con un valor constante de B = 0.9.
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6.5 Teoría a primer orden

6.5.1 Mecanismos adelgazantes: fluidez 

La Fig. 6.6 muestra el comportamiento matemático de la fluidez (inverso de la 
viscosidad). A esfuerzos de la pared bajos el comportamiento es constante igual a la 
unidad 0.1, 0.5. A un esfuerzo en la pared crítico el sistema presenta un comportamiento 
monótono creciente. Para un segundo esfuerzo (6-10) en la pared se puede observar 
la contribución de la función estocástica y del efecto pulsátil en una desviación en la 
pendiente y para un tercer esfuerzo crítico el valor de la fluidez se mantiene constante. 

Figura 6.8. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como función del 
esfuerzo en la pared en función de los procesos de estructuración y desestructuración 
del material a través del número adimensional C. El número adimensional B asociado 
a los procesos adelgazantes al corte se mantuvo con un valor constante de B = 0.9.
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Físicamente, a esfuerzos bajos el sistema se considera con una fluidez constante 
(Fluido newtoniano), sin embargo, a esfuerzos en la pared moderados 1, 10 el sistema 
experimenta constantes cambios en la estructura por lo que su fluidez aumenta lo que 
implica que tenemos un fluido no newtoniano adelgazante. Al tener la contribución del 
efecto pulsátil se puede observas como existe un aumento en la fluidez y decrece hasta 
alcanzar un efecto constante.

Biológicamente se puede interpretar como el aumento de la fluidez de la sangre durante 
la aplicación de un efecto pulsátil, el corazón n. Esto nos indica que varía la viscosidad 
de la sangre reduciéndola, para que aumente la fluidez. Aplicando menor esfuerzo 
en la pared. Interpretándolo como la desestructuración de los eritrocitos al aplicar el 
esfuerzo pulsátil.

6.5.2 Mecanismos adelgazantes: flujo volumétrico

Como en los casos anteriores, se presenta el flujo volumétrico en función del gradiente 
de presión para diferentes valores del número adimensional B. En esta simulación el 
valor de C =1. A valores de esfuerzos bajos, el sistema muestra un comportamiento 
lineal para todos los valores del número adimensional B. Este comportamiento 
corresponde al fluido newtoniano. Por otra parte, a un valor de esfuerzo en la pared 
crítico el sistema cambia de pendiente y su valor esta determinado por los procesos 
de desestructuración vía el adelgazamiento al corte, hasta un valor máximo. Para un 
segundo valor crítico, el sistema presenta un segundo comportamiento lineal con 
pendiente constante, consistente con el comportamiento a altos esfuerzos en la pared.

Biológicamente el sistema presenta una zona de desestructuración a moderados cortes, 
como se observa en la Fig. 9. Físicamente, significa que debido al corte, los cúmulos 
se desestructuran y rompen por efecto del flujo y se orientan lo que se induce en el 
cambio de flujo. Una manera de cuantificar, el efecto del gradiente de presión pulsátil, 
es a través del aumento n la fluidez lo que se aprecia en la Fig. 10.
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Figura 6.9. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como función del 
esfuerzo en la pared en función de los procesos de adelgazamiento al corte a través 
del número adimensional B. El número adimensional C se mantuvo constante con 
valor C =1. 

6.5.3 Mecanismos adelgazantes: Aumento en el flujo volumétrico

En la Fig. (6.8) se observa el aumento en el flujo, en función del esfuerzo en la pared 
aplicado. La ecuación evaluada toma la forma:

En las simulaciones de la Fig. (10) el valor de M asociada a la amplitud de la serie de 
Fourier, es igual a dos, i.e. M = 2. Dos hechos importantes son observables en la Fig. 10.

a) El efecto del gradiente de presión se observa a primer orden. La condición 
suficiente para obtener las curvas resonantes observables en la Fig. 10 es que 
el sistema físico experimente cambios en sus estructura debido al corte, i.e. que 
presente adelgazamiento al corte.



81

CAPÍTULO VI
Análisis de resultados 

b) Al aumentar las propiedades adelgazantes, en máximo en las curvas resonantes 
incrementa por efecto de la desestructuración.

c) Para valores cercanos a 1, es decir al valor del fluido newtoniano, las curvas 
resonantes decrecen notablemente, y en el valor de B = 1 (Newtoniano) el 
aumento de la fluidez es cero. 

Figura 6.10. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como función del 
esfuerzo en la pared en función de los procesos de adelgazamiento al corte a través 
del número adimensional B. El número adimensional C se mantuvo constante con 
valor C =1. 
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6.5.4 Mecanismos tixotrópicos: fluidez 

Figura 6.11. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como función del 
esfuerzo en la pared en función de los procesos de estructuración y desestructuración 
del material a través del número adimensional C. El número adimensional B asociado 
a los procesos adelgazantes al corte se mantuvo con un valor constante de B = 0.9.

En la Fig. (6.9) se observa los mecanismos tixotrópicos en la función fluidez. En las 4 
simulaciones se ha dejado el valor del número adimensional B constante i.e. B = 0.9. Los 
valores del número adimensional C utilizados son: (a) 0.01, (b) 0.1, (c) 1.0, (d) 10, (e) 100. 
Se observa que la fluidez a primer orden tiene el mismo comportamiento para las cinco 
simulaciones. A bajos esfuerzos en la pared el sistema presenta un comportamiento 
constante, aquí la función fluidez vale uno. A un esfuerzo crítico la función describe un 
comportamiento monótono creciente hasta un valor máximo de fluidez. A un segundo 
valor crítico, la función decrece monótonamente hasta un tercer valor critico, en donde 
la fluidez es constante e independiente del esfuerzo en la pared. Claramente el efecto 
del número adimensional C en el flujo, es el de desplazar es trasladar las gráficas 
de estados de mayor a menor esfuerzos en la pared. Esto podría ser una ventaja, 
desde el punto de vista energético porque asociado a los procesos no newtonianos de 
estructuración y formación de la estructura, el número C es una medida de la energía 
que el sistema necesita para ser deformado a través del gradiente de presión. Un 
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número C >> 1 implica que el esfuerzo en la pared es mucho menor, que cuando C << 
1, en donde se necesita mayor energía en el sistema para alcanzar el mismo máximo y 
por lo tanto el mismo comportamiento que en las otras simulaciones (Vea por ejemplo 
las simulaciones b-e, de la Fig. 6.8).

6.5.5 Mecanismos tixotrópicos: aumento en el flujo

Figura 6.12. Ilustra el aumento de flujo a primer orden vs esfuerzo en la pared en 
función del número adimensional C. EL valor del número adimensional B = 0.1 y los 
valores del número adimensional C son: (a) 0.1, (b) 0.5, c ( 1.0) y d (2.0)

En la Fig. (6.10) se observa el aumento de flujo en función del gradiente de presión para 
diferentes valores del número adimensional C. En las simulaciones, el valor del número 
B = 0.1. El efecto del número adimensional asociado a la tixotropía es el de desfasar las 
curvas resonantes hacia la izquierda, a menores valores de gradiente de presión. Un 
hecho importante, es que el máximo de la curva se debe a un acoplamiento entre las 
propiedades adelgazantes y de reestructuración del sistema, sin embargo, el valor del 
esfuerzo en la pared asociado al gradiente de presión utilizado para el máximo en las 
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curvas, se obtiene por efecto del número adimensional C. Este número depende de la 
concentración de estructura en el sistema y puede ser visualizado como de tixotropía.

6.6 Teoría a segundo orden

En la Figs. 12(a, b) se observa la fluidez a segundo orden en función del esfuerzo en la 
pared para diferentes condiciones de flujo: (a) Adelgazamiento al corte, (b) Tixotropía 
en el sistema. En estas simulaciones la ecuación que se utilizo fue la de segundo orden, 
es decir, 

Esta ecuación es la base de las predicciones de las Figs. (12, 13). El comportamiento 
matemático es muy similar en las dos curvas. A esfuerzos en la pared bajos, el 
sistema presenta una fluidez constante, mientras que a un esfuerzo crítico el sistema 
experimenta un comportamiento monótono creciente hasta un valor máximo en la 
pared a un esfuerzo crítico. Para valores mayores de este esfuerzo crítico la fluidez 
decrece monótonamente cruzando el eje coordenado del esfuerzo en la pared en donde 
la fluidez es cero. En este punto la segunda derivada es cero, debido al punto de inflexión 
de la misma. Para un tercer esfuerzo crítico, el sistema presenta un mínimo, el cual se 
puede suponer como un efecto anti-resonante y para valores de esfuerzo en la pared, 
mayores que el del mínimo se observa un comportamiento asintótico aproximándose 
al valor de fluidez cero. Las siguientes observaciones son las más importantes de las 
Figs. (12) y (13). 

a) El efecto del segundo orden, induce un comportamiento anti-resonante seguido 
de un anti-resonante en el sistema. 

b) El efecto de B es aumentar el máximo y decrecer el mínimo en la curva resonante.

c) El efecto del número adimensional C es el de trasladar las curvas a menores 
valores de esfuerzo en la pared, pero a diferencia de las curvas a primer orden, 
aquí se observa una disminución en la magnitud del máximo y del mínimo 
respectivamente.
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d) Experimentalmente, no se ha detectado la presencia del mínimo, por lo que se 
necesitan realizar protocolos de investigación direccionados a contestar esta 
pregunta. Quizá, la respuesta se observe en sistemas muy anisotrópicos como 
los cristales líquidos. 

6.6.1 Mecanismos adelgazantes: fluidez

Figura 6.13. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como función del 
esfuerzo en la pared en función de los procesos de estructuración y desestructuración 
del material a través del número adimensional C. El número adimensional B asociado 
a los procesos adelgazantes al corte se mantuvo con un valor constante de B = 0.9.
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6.6.2 Mecanismos tixótropicos: fluidez

Figura 6.14. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como función del 
esfuerzo en la pared en función de los procesos de estructuración y desestructuración 
del material a través del número adimensional C. El número adimensional B asociado 
a los procesos adelgazantes al corte se mantuvo con un valor constante de B = 0.9.

6.6.3 Aplicaciones de la teoría de perturbaciones a un fluido biológico 
viscoelástico: Sangre humana con hipercolesterolemia 

En esta sección, se analiza el aumento en la fluidez a través de datos reométricos de 
sangre con hipercolesterolemia (alto contenido en colesterol). Los datos y protocolos 
experimentales fueron realizados bajo estrictos criterios de Bioética los cuales fueron 
descritos a detalle en el trabajo de Moreno et al. 2015 y utilizados por Herrera et al. (2017, 
2019). A partir de estos, se obtienen las siguientes tablas de propiedades materiales y 
números adimensionales respectivamente.
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Tabla 3. Propiedades materiales del modelo Tanner-Reiner-Philippoff.

Contenido de colesterol 
/Propiedades
Materiales

Constante de 
normalización 

para el esfuerzo

Módulo 
elástico

Viscosidad 
a bajo corte

Viscosidad 
a alto corte

k
[Pa-1]

G0

[Pa]
h0

[Pas]
h∞

[Pas]

Colesterol Bajo
300 mg/dL 0.90 1. 487 0.0113 0.009

Colesterol Medio 
174 mg/dL 0.74 1.472 0.023 0.0042

Colesterol Alto
114 mg/dL 0.19 1.834 0.046 0.0047

Tabla 4. Números adimensionales.

Números Adimensionales

Colesterol Bajo
300 mg/dL 0.0125 1.250 0.0061

Colesterol Medio
174 mg/dL 0.0170 5.476 0.0156

Colesterol Alto
114 mg/dL 0.0098 9.703 0.0222

El radio sanguíneo típico de las venas varía de 0,02 a 0,35 cm y la densidad de la sangre 
es aproximadamente de 1,05 g/cm3 respectivamente (Del Rio et al., 1998). La rapidez de 
deformación característica con estos datos, satisface las siguiente desigualdad:
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Las fuerzas inerciales y viscosas puede calcularse a través del número de Reynolds, es 
decir,

Como el número de Reynolds es menor que la unidad, es físicamente aceptable 
descartar la contribución de los mecanismos de inercia.

La Fig. (6.13) muestra las curvas reométricas de BMP ajustadas para seguir 
cualitativamente los datos reométricos obtenidos para sangre con diferentes niveles de 
colesterol. Los parámetros utilizados se muestran en la Tabla 3. Solo se utiliza un modo 
del BMP para ajustar los datos y, por lo tanto, solo se muestran los datos a baja velocidad 
de corte. La razón para esto es que las predicciones de la tensión de fluencia mostradas 
aquí suponen que el modelo TRP es un modelo de modo único. Según lo informado por 
Moreno et al. (2015) se necesitan tres modos para ajustar todos los datos reométricos 
de la sangre en la zona de alta velocidad de corte. Aquí estamos usando solo el modo 
principal que reproduce adecuadamente los datos para las regiones de corte bajo y 
moderado, que es donde los fenómenos de tensión de fluencia se vuelven importantes. 
Las predicciones de mejora de flujo para sangre humana real se representan en la Fig. 
15, donde la línea continua representa la aproximación de orden cero (sin mejora de 
flujo) y la línea de puntos representa las predicciones de primer orden. A medida que 
aumenta el contenido de colesterol, el máximo de mejora del flujo es más evidente en 
las curvas. Esto se debe a que el colesterol hace que la sangre se convierta en un fluido 
de reducción de cizallamiento más fuerte y, por lo tanto, se potencia la mejora del flujo.
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Figura 6.15. Datos de flujo reométrico de sangre con diferentes contenidos de colesterol 
ajustados con el modelo BMP, el parámetro obtenido se muestra en la Tabla 3.

Figura 6.16. Mejora de la fluidez frente a la tensión adimensional de la pared 
en función del mecanismo de adelgazamiento por corte, respectivamente. Los 
parámetros y números adimensionales utilizados en la simulación se muestran en 
los Tablas 3 y 4.
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La comparación de los máximos para la mejora de la fluidez se representa en la Fig. 
6.15. El recuadro de la Fig. 6.15 muestra los resultados de la mejora energética que 
está directamente relacionada con los resultados en la mejora de la fluidez, es decir, 
el contenido de colesterol aumenta la mejora energética. con la muestra de colesterol 
alto que muestra los valores máximos y la muestra con colesterol bajo que muestra la 
mejora energética más baja.

Figura 6.17. Mejora de la fluidez frente a la tensión adimensional de la pared en 
función del mecanismo de adelgazamiento por cizalladura, respectivamente. Los 
parámetros y números adimensionales utilizados en la simulación se presentan en 
las Tablas 3 y 4. 
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Figura 6.18. Ilustra el flujo volumétrico frente al esfuerzo en la pared en función 
del mecanismo de adelgazamiento inducidos por el corte. Los parámetros y números 
adimensionales utilizados en la simulación se calculan en las Tablas 3 y 4.

Figura 6.19. Ilustra el flujo volumétrico frente al esfuerzo en la pared en función del 
mecanismo de adelgazamiento inducidos por el corte. Los parámetros y números 
adimensionales utilizados en la simulación se calculan en las Tablas 3 y 4.
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Figura 6.20. Muestra el aumento de flujo vs el esfuerzo en la pared y rapidez de 
deformación.

Los resultados para el flujo volumétrico se muestran en la Fig. (6.16), donde se observa 
el mayor aumento en el flujo volumétrico para la muestra con alto contenido de 
colesterol. De nuevo, el incremento en el flujo volumétrico se presenta solo en la región 
de ley de potencia. Con las zonas de esfuerzo en la pared baja y alta, no se observa una 
diferencia entre el gradiente de presión constante y los casos de gradiente de presión 
pulsátil. Es claro que para que existe una mejora en el flujo volumétrico, este debe 
de presentar cambios en la estructura por efecto del flujo y entre más contenido de 
colesterol exista en la sangre, esta promueve un incremento en el flujo debido a que 
el sistemas posee más punto estructurales e induce una mayor Resistencia lo que se 
promueve en un mayor aumento. Este hecho es lo más relevante de este Proyecto de 
libro especializado y es punto de partida en investigaciones futuras. 
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Figura 6.21. Ilustra el flujo volumétrico frente al esfuerzo en la pared en función 
del mecanismo de adelgazamiento inducidos por el corte. Los parámetros y números 
adimensionales utilizados en la simulación se calculan en las Tablas 3 y 4.
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7.1 Contribución al conocimiento 

En el presente trabajo se estudió el flujo de un fluido biológico (sangre humana) 
con niveles de colesterol bajo, medio y alto, sometidos a un gradiente de presión 

pulsátil. El flujo y la reología del sistema biológico fueron descritos por el modelo 
visco-elástico de Tanner, y la función viscosidad del modelo de Tanner fue descrita con 
el modelo de Reiner-Philippoff, el cual es un modelo de tres constantes materiales que 
describe los procesos de adelgazamiento o engrosamiento al corte por efecto del flujo. 
El gradiente de presión pulsátil fue modelado mediante el producto de un gradiente de 
presión pulsátil y una función estocástica multiplicada por un parámetro perturbativo. 
La función estocástica representa las variaciones de la presión en el corazón humano, 
y con el fin de incorporar efectos de armónicos en el sistema, se escogió una serie de 
Fourier generalizada. En este trabajo se analizaron dos regímenes de flujo: (i) visco 
elasticidad lineal (trasformada de Fourier) y de (ii) visco elasticidad no lineal. El 
régimen de viscosidad lineal, se analizó mediante el formalismo de la trasformada 
de Fourier, mientras que en el régimen de visco elasticidad no lineal, se utilizó un 
desarrollo perturbativo en donde las variables perturbadas fueron velocidad, esfuerzo, 
rapidez de deformación viscosidad y flujo volumétrico, el parámetro de perturbación 
fue . En este trabajo de investigación los resultados se centraron en el cálculo de:

a) Flujo volumétrico.

b) Función viscosidad.

c) Aumento en el flujo. 

d) Aumento en la potencia.
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Para resolver el problema de flujo se introduce un conjunto de variables adimensionales 
que permiten obtener grupos adimensionales los cuales describen la física del sistema. 
En este caso los grupos adimensionales fueron número de Reynolds, Weissenberg y 
los números adimensionales B, C. El número de Reynolds relaciona los mecanismos 
inerciales (masa y movimiento) y viscosos (disipativos). El número de Weissenberg es 
el producto de un tiempo característico asociado con la viscoelasticidad del material y 
una rapidez de deformación del proceso. Este número nos indica la diferencia entre un 
fluido viscoso, visco-elástico. El tercer grupo B es un cociente de viscosidades a bajo y 
alto corte respectivamente, si B es mayor a 1 tenemos un fluido engrosante, si B es menor 
a 1 tenemos un fluido adelgazante, y en el caso de B = 1 el fluido es newtoniano. Por 
último el cuarto número C está asociado a la restructuración del material y su magnitud 
puede ser asociada a los procesos de construcción y destrucción de la estructura por 
efecto del flujo y por ende relacionados con los procesos de desestructuración. 

Los resultados más importantes del presente trabajo son resumidos a continuación:

7.2 Viscoleasticidad lineal

A) En el régimen de viscosidad lineal la relación entre el flujo volumétrico y el 
gradiente de presión está regulada por la función de trasferencia compleja en 
el espacio de Fourier y esta relaciona los mecanismos inerciales y la fluidez 
compleja a través de un cociente de función de Bessel.

7.3 Viscoelasticidad no-lineal

B) La reología y el flujo en el sistema puede ser caracterizada mediante cuatro 
grupos adimensionales.

C) El efecto que tiene el gradiente de presión pulsátil sobre el sistema es disminuir 
la viscosidad.

D) Las funciones Bessel en el régimen de visco-elasticidad lineal describen curvas 
resonantes las cuales se han encontrado en diferentes sistemas físicos asociados a 
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problemas de trasporte de medios acuíferos, medios porosos, sistemas biológicos 
(células ciliadas externas). La parte real están relacionadas con el aumento del 
flujo y la permeabilidad dinámica en el sistema. Mientras que la parte imaginaria 
está relacionada con las curvas discontinuas encontradas en otros sistemas.

E) En el régimen de viscosidad lineal, bajas deformaciones no existen aumentos en 
el flujo es decir son constantes.

F) A orden cero el sistema se reduce a considerar un flujo en estado estacionario 
y homogéneo es decir que los efectos inerciales y elásticos no son tomados en 
cuenta. 

F) A primer orden de la función se obtienen las contribuciones del gradiente de 
presión pulsátil, y la parte visco-elástica del material atreves de la función 
estocástica y el número de Weissenberg. 

G) A segundo orden se obtienen las contribuciones visco-elásticas de menor orden, 
por lo tanto a partir del segundo orden se obtienen contribuciones en el régimen 
visco-elástico de menor orden.

H) El efecto del gradiente de presión pulsátil solo se observa a esfuerzos en la 
pared moderados mientras que a bajos y altos esfuerzos en la pared el efecto del 
gradiente no es observable.

7.4 interpretación biológica 

G) Los resultados obtenidos en este trabajo muestran que el corazón trabaja de 
manera pulsátil debido a que disminuye la fricción abatiendo la viscosidad en el 
régimen de esfuerzos en la pared maderables.

H) Básicamente el flujo pulsátil del corazón se puede interpretar como un mecanismo 
de defensa de este ya que al tener mayor concentración de colesterol en la sangre 
el corazón adapta las pulsaciones de tal manera que disminuye su viscosidad, 
desde el punto de vista ingenieril el corazón regula su funcionamiento de 
acuerdo a la viscosidad de la sangre.
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7.5 Trabajo a futuro

Este trabajo puede ser extendido de manera natural tomando en cuenta las variaciones 
del hematocrito diferentes tipos de enfermedades (cirrosis hepática, leucemia, diabetes) 
y trasferencia de tecnología (anticoagulantes o válvulas cardiacas). Por ultimo el 
modelado de estos sistemas implica el uso de herramientas matemáticas y físicas como 
son, métodos perturbativos, métodos asintóticos y métodos numéricos basados en 
elemento volumen finito e híbridos utilizando software especializado en fluidos no 
Newtonianos (COMSOL, ANSYS FLUENT).



99

APÉNDICE A

En este apéndice se desarrolla las ecuaciones principales mediante una forma 
matemática equivalente diferente a la desarrollada mediante el formalismo de 

Fourier y la ecuación homogénea de Bessel.

Flujo de Poiseuille en estado estacionario 

(A-1)

Integrando con respecto a la coordenada radial r y utilizando la condición de frontera 
de que el esfuerzo debe de permanecer acotado, se tiene lo siguiente:

(A-2)

Es importante notar que el esfuerzo en la pared, toma la forma 

(A-3)

De la ecuación constitutiva se tiene lo siguiente

(A-4)

Integrando con respecto a la coordenada radial r y aplicando la condición de no 
deslizamiento en la pared, i.e. Vz = 0 en r = a, se tiene lo siguiente (Apéndice A)

(A-5)
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La velocidad axial puede simplificarse utilizando las siguientes variables:

(A-6)

Integrando se tiene lo siguiente:

(A-7)

Donde se definieron las siguientes variables

(A-8)

Aplicando la condición de frontera en la pared, se tiene:

(A-9)

Sustituyendo se tiene lo siguiente:

(A-10)

En donde zw esta dado por la siguiente expresión:

(A-11)
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Aplicando la definición del flujo volumétrico en un geometría cilíndrica, 

(A-12)

La rapidez de deformación se puede expresar en términos del producto de la fluidez y 
el esfuerzo de corte rz, por lo que:

(A-13)

Al sustituirlo en el flujo volumétrico, se tiene lo siguiente:

(A-14)

Resolviendo la integral, se tiene lo siguiente:

(A-15)

Finalmente, se tiene el flujo volumétrico del modelo de Reiner–Phiilipoff

(A-16)
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En este apéndice se desarrolla las ecuaciones principales mediante una forma 
matemática equivalente diferente a la desarrollada mediante el formalismo de 

Fourier y la ecuación homogénea de Bessel.

La componente z de la ecuación de movimiento tomando en cuenta los mecanismos 
inerciales, toma la siguiente forma: 

(B-1)

El término ρ tVz es la masa por unidad de volumen multiplicada por la aceleración 
instantánea en el sistema. Por otra parte, la componente rz d e la ecuación constitutiva 
toma la forma:

(B-2)

Al combinar las Ecuaciones (6.1-45,6.1- 47), se tiene lo siguiente:

(B-3)

Al multiplicar la Ec. (6.1-45) 1+ lM∂t se tiene lo siguiente:

(B-4)

La rapidez de deformación  se puede expresar de la siguiente:
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(B-5)

La Ec. (6.1-51) se puede es diferencial lineal y describe las variaciones de la velocidad 
por efectos del espacio y tiempo. Aplicando el formalismo de Fourier, en la Ec. (6.1-51) 
se tiene lo siguiente:

(B-6)

(B-7)

Simplificando la Ec. (6.1-54) y definiendo la fluidez compleja como el inverso de la 
viscosidad compleja, se tiene lo siguiente:

(B-8)

Simplificando esta expresión, se tiene lo siguiente:

Perfil de velocidades

(B-9)

Factorizando la función velocidad 

(B-10)

Para resolver la Ecuación diferencial de Bessel se propone el siguiente cambio de 
variable:
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(B-11)

Nótese que α tiene unidades de longitud. Sustituyendo en la ecuación diferencial, se 
tiene lo siguiente:

(B-12)

La parte homogénea se resuelve de la siguiente manera:

(B-13)

Desarrollando la velocidad en el espacio de Fourier, se tiene lo siguiente:

(B-14)

Multiplicando por r2 se tiene la ecuación diferencial del modelo de Bessel:

(B-15)

La Ec. (6.2-63) es paramétrica de Bessel y para resolverla se propone el siguiente cambio 
de variable z = αr

(B-16)

La solución de la ecuación diferencial Ec. (B-16) está dada por la Expresión:

(B-17)

En la Ec. (B-17) {J0 (x),Y0 (x) } son la funciones de Bessel de orden cero de primera y 
segunda especie respectivamente. La solución particular para el problema de la Ec. 
(6.1-60) se puede expresar como:
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(B-18)

Sustituyendo en la expresión general, se tiene lo siguiente:

(B-19)

Por lo que, la constante A se despeja y se tiene lo siguiente:

(B-20)

En donde el operador diferencial espacial se anula debido a que la solución particular 
es una constante:

(B-21)

Por lo que, la solución es la solución homogénea dada por las series de Bessel (Ec. 6.2-
65) y sol. Particular Ec. (6.2-68) por lo que, se tiene lo siguiente:

(B-22)

o

(B-23)

La solución general contiene dos constantes de integración C1 y C2 las cuales deben 
de determinarse a partir de las condiciones de frontera, las cuales se pueden describir 
como:
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(B-24a)

(B-24b)

La primera de estas condiciones obedece a que la solución particular debe de 
permanecer acotada, i.e. que para ningún valor que tome la coordenada radial debe ser 
infinita. Por otra parte, la segunda condición de frontera se relaciona con la condición 
de no deslizamiento en la frontera (pared del tubo capilar). Al sustituir la primera C.F.1 
en la ecuación diferencial, se tiene lo siguiente: 

(B-25)

Simplificando la expresión se obtiene la siguiente expresión algebraica: 

(B-26)

Simplificando la ecuación anterior, se tiene lo siguiente:

(B-27)

La ultima igualdad, demuestra que la velocidad en el centro del capilar, es infinita lo 
que carece de sentido físico. Para evitar esta inconsistencia física, la constante C2 debe 
ser cero. Por lo que la solución general toma la forma: 

(B-28)

La segunda condición de frontera al sustituirla nos da la siguiente información física:

(B-29)
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De análisis de la primera condición de frontera se deduce que la constante C2 es cero 
por lo que al despejar C1 se tiene lo siguiente:

(B-30)

Finalmente al sustituir las constantes C1 y C2 en la solución general, se tiene lo siguiente:

(B-31)

Factorizando la velocidad axial en el espacio de Fourier, se tiene:

(B-32)

Esta expresión nos permite obtener el perfil de velocidades en función de los 
parámetros materiales del sistema {ρ η0 λ0, λJ}, la fuerza motriz que deforma continua 
e irreversiblemente el fluido asociado al gradiente de presión en la dirección axial. 
Nótese, que el perfil de velocidades está determinado por un cociente de funciones de 
Bessel, lo que podría inducir a efectos resonantes en el sistema.

Flujo volumétrico

La expresión para calcular el flujo volumétrico en un capilar de radio r = a y longitud 
z = L, esta dad por:

(B-33)

Al tomar la transformada de Fourier del flujo volumétrico, se tiene lo siguientes:
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(B-34)

Por otra parte suponiendo que la función es continua, el operador de Fourier se puede 
introducir en la doble integral por lo que se tiene lo siguiente:

(B-35)

El flujo volumétrico transformado en el espacio de Fourier toma la forma:

(B-36)

Al sustituir el perfil de velocidades en el espacio de Fourier en la integral de flujo 
volumétrico (Ec. B-36) 

(B-37)

Simplificando esta expresión, se tiene lo siguiente:

(B-38)

Para simplificar la integración de la Ec. (B-38) se propone el siguiente cambio de 
variable: u = r/a, 

(B-39)

(B-40)
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Definiendo αa = β como una longitud característica adimensional, la Ec. (B-40) toma la 
forma:

(B-41)

En la Ec. (B-41) se hace el siguiente cambio de variable z = βu, por lo que:

(B-42)

Aplicando linealidad de la suma, se tiene lo siguiente:

(B-43)

Para integrar las funciones de Bessel, se utiliza la siguiente propiedad matemática:

(B-44)

En la Ec. (B-44) J1 es la función de Bessel de primera especie de orden 1. Al sustituir la 
Ec. (B-43), en la integral de la expresión del flujo volumétrico:

(B-45)

Al simplificar la Ec. (6.3-92) se tiene lo siguiente:

(B-46)

Aplicando el teorema fundamental del cálculo, i.e. evaluando la función de Bessel en 
los límites superior e inferior respectivamente:
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(B-47)

Simplificando, se tiene lo siguiente:

(B-48)

La Ec. (B-48) es el resultado más importante del presente análisis y es punto de partida 
en los cálculos posteriores. Un hecho importante de la Ec. (B-48) es la dependencia con 
el parámetro β el cual, nos aporta información acerca de los mecanismos inerciales y de 
flujo a través de la función fluidez compleja. 





113

APÉNDICE C

Teoría a primer orden (ε1):

Al sustituir, las series en las ecuaciones diferenciales y separar las contribuciones a 
primer orden, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas:

(C-1)

(C-2)

Al integrar la Ec. (4.4.12) con respecto a la coordenada radial r, se tiene lo siguiente:

(C-3)

Si se define la siguiente función estocástica modificada, se tiene lo siguiente:

(C-4)

El esfuerzo a orden uno toma la forma:

(C-5)

En la Ec. (4.4.12), el esfuerzo debe de permanecer acotado para cualquier valor de r, por 
lo que la constante de integración debe de valer cero. 
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(C-6)

Al sustituir el esfuerzo a primer orden y la función fluidez, se obtiene la siguiente 
expresión matemática:

(C-7)

Simplificando la expresión

(C-8)

La rapidez de deformación a orden uno es:

(C-9)

Al sustituir la rapidez de deformación

(C-10)

La expresión (4.4.17) puede integrarse por partes

(C-11)

La Ec. (C-11) puede ser escrita como:

(C-12)
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La rapidez de deformación evaluada en la pared puede ser calculada a través de la 
siguiente expresión:

(C-13)

Multiplicando la Ec. (C-13) por 4/σw, se tiene lo siguiente:

(C-14)

En donde la fluidez en la pared y a orden cero, fueron definidas como:

(C-15a,b)

Utilizando la regla de Leibnitz, la rapidez de deformación, se expresa como:

(C-16)

La cual, puede ser expresada en termino de la fluidez en la pared: ϕw = γw/(σw/4)

(C-17)

Por lo que, simplificando la Ec. (93)

(C-18)

La fluidez en la pared es la suma de la fluidez a orden cero y una corrección debido a 
la pendiente de la curva flujo BMP vs esfuerzo en la pared

(C-19)
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La Ec. (C-19) se puede expresar como:

(C-20)

Combinando las Ecs. (C-20) y (C-21) se tiene la siguiente expresión:

(C-21)

La Ec. (C-21) es la fluidez a primer orden, si calculamos el aumento, 

(C-22)

Una vez que la función estocástica se sustituye en la Ec. (C-22), y se promedia, se tiene 
lo siguiente:

(C-23)

El aumento del fluidez depende de un cociente de una fluidez local asociada a la 
monotonía de la curve fluidez vs esfuerzo en la pared y otra a la fluidez aparente asociada 
al promedio integral de esta, en estado estacionario y homogéneo. Sustituyendo la serie 
de Fourier definida en el capítulo 3, el aumento es constante a primer orden y tiene la 
siguiente representación analítica:

(C-24)
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APÉNDICE D

Este apéndice muestra los pasos matemáticos en detalle del método perturbativo a 
segundo orden. 

(D-1)

Sustituyendo la Ec. (D-1) en el aumento en el flujo e integrando por partes, la siguiente 
expresión para el flujo volumétrico es obtenida:

(D-2)

Por lo que, el promedio de la fluidez a segundo orden, se puede deducir inmediatamente 
como:

(D-3)

La diferencial del esfuerzo cortante, puede ser expresada como la derivada del esfuerzo 
a orden cero con respecto a la rapidez de deformación

(D-4)

Sustituyendo la Ec. (D-4) en la Ec. (D-3)

(D-5)
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Usando la siguiente expresión matemática: 

(D-6)

Sustituyendo la Ec. (D-6) en la Ec. (D-5)

(D-7)

El promedio de la fluidez a Segundo orden, toma la siguiente forma:

(D-8)

Suponiendo que la rapidez de deformación es continua, se puede expresar en función 
de su inversa, por lo que se tiene la siguiente expresión matemática:

(D-9)

Integrando por partes, la Ec. (D-8) se tiene lo siguiente: 

(D-10)

Entonces

(D-11)

La integral del segundo miembro de la Ec. (D-11), puede expresarse en términos de la 
diferencia entre la rapidez de demoración en la pared y el triple del flujo volumétrico:
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(D-12)

Substituyendo la Ec. (D-12) en la Ec. (D-11)

(D-13)

La derivada de la rapidez con respecto al esfuerzo en la pared, puede ser expresada en 
termino de una combinación de primera y segunda derivadas del flujo volumétrico a 
orden cero:

(D-14)

Substituyendo la Ec. (D-14) en la Ec. (D-13) y simplificando

(D-15)

Finalmente, el promedio de la fluidez a segundo orden tiene la forma: 

(D-16)
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NOMENCLATURA

a Radio del capilar [m]
G0 Modulo elástico [Pa]
L Longitud del capilar [m]
{N1, N2} Primera y segunda diferencia de esfuerzos normales [Pa]
Q Flujo volumétrico [m3/s]
Letras griegas
ε Parámetro de perturbación [1]
η Función viscosidad [Pa s]
{η0,η∞} Viscosidades a bajo y alto corte [Pa s]
ϕ Función fluidez [1/Pas]
ϕ0 Función fluidez a bajo corte [1/Pas]
ϕapp Función fluidez aparente [1/Pas]
ϕ∞ Fluidez a alto corte [1/Pas]
ϕ1 Fluidez a primer orden [1/Pas]
g
.  

rz Escalar rapidez de deformación [s-1]
λ0 Tiempo de relajación de Maxwell a bajo corte [s]
λ∞ Tiempo de relajación de Maxwell a alto corte [s]
σrz Componente rz del tensor de esfuerzos [Pa]
{σrr,σθθ, σzz} Componentes normales del tensor de esfuerzos [Pa]
σs Propiedad material del modelo de Reiner-Philippoff [Pa]
σw Esfuerzo en la pared [Pa]
θ Coordenada angular [1]
Vector, dyadic and tensors 
V Vector velocidad [m/s]
V⊗V Producto diádico del vector de velocidad [m2/s2]
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D Tensor rapidez de deformación [1/s]
f Fuerza de cuerpo [N/m3]
σ Tensor de esfuerzos [Pa]
W Tensor vorticidad [1/s]
∇V Tensor gradiente de velocidad [1/s]
∇VT Transpuesta del tensor gradiente de velocidad [1/s]
IID Segundo invarante del tensor rapidez de deformación [1/s]
⏐σ⏐ Magnitud del tensor de esfuerzos [Pa]
Otros símbolos
()T Transpuesta de una matrix [1]
∇ Operador gradiente [m-1]
∇ . Operador divergencia [m-1]
∇2 Operador Lapalciano [m-1]
 ∇

σ Derivada convectiva superior del modelo de Maxwell [1/s]

Tr Traza de una matriz [1]
〈•〉 Valor promedio [1]
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Deformación: Cambio de posición con respecto a otra.

Ecuación 
constitutiva:

Ecuación que relaciona las variables dinámicas en un sistema 
(Rapidez de deformación, Esfuerzo, Deformación)

Ecuación de 
continuidad:

Ecuación diferencial parcial que representa la conservación 
de materia en un sistema físico.

Ecuación de 
movimiento:

Segunda ley newton aplicada aun medio continuo.

Esfuerzo en la 
pared:

Esfuerzo evaluado en la pared.

Estado estacionario: Estado en el que ninguna propiedad dinámica del sistema 
depende del tiempo.

Fluido: Es aquel que al aplicarle un esfuerzo cortante sufre una 
deformación continua e irreversiblemente.

Fluido biológico: Son las diferentes excreciones y secreciones que provienen 
del organismo.

Fluidos complejos: Son aquellos que presentan comportamiento reológico en 
estado estacionario y no estacionario.

Flujo cortante: Flujo que se aplica una fuerza tangencial al sistema que se 
deforma continua e irreversiblemente.

Flujo homogéneo: Es el flujo en la cual las propiedades del sistema no 
dependen de la posición.
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Fluido 
incompresible:

Fluido que tiene una densidad constante.

Fluido newtoniano: Son aquellos donde la viscosidad muestra una relación lineal 
entre el esfuerzo cortante y la velocidad de deformación. 

Fluido no-
newtoniano:

La viscosidad no muestra una relación lineal entre el 
esfuerzo cortante y la velocidad de deformación.

Flujo oscilante: Es el flujo que se origina cuando un plato oscila a una 
función periódica.

Flujo pulsátil: Flujo asociado a un gradiente de presión pulsátil 
representado por una función matemática estocástica.

Fluido viscoelástico: Es aquel fluido que tiene una contribución viscosa y otra 
elástica.

Flujo volumétrico: Volumen por unidad de tiempo.

Frecuencia Angular: Se refiere a la frecuencia del movimiento circular expresada 
en proporción del cambio de ángulo.

Función estocástica: Función probabilística que evoluciona en el tiempo.

Modelo de 
Maxwell:

Ecuación constitutiva que describe el estado viscoelástico de 
un sistema en el régimen de rapideces de deformación bajas 
(viscoelasticidad lineal).

Módulo elástico: Está asociado con la energía almacenada en el material, y se 
mide en pascal. 

Módulo viscoso: Está asociada con la energía disipada por el material, y se 
mide en pascal. 

Módulo complejo: Es el módulo del vector obtenido como suma de las 
contribuciones de los módulos elásticos y viscosos. 
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Rapidez de 
deformación:

Rapidez con la que se deforma un fluido.

Sangre: Fluido biológico que presenta dos fases y que es 
viscoelástico.

Tensor de Esfuerzo: Es una matriz simétrica de nueve elementos (3x3) en el 
cual se describe el estado de las fuerzas en un elemento de 
control.

Tiempo de 
relajación:

Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar un estado de 
equilibrio después de un periodo.

Tiempo de retardo: Es el tiempo en el que tarda el material en llegar al equilibrio 
debido a la aplicación de un esfuerzo cortante.

Velocidad 
promedio:

Es la velocidad axial promediada a través del área de flujo.

Viscoelasticidad 
lineal:

Es la región a bajas deformaciones, en donde el fluido 
presenta repuestas viscosas y elásticas.

Viscoelasticidad no 
lineal:

Es la región a bajas deformaciones, en donde el fluido 
presenta repuestas viscosas y elásticas.
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Métodos perturbativos aplicados a
bioingeniería de fluidos no-newtonianos: 

flujo pulsátil no lineal de sangre
humana con hipercolesterolemia 

En este trabajo se estudia el �ujo pulsátil de un sistema que presenta estructura tomando en cuenta los 
efectos inerciales de la ecuación de movimiento. Para caracterizar el �uido se utiliza el modelo constitutivo de 
Tanner acoplado con el de Reiner-Phillippo� el cual, describe toda la curva de �ujo en estado estacionario, i.e. 
dos mesetas a bajo y alto corte y una zona de transición tipo ley de potencia. Para describir el efecto pulsátil y 
vibrátil se supone que la presión y el término inercial de la ecuación de movimiento se modi�can mediante 
una presión estocástica que representa las variaciones del gradiente de presión con el tiempo. El sistema de 
estudio es un capilar de radio r = a y longitud z = L. El proceso es isotérmico y se lleva a cabo en estado no 
estacionario, i.e la velocidad depende del tiempo en la ecuación de movimiento. El problema se divide en dos 
casos principales a bajas deformaciones y altas deformaciones. Para el primero, la función viscosidad es 
independiente de la rapidez de deformación, y por lo tanto se tiene una ecuación diferencial lineal parcial que 
incluye mecanismos inerciales-viscoelásticos y que satisface las premisas del formalismo de Fourier, por lo 
tanto, es soluble bajo esta transformada. Se obtiene la función de transferencia del sistema lineal que relaciona 
el �ujo volumétrico con el gradiente de presión pulsátil y se obtienen las respectivas curvas resonantes. Para 
resolver el conjunto de ecuaciones no-lineales acopladas se propone un esquema perturbativo en términos 
de un parámetro de pequeñez ε que describe las variaciones de la amplitud del gradiente de presión 
estocástico. Las variables perturbadas son la velocidad axial, el esfuerzo y la función �uidez. A orden cero, se 
obtienen las expresiones correspondientes al estado estacionario y homogéneo del modelo 
Tanner-Reiner-Philippo�, se calculan las expresiones correspondientes a los per�les de velocidad y �ujo 
volumétrico a diferentes condiciones de �ujo (Adelgazamiento al corte y tixotropía). A primer orden se 
obtiene la contribución por efecto del �ujo pulsátil en el aumento de �uidez, se observa que este, produce un 
mínimo en la curva de �uidez a rapidez de deformación y esta es proporcional con la primera derivada de la 
�uidez a orden cero con el esfuerzo en la pared. A segundo orden, se observa que el aumento en la �uidez es 
proporcional a la segunda derivada de la �uidez con respecto al esfuerzo en la pared, ponderado por el 
cuadrado del esfuerzo rz evaluado en la pared.


