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ste libro se presenta el estudio del efecto del gradiente de presion pulsatil en el

flujo volumétrico de un liquido incompresible no-newtoniano comparado respecto
a aquel correspondiente a un gradiente de presion constante, en donde se encuentra
una diferencia importante: el aumento del flujo volumétrico, lo cual puede ser una
explicacién de por qué el corazén trabaja de forma pulsatil y no de forma continua.
El estudio del sistema se lleva a cabo en una geometria cilindrica de radio r = a y
longitud z = L. Suponiendo efectos inerciales despreciables, proceso isotérmico, flujo
unidireccional, fuerzas gravitacionales despreciables, fluido incompresible y fluido no-
newtoniano, se obtienen expresiones analiticas parala funcién viscosidad aparente, flujo
volumétrico y aumento en el flujo. El flujo y la reologia del sistema son caracterizados
con la ecuacion constitutiva de Reinner-Philippoff (RF) el cual es un modelo que posee
tres propiedades materiales: (i) dos fluideces a bajo y alto corte y (ii) un parametro de
transicién que describe los procesos no newtonianos de estados de mayor a menor
viscosidad por efecto del flujo. A partir de los resultados obtenidos con el modelo de
RF, se propone una aproximacion para obtener el aumento en el flujo volumétrico
a través de la rapidez de deformacién en estado estacionario y no homogéneo del
modelo de Reiner-Philippoff. Finalmente, las predicciones y bondades del modelo son
utilizados para describir el comportamiento reologico de sangre con alto contenido
de colesterol en un régimen de flujo pulsatil en una vena rigida modelada como un
cilindro. Los resultados muestran que el flujo pulsatil tiene un efecto de aumento sobre
el flujo volumétrico de la sangre comparado con el flujo continuo no pulsatil, este efecto
se ve incrementado cuando la sangre tiene un alto contenido de colesterol. Esto puede
estar relacionado con un mecanismo de defensa natural del sistema circulatorio ante
un incremento en la viscoelasticidad de la sangre por el alto contenido de colesterol y
que a la larga puede resultar contraproducente pues el corazén tendria que latir con
mayor frecuencia para lograr este aumento y que cronicamente podria ser la causa de
arritmias y finalmente una falla sistémica del corazon (paro cardiaco).
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Distribucion del material

Este documento estd organizado de la siguiente manera: la Seccion 1 contiene la
introduccion al problema y los antecedentes. La Seccién 2 discute el marco tedrico en
donde se ven los elementos basicos de fendmenos de transporte, reologia de fluidos
complejos y las ecuaciones de continuidad y transporte basicas. El modelo tedrico, la
variable adimensional y los grupos y las propiedades estocasticas de la serie aleatoria
de Fourier n(t) utilizada para describir el ruido en el sistema acoplado. En la seccién 3, se
discute el problema fisico, y el modelo constitutivo empleado junto con las restricciones
matematicas, fisicas y bioldgicas del sistema de trabajo. En la seccién 4, se presenta
el modelado matematico en estado estacionario, en el régimen viscoso, mientras que,
en el régimen de viscoelasticidad, son analizados el lineal (bajas deformaciones) y
no lineal (altas deformaciones. En el régimen de viscoelasticidad lineal, la ecuacion
diferencial lineal se resuelve por transformada de Fourier, obteniéndose la funciéon
de transferencia, mientras que a deformaciones altas (viscoelasticidad no-lineal) por
un método perturbativo a ordenes: primero y segundo respectivamente. En todos los
casos, se obtiene soluciones analiticas para la fluidez, flujo volumétrico, aumento de
fluidez y potencia pulsatil. En el capitulo cinco, se presentan las predicciones de los
modelos teodricos desarrollados y se obtiene las predicciones de estos, variando los
grupos adimensionales correspondientes. En el capitulo 6, se describe el analisis de
resultados, conclusiones y trabajo futuro. Los apéndices al final de este libro muestran
los resultados matematicos mas importantes. Por otro lado, y debido a las aplicaciones
cientificasy tecnolodgicas actuales y potenciales de los liquidos no-newtonianos, asi como
la ausencia de resultados analiticos simples que permitan contrastar las predicciones
numeéricas y las observaciones experimentales, se justifica plenamente la originalidad
de la investigacion, contenida en el presente proyecto de tesis de licenciatura. Para este
efecto, la distribucion y el contenido del material de la presente tesis se muestran en
la Fig. 2, posterior a eso, se plantea el objetivo general, los objetivos particulares y la
hipotesis de trabajo.
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neste trabajo se estudia el flujo pulsatil de un sistema que presenta estructura tomando

en cuenta los efectos inerciales de la ecuacion de movimiento. Para caracterizar el
fluido se utiliza el modelo constitutivo de Tanner acoplado con el de Reiner-Phillippoff
el cual, describe toda la curva de flujo en estado estacionario, i.e. dos mesetas a bajo y
alto corte y una zona de transicion tipo ley de potencia. Para describir el efecto pulsatil
y vibratil se supone que la presion y el término inercial de la ecuacién de movimiento se
modifican mediante una presion estocastica que representa las variaciones del gradiente
de presion con el tiempo. El sistema de estudio es un capilar de radio r = a y longitud z
= L. El proceso es isotérmico y se lleva a cabo en estado no estacionario, i.e la velocidad
depende del tiempo en la ecuacion de movimiento. El problema se divide en dos casos
principales a bajas deformaciones y altas deformaciones. Para el primero, la funcién
viscosidad es independiente de la rapidez de deformacion, y por lo tanto se tiene una
ecuacion diferencial lineal parcial que incluye mecanismos inerciales-viscoeldsticos y
que satisface las premisas del formalismo de Fourier, por lo tanto, es soluble bajo esta
transformada. Se obtiene la funcion de transferencia del sistema lineal que relaciona el
flujo volumétrico con el gradiente de presion pulsatil y se obtienen las respectivas curvas
resonantes. Para resolver el conjunto de ecuaciones no-lineales acopladas se propone
un esquema perturbativo en términos de un parametro de pequefiez € que describe las
variaciones de la amplitud del gradiente de presion estocastico. Las variables perturbadas
son la velocidad axial, el esfuerzo y la funcion fluidez. A orden cero, se obtienen las
expresiones correspondientes al estado estacionario y homogéneo del modelo Tanner-
Reiner-Philippoff, se calculan las expresiones correspondientes a los perfiles de
velocidad y flujo volumétrico a diferentes condiciones de flujo (Adelgazamiento al corte
y tixotropia). A primer orden se obtiene la contribucién por efecto del flujo pulsatil en
el aumento de fluidez, se observa que este, produce un minimo en la curva de fluidez a
rapidez de deformacion y esta es proporcional con la primera derivada de la fluidez a
orden cero con el esfuerzo en la pared. A segundo orden, se observa que el aumento en la
fluidez es proporcional a la segunda derivada de la fluidez con respecto al esfuerzo en la
pared, ponderado por el cuadrado del esfuerzo rz evaluado en la pared.

Palabras claves: Flujo pulsatil, sangre humana, colesterol, ecuacion constitutiva, modelo
de Tanner-Reiner-Phillippoff, transformada de Fourier, métodos perturbativos.
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Abstract

n this paper we study the flow of elements of the system that presents structure taking

into account the inertial effects of the movement equation. To paracaterize the fluid,
the constitutive model of Tanner coupled with that of Reiner-Phillippoff is used, which
describes the entire steady-state flow curve, that is, two plateaus at low and high cut and
a power-law transition zone. Click on the image to enlarge it. The secondary effect and
the vibration are due to the fact that the pressure and the inertial term of the equation of
movement are modified through a pressure that is present in time. The study system is a
capillary with radius r = a and length z = L. The process is isothermal and takes place in
a non-stationary state, that is, the speed depends on the time in the equation of motion.
The problem is divided into two main cases at low deformations and high deformations.
For the former, the viscosity function is independent of the fast deformation, and
therefore has a partial linear differential equation that includes inertial-viscoelastic
mechanisms and that satisfies the premises of Fourier formalism, therefore, it is soluble
under this transformed Se obtains the transfer function of the linear system that relates
the volumetric flow with the pulsating pressure gradient and obtains the respective
resonant curves. To solve the set of coupled nonlinear equations, a perturbation scheme
is proposed in a small size parameter that describes the variations of the stochastic
pressure gradient amplitude. The disturbed variables are the axial velcoidad, the effort
and the fluidity function. At zero order, the expressions corresponding to the steady and
homogeneous state of the Tanner-Reiner-Philippoff model were used, the expressions
corresponding to the velocity and volume flow flow to the flow conditions are calculated
(Shear Thinning and thixotropy). A primer can help to increase the fluidity, it is observed
that this, produces a minimum in the curve of fluidity to the fast deformation and this is
proportional to the first derivative of the fluidity at zero order with the esfueroz in the
wall. At second order, it was observed that the increase in the fluidity is proportional to
the second derivative of the fluidity with respect to the stress in the wall, weighted by the
square of the stress evaluated in the wall.

Keywords: Pulsatile flow, human blood, cholesterol, constitutive equation, Tanner-
Reiner-Phillippoff model, Fourier transform, perturbative methods.
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1. Preliminares

n la historia de la mecanica de fluidos, el estudio del flujo pulsatil en sistemas

newtonianos, no newtonianos y liquido complejos tiene un lugar muy importante
en la ciencia de la reologia (Edwards et al. 1972; Manero y Mena 1977; Mena et al.
1979; Manero y Walters 1980; Barnes et al. 1969, 1971, 1989; Fredrickson 1964; Bird
et al. 1987, 2002; Currie 1974). Actualmente, existen en la literatura dos grandes
clasificaciones en fluidos oscilantes. El primero de estos, es el flujo a gradiente de
presion pulsatil y el segundo es perturbacion oscilatoria en la pared a gradiente de
presion constante. El estudio del flujo pulsatil es uno de los sistemas mas estudiados
en la literatura concerniente a las areas de fendmenos de transporte, reologia y en
ciencia de polimeros.

Los principales efectos del flujo pulsatil o vibratil se presentan en:

a) Flujo volumétrico
b) Potencia
¢) Funcién viscosidad

Varios grupos de investigacion nacionales e internacionales, han demostrado que
el flujo volumétrico se incrementa por efecto de las perturbaciones oscilantes y
vibratiles con respecto a aquel a gradiente de presién constante (Phan-Thien 1978,
1980 a,b, 1982; Phan-Thien and Dudek 1982a,b), por otra parte, Herrera et al. (2017)
demostrd que la viscosidad cortante disminuye pro efecto del flujo por lo que podria
representar una ventaja de tipo bioldgico, por efecto de un decremento en la friccién
del fluido (Herrera et al. 2017). La potencia pulsatil en todos los estudios ha sido
siempre positiva, por lo que no representaria una ventaja utilizar un sistema vibratil
o una bomba de desplazamiento positivo (Phan-Thien 1980, apéndice A; Davies
et al. 1978). Sin embargo, desde un punto de vista biologico, la energia asociada al
flujo se compensa con la disminucién en la friccién por efecto de la reduccién en la
viscosidad, esto implicaria que el trabajo que hace el corazén en bombear la sangre se
compensa con la disminucion en la friccidon del sistema (Herrera et al. 2017; Moreno
et al. 2013, 2015).
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1.1 Definicion de flujo pulsatil

El flujo pulsatil estudiado en mecanica de fluidos se origina cuando a un gradiente
de presion se le aflade una contribucion que depende del tiempo, la cual describe
las desviaciones temporales del valor promedio en el gradiente de presién. Esta
pequena contribucion temporal tiene un impacto en la viscosidad cortante y por
consiguiente en el flujo (Phan-Thien 1978, 1980a, b, 1982; Phan-Thien and Dudek
1982a, b; Lin et al. 2015).

1.2 Flujo pulsatil en reolégia

El estudio de las oscilaciones transversales en la direccion axial de flujo y del flujo
debido a un gradiente de presion pulsatil de fluidos newtonianos y no newtonianos
en geometrias simples, ha atraido un amplio interés debido a su potencial aplicacion
en ingenieria. El corazén humano es una valvula de desplazamiento positivo que se
puede similar mediante una funcién estocastica. La sangre y los nutrientes de esta
son transportados por efecto de un eficiente sistema de transporte en el sistema
circulatorio (Herrera et al. 2017). Actualmente, los estudios de sangre se han centrado
en estudiarla bajo diferentes trastornos alimenticios desde un punto de vista tedrico y
reométricos (Apostolidis y Beris 2015; Apostolidis et al. 2016; Herrera-Valencia et al.
2017). En ingenieria quimica y petrolera ha sido importante en la recuperacion terciaria
de petrdleo mediante agentes tensoactivos tipo gusano, los cuales son inyectados en la
roca y debido a los elevados gradientes de presion se fractura y se recuperan cantidades
adicionales de petrdleo (Herrera-Valencia et al. 2009, 2010; Manero et al. 2002).

En superfibras naturales (seda de la arafa) y sintéticas (Kevlar) (Rey y Herrera 2012a,
b), bioreologia (Moreno et al. 2015; Moyers-Gonzalez y Owen 2010; Moyers-Gonzalez
et al. 2008a-c, 2009; Owen 2006), medios porosos (Del Rio 1993; Del Rio et al. 1998a-c;
Del Rio y Castrejon-Pita 1998; Del Rio 1993; Lopez de Haro et al. 1996), bio-ingenieria,
etc. (Daka et al. 2012; Herrera et al. 2009; Herrera-Valencia et al. 2010, 2014, 2017; Rey et
al. 2011; Rey y Herrera 2012 a, b), membranas flexoeléctricas (células que se encuentran
en el oido interno y que son los amplificadores bioldgicos en el cuerpo humano)
(Herrera-Valencia y Rey 2014 y referencias ahi citadas), ciencia de polimeros (extrusion
con boquillas oscilantes; Herrera-Velarde y Mena 2000, 2001; Herrera-Velarde et al.
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2003; Casualli et al. 1990; Middleman 1977), reometria en flujo oscilante a baja y alta
amplitud (Bird et al. 1977; Bird et al. 2002; Calderas et al. 2009) y finalmente en cristales
liquidos en forma de discos con las ecuaciones de Leslie-Ericksen (De Andrade Lima y
Rey 2005, 2006).

Los sistemas oscilatorios han sido aplicados en el estudio de la transferencia de energia
asociada a la disipacion viscosa acoplada con los mecanismos inerciales de la ecuacién
de movimiento (Herrera-Velarde y Mena 2000, 2001; Herrera-Velarde et al. 2003), en
fluidos newtonianos y no newtonianos. Ha sido demostrado, que esta, depende de las
propiedades nonewtonianas de lo liquidos de estudio, frecuencia delas oscilaciones y la
amplitud de las perturbaciones (Herrera, et al., 2010, 2009; Ding et al. 1999; Dunwoody
1996). Ademas, el flujo pulsatil ha sido estudiado en flujo turbulento (nimeros de
Reynolds > 10,000), transferencia de masa acoplada con momento (Manero 2002) y
procesos de recubrimiento de peliculas poliméricas (Herrera-Valencia et al.,, 2010,
2009).

El flujo a gradiente de presion dependiente del tiempo puede expresarse como la suma
de dos contribuciones: (i) La primera, asociada al gradiente de presion constante y la
segunda por una contribucion que depende de la funcion estocastica multiplicada por
un parametro de pequefiez denotado en la literatura como épsilon e:

Vp(t)=Vp, +&Vp, = Vp, +&Vpyn(t)}= Vp, (1+en(t)) (1)

En la Ec. (1), € es un parametro de perturbacion que puede considerarse como una
amplitud de la funcion estocastica n (t) (Phan-Thien 1978, 1980a, b, 1982; Phan-Thien
and Dudek 1982a, b; Lin et al. 2015). Matematicamente n(t) es una funcion de ruido
estocastico que representa la desviacion del gradiente de presion en estado estable.
Dos de los efectos mas interesantes en el flujo de fluidos no-Newtonianos pulsatiles y
oscilantes son el aumento del flujo y la potencia requerida E (%) para mantener el flujo
pulsatil (Phan-Thien 1978, 1980a, b, 1982; Phan-Thien and Dudek 1982a, b; Lin et al.
2015; Herrera et al. 2009; Herrera-valencia et al. 2010; Herrera et al. 2017). El aumento
de flujo y la potencia pulsatil pueden calcularse por medio de las siguientes relaciones
matematicas:

1(%) =100<Q(;ﬁ; E(%) =100<P(2J (2a, b)
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Y la potencia pulsatil toma la forma:

P(H) = Q(t)Vp(t)aPo =Q,Vp, (2¢, d)

En las Ecs. (2a-d) 1(%), E(%) es el aumento de flujo y la potencia requerida, < Q(t)
>y < P(t)> son el flujo y la potencia dependientes del flujo pulsatil, Q, y P, son el
flujo volumétrico y la potencia en estado estacionario respectivamente. El flujo pulsatil
volumétrico de las Ecs. (2a-d) puede ser expresado matematicamente, como el producto
de la fluidez pulsatil aparente del material y el flujo volumétrico newtoniano es decir:

Q(t)=g,, (t)Qy (3a)

Y el flujo volumétrico en estado estacionario y homogéneo se puede de la misma
manera:

Q,= (papOQN (3b)

Con fines de implementar un método perturbativo en las Ecs. (3a,3b) en torno al
parametro de perturbacién definido en la Ec. (1), se postula, que la fluidez aparente,
se puede desarrollar en término de una serie de potencias, en torno al parametro de
perturbacion epsilon e:

Pup (1) = Pugo + 280 (1) (4)

Una vez que las Ecs. (3a-c) han sido sustituidas en la Ec. (2) la expresion siguiente para
el aumento en la fluidez es obtenida:

35/ {0, (1)
I(p (%) =10081 <(pap1(t)> +10082 <(Pap2 (t)> +100 =3 (5)
D (O 0N

Si suponemos mecanismos inerciales despreciables, fluido incompresible y proceso
isotérmico en un capilar de radio r = a y longitude z = L, la fluidez aparente puede ser
calculada mediante una integral
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Tomando el valor promedio de la Ec. (6) se tiene lo siguiente:

21/

(papJ J‘ (pam I (paw )

De la misma forma, que en la fluidez, se tiene para la fraccion de potencia empleada en
mantener el flujo pulsatil, lo siguiente:

N

Eq,(%)=IOOSI(M+<n(t)>)+10082 (9.(1) (100)23:< & (8a,b)

0 ? ?o

La Ec. (8) puede ser expresada en funcion del aumento en la fluidez (Ecs. 5-7)

E ) (%) =L, (%) + 1008' (n(t)) =T, (%) + 1,(%)

o) (%) = L (0) )
(P(k)(/o) =2l(%); k 23
Las Ecs. (8,9) son las relaciones entre el aumento del flujo y la potencia pulsatil. En la Ec.
(8a) el primer termino corresponde al cociente de fluideces asociadas a la perturbacion
y sin perturbacidon respectivamente, mientras que el Segundo, es debido al ruido
asociado con la funcién estocastica. La contribucién a segundo orden, en la fluidez es
un cociente entre el promedio de la fluidez perturbada a Segundo orden y la fluidez
a orden cero (estado estacionario y homogeneo). En este trabajo, solo nos interesa el
primer y segundo orden ya que, los términos subsecuentes son muy pequenos. Por
otra parte, la energia asociada al flujo pulsatil, es mayor a la fluidez por un valor que
dependen del parametro de perturbacion epsilon I, (%) = 100e'< n(t) >, por lo que la
energia que se emplea asociada al flujo pulsatil es del mismo orden que el aumento en
la fluidez por lo que no representaria una ventaja de tipo energético en principio. Por
ultimo, las contribuciones de segundo y ordenes superiores son siempre el doble del
aumento del flujo (Ec. 9) por lo que se confirma que este tipo de sistemas presentan
un gasto energético mayor debido a la implementacién de bombas peristélticas o de
desplazamiento positive que inducen estos flujos (Phan-Thien 1978, 1980 a,b, 1982;
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Phan-Thien and Dudek 1982a,b; Herrera et al. 2009; Herrera-Valencia 2010; Herrera-
Valencia et al. 2017).

1.3 Estado del arte: flujo pulsatil

Las Ecs. (5-9) son una medida de los efectos pulsatiles o vibratiles en fluidos newtonianos
y no newtonianos (Davies et al. 1977; De Andrade Lima et al. 2005, 2006; Herrera et al.
2009; Herrera-Valencia et al. 2010; Herrera-Valencia et al. 2017, Phan-Thien 1978, 1980
a, b, 1982; Phan-Thien and Dudek 1982a,b).

Diferentes investigaciones en flujo oscilantes (pulsatil y vibratil) han demostrado que

el principal mecanismo en el aumento de la funcién fluidez es el adelgazante al corte
(Barnes et al. 1969; 1971; Davies et al. 1977), i.e cuando el sistema experimenta una
transicion de estados de mayor a menor estructura por efecto del corte, se tiene un
incremento en la fluidez y por lo tanto en el flujo volumétrico (Herrera et al. 2009;
Herrera-Valencia et al. 2010; Herrera-Valencia et al. 2016, 2017). Este aumento depende
de varios factores los cuales son mencionados a continuacion (Davies et al. 1977; Phan-
Thien 1978, 1980 a, b, 1982; Phan-Thien and Dudek 1982a, b)

(a) Cuadrado de la amplitud de la funcién estocastica empleada,
(b) la funcion estocastica empleada (triangular, sinusoidal o cuadrada),
(c) la funcidén viscosidad empleada en caracterizar la reologia y el flujo en el sistema.

(d)El maximo en las curvas resonantes (eficiencia vs gradiente de presion) esta
determinado por un acoplamiento de las propiedades viscoelasticas del material.

(e) Experimentalmente se demostré que para algunos valores de frecuencia la
eficiencia aumenta mientras que para otros decrece (Barnes et al. 1969, 1971).

Walters y Towsend (1970) estudiaron el flujo pulsatil de un liquido viscoelastico
caracterizado con un modelo corrotacional de cuatro constantes tipo Oldroyd-B. Sus
predicciones fueron similares a las de Barnes et al. (1969). Ellos demostraron que la
eficiencia depende de la amplitud de la perturbacion y que para un cierto valor critico
del gradiente de presién, se aprecian aumentos considerables en el flujo volumétrico.
Ademas, sus calculos tedricos demostraron que la eficiencia es una funcion creciente o
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decreciente de la frecuencia para un gradiente constante de presion. Por otra parte, y
en la misma linea, Barnes et al. (1971) estudiaron el mismo problema, utilizando datos
viscométricos para alimentar su modelo. Las conclusiones principales de su trabajo
basado en el modelo Newtoniano Generalizado son:

(i) A bajas frecuencias, los resultados experimentales con una solucion de
poliacrilamida demostraron que el flujo volumétrico perturbado decrece
conforme aumenta la frecuencia de las pulsaciones.

(ii) A frecuencias altasla eficiencia aumenta conforme la frecuencia de las pulsaciones
lo hace.

De acuerdo con esto, existen discrepancias entre los resultados tedricos con el
modelo viscoeldstico de cuatro constantes propuesto por Walters y Towsend (1970)
y los resultados tedricos-experimentales de Barnes et al. (1971). Por estos motivos, los
métodos computacionales empleados para resolver ecuaciones diferenciales parciales
no lineales han sido de gran interés con el fin de obtener resultados mas precisos en la
obtencion de la eficiencia. Towsend (1973) resolvio el flujo pulsatil como un problema de
valor inicial mediante un algoritmo computacional basado en un esquema perturbativo
y utilizando un método numérico tipo Runge-Kutta clasico de cuarto orden. Una de las
ventajas de éste es su gran estabilidad computacional y versatilidad en las cantidades
fisicas importantes (amplitud de la perturbacion, frecuencia, propiedades materiales
de la ecuacién constitutiva etc).

Para el intervalo de frecuencias que utilizaron, Barnes et al. (1971) y Edwards et al.
(1972) estudiaron la eficiencia y la potencia requerida para el sistema de flujo a gradiente
de presion pulsatil. Para caracterizar su liquido, utilizaron dos modelos viscosos (ley
de potencia y Ellis, Bird et al. 1977; 2012) y resolvieron el problema de valor inicial
empleando un método de diferencias finitas.

Sus principales conclusiones incluyeron, que el aumento en el flujo volumétrico no
depende de la frecuencia de las pulsaciones, solamente de su amplitud y del indice
del modelo de ley de potencia, asociado con las propiedades adelgazantes del liquido.

Sin embargo, la potencia requerida para mantener el flujo pulsatil es siempre positiva,
lo que implica que no existe ninguna ventaja de tipo energética en bombear un liquido
viscoso mediante un gradiente de presion pulsatil. Por tltimo, ellos concluyeron que
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la diferencia entre sus resultados y los de Barnes et al. (1971) estan asociados a las
ecuaciones constitutivas que fueron empleadas en los experimentos.

Davies et al. (1978) analizaron el flujo a gradiente de presién pulsatil incorporando
los mecanismos mencionados anteriormente. Para caracterizar su liquido viscoelastico,
utilizaron un modelo de Goddard-Miller, el cual demostré las mismas discrepancias
entre la teoria y la parte experimental mencionadas por Barnes et al. (1971). Sus
conclusiones principales fueron:

(i) Los mecanismos inerciales y eldsticos no son los responsables de aumento en
el flujo volumétrico.

(ii) La discrepancia entre la teoria y los datos experimentales han sido asociados a
flujos secundarios.

(iii) El aumento en el flujo volumétrico depende fuertemente de la curva de
viscosidad que se empleé.

Conclusiones similares a las de Davies et al. (1978), han sido obtenidas por diferentes
investigadores, utilizando diferentes ecuaciones constitutivas Phan-Thien resolvid
los dos sistemas de flujo (gradiente de presidon pulsatil y perturbacion oscilatoria en
la pared). Mediante desarrollos perturbativos-estocasticos ((Davies et al. 1977; De
Andrade Lima et al. 2005, 2006; Herrera et al. 2009; Herrera-Valencia et al. 2010; Herrera-
Valencia et al. 2017; Phan-Thien 1978, 1980 a, b, 1982; Phan-Thien and Dudek 1982a,b) y
numéricos (Barnes et al. 1969, 1971, Davies et al. 1977), con un numero considerable de
ecuaciones constitutivas (Tanner, newtoniano generalizado, redes no afines, Wagner,
fluidos débilmente elasticos, Bird et al 1977, Herrera et al. 2009; Herrera-Valencia 2009,
2010, 2017 y referencias ahi mencionadas)

Las conclusiones principales de sus trabajos fueron:

(i) Para que exista aumento en el flujo, la funcién viscosidad debe disminuir con el
segundo invariante del tensor rapidez de deformacion es decir, el liquido debe
ser adelgazante al corte.

(if) La eficiencia es muy sensible al tipo de ecuacién constitutiva que se utilice.

(iii) El valor del gradiente de presion al cual se obtiene el maximo en las curvas
eficiencia-gradiente de presion, estd determinado por un acoplamiento entre
las propiedades viscoelasticas de los liquidos.
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(iv) De acuerdo con su esquema perturbativo, la eficiencia es un fenémeno de
segundo orden en el parametro de expansiéon (amplitud de las perturbaciones).

1.4 Reologia de la sangre humana

La sangre es un tejido formado por eritrocitos (globulos rojos RCB), leucocitos
(gldbulos blancos) y trombocitos (plaquetas), que son forzados por un gradiente de
presion periddica a través del cuerpo circulante humano (Moreno et al. 2013, 2015).
Los globulos rojos constituyen alrededor del 45% de la sangre total en volumen, el
plasma alrededor del 54.3% y los globulos blancos alrededor del 0.7% (Moreno et al.
2013, 2015). Desde un punto de vista reoldgico, la sangre (plasma y células) es un fluido
no newtoniano complejo, y la principal explicacion de su comportamiento complejo
(viscoelasticidad, adelgazamiento por corte, tixotropia y esfuerzo de cedencia) se
encuentra en la capacidad de agregacion, desagregacion, deformacion, orientacion y
migracion de los eritrocitos (Moyers-Gonzalez, y Owens 2010; Owen, 2009; Moyers-
Gonzalez, et al., 2008a-c; Herrera et al. 2017).

En muchos casos, el flujo de sangre dentro de los vasos se ve fuertemente afectado
por los niveles de colesterol y la hiperglucemia en las venas, después de muchos
anos de hipercolesterolemia que es un transtorno en el cuerpo humano debido a un
exceso de colesterol (Apostolids et al. 2015, 2016; Moreno et al. 2013, 2015, Herrera-
Valencia et al. 2017). Esta condicién puede conducir a otras enfermedades como: la
aterosclerosis acelerada, angina de pecho, infarto, estenosis, obesidad y diabetes tipo
2 debido a trastornos alimentarios y predisposiciones genéticas (Moreno et al. 2013,
2015, Herrera-Valencia et al. 2017; Sanchez-Villavicencio et al. 2017), que han alcanzado
el estatus de epidemia en todo el mundo, y herramientas como el modela matematico,
simulacion computacional (EL-shahed 2003; Ghasemi et al. 2016; Kolbasov et al. 2016)
y la medicina alternativa basada en la plantas tradicionales utilizadas por medicos y
aborigenes son alternativas que permitirian encontrar soluciones a estos problemas
(Sanchez-Villevicencio et al. 2016 y referencias ahi citadas). En este contexto, el
modelado matematico puede ser una alternativa para desarrollar un nuevo tratamiento
con el fin de desarrollar anticoagulantes mas eficientes que puedan ser una alternativa
para estas enfermedades (Herrera et al. 2017).
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Figura 1.1. Frotis de sangre de (a) colesterol alto y (b) bajo (L3 derecha) muestra de
colesterol.

Desde un punto de vista experimental (reometria), la sangre es un desafio para los
experimentadores debido a la coagulacion (coagulacion sanguinea) en presencia de
oxigeno. Desde un punto de vista matematico, la sangre se ha modelado como un flujo
pulsante y oscilante, utilizando diferentes ecuaciones constitutivas, a saber: (i) Casson,
(if) Quemada, (iii) Tanner-Ellis, (iv) Cross-Yasuda, (v) Owen, (vi) BMP (Panagiotis y
Socrates, 2006; Moyers-Gonzalez y Owens, 2010; Owen, 2009; Moyers-Gonzalez, et al.,
2008a-c; Del Rio, 1988, Herrera-Valencia et al. 2016, 2017). Estas ecuaciones constitutivas
se han probado en flujo de cizalladura: (i) Poiseuille, (ii) Poiseuille oscilatorio y (iii)
flujos pulsétiles para simular el flujo sanguineo a través del sistema cardiovascular
humano (Moyers-Gonzalez y Owens 2010; Owen, 2009; Moyers-Gonzalez, et al., 2008a-
¢; Del Rio, 1988).

La relevancia de las simulaciones computacionales en el desarrollo de dispositivos
cardiovasculares, en particular bombas de sangre, ha sido destacada en varios trabajos
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(Panagiotis y Socrates, 2006; Anand y Rajagopal, 2004) y existe la necesidad de modelos
poderosos, pero simples, que puedan capturar la respuesta reolégica compleja completa
de la sangre en un rango de condiciones de flujo. El complejo sistema circulatorio
(corazon, venas, arterias) se puede modelar en una primera aproximaciéon como un
acoplamiento de un gradiente de presion pulsante usando un gradiente de presién
estocastico pulsatil (Phan-Thien 1978, 1980a, b, 1981, 1982; PhanThien y Dudek 1982a,
1982b). Este enfoque matematico y fisico puede aportar algo de luz en la direccion de
protesis de valvulas cardiacas humanas preparadas industrialmente en pacientes con
enfermedades de la sangre, y allanar el camino hacia enfoques mas realistas en las bio-
simulaciones de la sangre (Majhi y Nair 1994; Massoudi y Phuoc 2008; Prakash and
Ogulu 2007; Rabby et al. 2013; Razavi et al. 2011; Siddiqui et al. 2009).

En este contexto, hay preguntas que todavia no han sido contestadas las cuales son
formuladas a continuacion:

(i) ¢Cudl es el efecto del gradiente de presion pulsatil en la viscosidad o fluidez
cortante?

(ii)¢Por qué el corazén humano no utiliza un gradiente de presion constante en
lugar de un gradiente de presion pulsatil, para distribuir la sangre en el sistema
circulatorio

(iii)¢Cual es la contribucion energética del gradiente de presion pulsatil en la
contribucién del equilibrio mecanico en el cuerpo humano?

Las preguntas (i-iii) deben de ser contestadas satisfactoriamente, por lo que el estudio
de sistemas oscilantes (vibratiles y pulsatiles) debe de ser una prioridad debido a su
potencial aplicacion en farmaco-cinética. Por otra parte, el estudio de estos sistemas
fisicos con ecuaciones simples reoldgicas viscosas y viscoeldstica que ayuden a entender
el flujo sanguineo en sistemas con transtornos alimenticios, son de vital importancia a
nivel nacional e internacional, ya que son enfermedades clasificadas como emergentes
e inducidas por una mala alimentacion, habitos sociales y estilo de vida en general.

No obstante, faltan preguntas por contestar acerca del efecto pulsatil del corazén sobre
la sangre. Para tal efecto, se plantea la siguiente hipdtesis de trabajo fundamental:
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1.5 Hipotesis

El efecto de la incorporacion de un ruido en la gradiente de presidon pulsatil produce
un aumento en el flujo volumétrico y que este aumento, es varias veces mas grande que
aquel a gradiente de presion pulsatil.

Para debatir la veracidad de esta hipotesis, se plantean los siguientes objetivos de esta
investigacion (general y particulares).

1.6 Objetivos de la investigacién

1.6.1 General

Contribuir al entendimiento del comportamiento reoldgico de un fluido complejo
sometido a un flujo combinado gradiente de presidn pulsatil y perturbacion vibratil en
la pared y aplicarlos los desarrollos tedricos a un fluido bioldgico.

1.6.2 Particulares

P.1: Deducir un modelo dinamico lineal que involucre los mecanismos inerciales
viscoelasticos lineales a partir de la ecuacion de momento y la ecuaciéon
reoldgica constitutiva de Maxwell.

P.2: Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar
la ecuacién dinamica lineal y que se obtengan grupos adimensionales que
describan los mecanismos fisicos que gobiernan al sistema de estudio.

P.3: Obtener expresiones analiticas para el perfil de velocidades, flujo volumétrico
y tomando en cuenta los mecanismos inerciales viscoeldsticos asociados con
los mecanismos de relajacion y el moédulo elastico de Maxwell.

P4: Aplicar el formalismo de Fourier para resolver la ecuacién dinamica lineal
propuesta y obtener una expresion analitica que relacione el perfil de
velocidades y el flujo volumétrico asociado con el gradiente de presion
pulsatil.
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P.5: Obtener una expresion analitica de la funcion de transferencia relacionando la
variable de entrada (gradiente de presion) y la de salida (flujo volumétrico).

P.6: Utilizar datos reométricos provenientes de la literatura con el fin de obtener la
respuesta dinamica del sistema: Viscoelasticidad lineal y compleja, asi como
el flujo pulsatil (real e imaginaria).
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2.1 Enfermedades

El alto indice de enfermedades cardiovasculares en paises desarrollados y en vias
de desarrollo ha estimulado la investigacién del comportamiento de la sangre en
los grandes vasos sanguineos, con la finalidad de comprender diversas patologias
cardiovasculares, mejorar los métodos de diagndstico asociados y reducir costos en
el disefio e implementacion de dispositivos implantables que tendrian contacto con
la sangre, como, por ejemplo, valvulas cardiacas y bombas de sangre. La descripcién
matematica del comportamiento de la sangre permite estudiar sistematicamente el
comportamiento delos patrones de flujo al variarlas caracteristicas elasticas y geometrias
de los vasos sanguineos, sin exponer a un ser vivo a situaciones experimentales (Ortiz-
Ledn 2013).

2.2 La sangre

La sangre humana es un fluido no newtoniano muy complejo en la reologia debido
a que la viscosidad de la sangre no es proporcional al esfuerzo aplicado, cuenta con
caracteristicas pseudoplasticas, esto debido en parte a la formacién de estructuras
transitorias de muy corta duracién, cuyo tamafio e intensidad dependen de la
concentracion del colesterol total.

La sangre es un fluido con dos fases: Una fase dispersa (plasma) que en esencia es un
fluido newtoniano, pero tiene particulas en suspension eritrocitos y leucocitos (fase
dispersa). La interaccién entre las células depende de la velocidad a la cual se mueve
el fluido. La viscosidad de la sangre depende directamente de la relacion entre la
cantidad de células y el contenido de proteinas y metabolismos en el plasma. La sangre
humana es un fluido con gran cantidad de funciones dentro del cuerpo humano, entre
ellas la entrega de oxigeno y la remocién de diéxido de carbono de tejidos distales, y
el trasporte de nutrientes y metabolitos. Los trastornos metabdlicos en la actualidad
son problemas que atafien a los seres humanos cada vez con mayor frecuencia: estos
se atribuyen a un sin niimero de factores de estrés, medio ambiente, alimentacién y
genéticos, como el hipercolesterolemia familiar.
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2.2.1 Efectos del colesterol en la sangre

La sangre con concentraciones aumentadas de colesterol presentara caracteristicas
bioquimicas y mecanicas diferentes de la sangre con concentraciones normales, la
concentracion alta de colesterol tiende a formar estructuras transitorias mas complejas
y dificiles de desagrega, aumentando el caracter pseudopldstico en la sangre.

El flujo de la sangre dentro del cuerpo, es generado por una fuerza que de forma
continua e irreversiblemente al fluido. Un gradiente de presion generado por el corazén
mueve la sangre desde los tejidos proximales hasta los tejidos distales. El recorrido de
la sangre en el cuerpo humano tiene una duracioén de 20 segundos. El corazon actiia
como una bomba que obliga que la sangre recorra todo el sistema cardiovascular.

Desde el punto de vista fisiologico, el corazén exhibe tres mecanismos principales, el
fendmeno eléctrico, el actstico y el mecanico. El primero de ellos es la manifestacion
de los procesos de despolarizacion de las células cardiacas para generar contraccion
y relajacion debido a la entrada y salida de iones a través de canales de ionicos
expresados en las membranas celulares. El segundo de ellos es la manifestacion de los
ruidos cardiacos, el primero corresponde al comienzo de la sintoles ventricular.

2.3 Reologia

La reologia es la ciencia que estudia la respuesta de los fluidos complejos en términos
de esfuerzo y deformacidn, su parametro mas caracteristico es la viscosidad.

Las propiedades reoldgicas tienen un impacto en todas las etapas del uso de los
materiales en las diversas industrias, desde el desarrollo de férmulas y su estabilidad,
hasta el procesamiento y el rendimiento de los productos. El tipo de redémetro que se
necesita para medir estas propiedades depende, con frecuencia, de las velocidades de
cizallamiento y periodos de tiempo pertinentes, asi como del tamafio de la muestra y
de la viscosidad.
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2.4 Fenomenos de trasporte y reologia

Los fendmenos de transporte y reologia aplicado al estudio de la sangre humana
ofrecen una interpretacion matematica y fisica del comportamiento de la misma en
el cuerpo humano. A pesar de que el tipo de flujo que se maneja es diferente del que
se presenta en el cuerpo humano, es un esbozo de los fendémenos que se presentan en
una situacién real de flujo. Ademas, este tipo de estudios serviran en el futuro para
la predicciéon de concentracién de colesterol en una muestra de sangre. Sin lugar a
dudas, el colesterol total influye directamente en la viscosidad de la sangre y en el
grado de estructuracion que tiene esta. Podria este fendmeno no se significativo desde
el punto de vista clinico, ya que sujetos con niveles elevados de colesterol aun dentro
del intervalo de lo considerado normal, no se percaten de ello, pero reolégicamente las
diferencias son muy marcadas.

Un fluido newtoniano como el agua es un sistema homogéneo de una sola fase, no tiene
particulas en suspension que puedan interactuar, ademas de que su estructura quimica
es simple por ser una molécula pequefia compuesta solo por un atono de oxigeno
unido a dos atomos de hidrogeno. Por esta razdn el agua en estado liquido tendra la
misma viscosidad independientemente de la rapidez con la que se deforme. La sangre,
por otro lado, es un sistema que esta formado por una fase dispersa (plasma), que en
esencia es un fluido newtoniano, pero tiene particulas en suspension (fase dispersa)
que interactiian entre si con el plasma. Esta fase dispersa estd compuesta de células
cuyas membranas tiene un carga eléctrica negativa y sustancias como el colesterol. Esto
da lugar a un sistema complejo cuya respuesta reologica es muy variada dependiendo
del sistema de flujo y las condiciones en las que se estudie.

En el reo-grama se observa que las curvas presentan adelgazamiento al corte, es decir a
mayor velocidad de corte la viscosidad disminuye. A bajas deformaciones de corte, la
sangre muestra conglomerados de particulas y todas las estructuras estan orientadas
al azar (fase dispersa) y por lo tanto mayor resistencia al flujo. En la segunda etapa
a esfuerzos moderados, los constituyentes de la sangre (eritrocitos, fase dispersa) se
orientan mas en la direccion de flujo, lo que da origen a estructuras que cada vez se
oponen menos al flujo y por lo tanto la viscosidad disminuye. Estas estructuras no son
estables pues al dejar de fluir, el sistema recobra su estructura original y la viscosidad se
eleva. Dentro del cuerpo humano, la sangre esta sometida a rapideces de deformacion
del orden de 1-100 s-1 que corresponde a la parte central del reo-grama tedrico.
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El exceso colesterol total en la sangre provoca que la repulsion electroestatica natural
entre las células disminuya, esto favorece que las células sanguineas se aglomeren y
formen una red mas rigida que la que naturalmente se forma cuando el colesterol total
esta en menor cantidad. La hipercolesterolemia (altas concentraciones de colesterol
en sangre ~200 mg/dL) tiene grandes repercusiones en la fisiologia del sistema
cardiovascular; la sangre con concentraciones aumentadas de colesterol total presenta
caracteristicas bioquimicas y mecanicas diferentes a las de sangre con concentraciones
menores. Dichas caracteristicas son las siguientes: presenta una mayor viscosidad que
la sangre, tiende a formar estructuras mas complejas y dificiles de desagregar ademas
de que el caracter pseudoplastico de este fluido aumenta. Bioquimicamente hablando,
a la hipercolesterolemia se le atribuye una mayor produccion de especies reactivas de
oxigeno las cuales deterioran el sistema antioxidante del cuerpo humano.

Las propiedades de agregacion de las células sanguineas en este caso los glébulos rojos,
obedecen a una teoria muy simple la cual sostiene que las macromoléculas (colesterol,
por ejemplo) promueven la agregacion de los eritrocitos ya que se interponen entre
una célula y otra generando puentes entre sus membranas lo cual reduce la interaccién
electroestatica natural entre dos células. Las propiedades de agregacion de las células
sanguineas en este caso los globulos rojos, obedecen a una teoria muy simple la cual
sostiene que las macromoléculas (colesterol, por ejemplo) promueven la agregacion de
los eritrocitos ya que se interponen entre una célula y otra generando puentes entre sus
membranas lo cual reduce la interaccion electroestatica natural entre dos células.
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Problema fisico

n este capitulo se presenta el sistema fisico de estudio y se dan los pormenores

para el tratamiento matematico. En 3.1 se estudia las condiciones de proceso y se
dividen en tres principales: (i) La geometria del sistema, (ii) El tipo de fluido de estudio
y las condiciones del proceso.

3.1. Analisis de proceso
3.1.1 Geometria del sistema
3.1.1.1 Naturaleza reolégica del fluido

El fluido es incompresible, i.e. su densidad permanece constante en el tiempo y en
la posiciéon. Ademas, consideraremos que este es viscoeldstico, es decir que tiene
componentes viscosas asociadas a la disipacién y elasticas de recuperaciéon o
almacenamiento de la energia. El fluido bioldgico que se estudia es sangre humana
con hipercolesterolemia, i.e., que existe un exceso de colesterol debido a un trastorno
alimenticio (condiciones actuales, sobrepeso, sedentarismo etc). En este estudio, se
supone que la sangre se obtuvo de pacientes hombres y mujeres y que se siguieron
los protocolos establecidos para la extraccion de la misma. Otras enfermedades como
diabetes, hipo e hiperglucemia no fueron tomadas en cuenta, se supone que los
donantes tuvieron en promedio, las mismas caracteristicas fisiologicas de tal manera
que, no haya discrepancias significativas en estas.
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3.1.1.2 Condiciones de proceso
Las condiciones de proceso son formuladas a continuacion:

1. Procesoisotérmico, i.e.la temperatura en el sistema es constante por lo que no hay
variacion de las propiedades materiales en el. Biologicamente, se supone que el

cuerpo humano tiene una temperatura bastante constante de aproximadamente
T=237°C.

2. Mecanismos inerciales no son tomados en cuenta, es decir, la aceleracién
instantanea no es cero, por lo que los cambios de la velocidad son importantes
en el analisis del problema.

3. El flujo pulsatil es modelado introduciendo una funciéon estocastica que
representa las fluctuaciones en el gradiente de presion pulsatil, i.e.: Vp(t) = Vp(t)
(1 +n(t)).

4. La funcién estocéstica estacionaria n(t) con promedio cero, i.e. (n(t) ) = 0.
5. Efectos gravitacionales despreciables, i.e. el vector gravedad en cero: g = 0.

6. Lareologiay el flujo del liquido no newtoniano es caracterizado por la ecuaciéon
constitutiva viscoelastica de Tanner-Reiner-Philippof.

3.1.1.3 Condiciones biolégicas
1. Se supone que el hematocrito que es basicamente el plasma compuesto por sales
y minerales permanece constante.

2. Se supone que no existen otras patologias en la sangre de tal manera que
intervenga en el desarrollo matematico de la misma, el intercambio de minerales,
proteinas, etc, se desprecia del presente analisis.
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3.2. Ecuacion de transporte
3.2.1 Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad describe la conservacion de la materia en un elemento
de control, es decir describe los cambios de la densidad en funcién de los cambios
espaciales del flux de momento. La expresién matematica en términos del operador
de Stokes:

0 0
~—p+V-J=0=>—p+V-pV=0 3.1
atp atp p (3.1)

La cual puede ser re-escrita en términos del operador del operador de Stokes:
D
—p+pV:-V=0 3.2
e (3:2)

Si suponemos que el fluido es incompresible, es decir la densidad no depende del
tiempo ni del espacio, por lo que, se simplifica de la siguiente forma:

V-V=0 (3.3)

La ecuacion anterior, es la forma simplificada de la ecuacién de continuidad para un
fluido incompresible y matematicamente describe un campo solenoidal.

3.2.2 Ecuaciones de movimiento

La ecuacion de movimiento se basa en la segunda ley de Newton para un medio
continuo, es decir un elemento de control con densidad constante es acelerado debido
a las fuerzas superficiales y de cuerpo (bulto) que acttian sobre el:

%pV+ V- [pV®V]|= V-T+f (3.4)

En donde el tensor de esfuerzos total, se descompone en la contribucion hidrostatica y
del tensor de esfuerzos asociado al material viscoelastico:
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T=—pt)I+6=—p,(l+ent))+o (3.5)

Y la matriz identidad I toma la forma:

10
I=/0 1 (3.6)
00

- o O

En la expresion anterior I es el tensor unidad. Al substituir el tensor de esfuerzos totales
en la ecuaciéon de Cauchy, y suponiendo que las fuerzas de bulto estan asociadas al
campo gravitacional, por lo que:

p2V=p(é+V-VJV=—Vp+V-c+f=—Vp+V-c+pg (3.7)
Dt ot

En donde V es el vector de velocidad, D/Dt es la derivada material del campo de
velocidades, p es la densidad del liquido complejo, p es la presion termodinamica, o
es el tensor de esfuerzos visco-elastico, f es el campo externo gravitacional. Aplicando
las condiciones de proceso antes mencionadas (flujo cortante simple, estado no
estacionario, mecanismos gravitacionales despreciables), se tiene lo siguiente:

SP%I =-Vp(1+en(t)) +V-o (3.8)

El parametro épsilon del término inercial fue puesto deliberadamente para tomar en
cuentas los efectos inerciales en el desarrollo matematico. Multiplicando por el vector
unitario en la direccion en z, i.e., se tiene lo siguiente:

opZ ==V p(1+en() + (V-0)-¢. ==V p(1+en0) +=(10,)  (69)
r

Finalmente, la componente z de la ecuaciéon de movimiento:

8paatﬂ=—vzp(1+sn(t)) +%§(mn) (3.10)
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3.2.3 Ecuacion reolégica visco-elastica no lineal

Para caracterizar nuestro liquido no newtoniano se propone la ecuacion constitutiva
de Tann

(p(n,,)(ﬁ

v
6 |=2D 3.11
Gy, ] G.11)

Es importante resaltar que el tensor de esfuerzos o es un tensor de esfuerzos
viscoelastico el cual nos describe la fuerzas cortantes y normales que actian en el
elemento de control. EL término 1/Gyp, es el tiempo viscoeldstico de Maxwell a rapidez
de corte baja, 1 es la funcion viscosidad la cual, describe los mecanismos disipativos en
el sistema y D es el tensor rapidez de deformacion. La derivada convectiva superior de
Maxwell puede ser descrita como:

V- D

6=—0-{VV'-6+5-VV| (3.12)
Dt

Esta derivada convectiva superior describe los cambios del tensor de esfuerzos

temporales y espaciales del sistema de flujo. En la Ec. (3.12) la derivada del tensor de

esfuerzos se define como:

D 0
—0=|—+V-V .
tc ( )c (3.13)

El tensor rapidez de deformacion D es la parte simétrica del tensor gradiente de
velocidad y se define como:

D= %(VV+VVT ) (3.14)

La funcién viscosidad definida en el modelo de Tanner, esta descrita en terminos de la
magnitud del tensor de esfuerzos y puede ser expresada de la siguiente manera:
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(1L, ) = 1 = 1*@:92

— 2
o+ PO %ﬂpw(@) (3.15)
(o)

g Yo)

La fluidez es el inverso de la viscosidad, asi que:

o [l]
‘p(H“)n(;Io)(Pl+(E£cj;J

La magnitud del tensor de esfuerzos se calcula como:

lo|=y/(c:06)/2 (3.17)

En las ecuaciones el esfuerzo o es el tensor de esfuerzo visco-elastico, V es el operador
matematico asociado a la derivada co-defomacional del tensor de esfuerzo, definido en
la Ec. (3.12), D es el tensor rapidez de deformacion que es la parte simétrica del tensor
gradiente de velocidad. El modelo de Tanner-Reiner-Philippoff (TRF) fue seleccionado
debido a su sencillez matematica en comparacion con otros modelos matematicos.
Por otra parte, esta ecuacion presenta soluciones analiticas en flujo cortante simple
en estado estacionario y componentes elasticas (primera y segunda diferencia de

(3.16)

esfuerzos normales). Ademas, todas las propiedades materiales del modelo pueden ser
calculadas mediante experimentos reoldgicos en estado estacionario y no estacionario
y poseen interpretacion fisica.

3.3 Flujo homogéneo y cortante
En el flujo homogéneo las variables dinamicas del sistema no dependen de la posicion

por lo que los gradientes de estas son cero, i.e. VX = 0, X={og,D}. Por otra parte, en el
flujo cortante el vector velocidad solo tiene una componente, i.e. las demas son cero por
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lo que las demas componentes son cero. En particular, en coordenadas cilindricas (r,
0,z) el vector velocidad toma la forma:
V=(Vr, VO, Vz)=(0, 0, Vz(rt)) (3.18)

En este caso, los tensores gradiente de velocidad y de esfuerzo se escriben en la
siguiente forma matricial:

oVr

ove

oVz

oVz
a . g [ = 00 1
W e e g 0 6L 0 0] G
0 r o0 r 00 5 0 0 50
oVr 0VO  0Vz
oz oz oz
La transpuesta del tensor gradiente de velocidad toma la forma:
T
oVr 0Vb 0Vz VA
vV = a;;r la;’: laa\;z -0 0 o0 =6Zr—z 00 0| (320
r r
ove ave avz | |0 0 .
0z 0z oz
Los tensores rapidez de deformacion y de esfuerzo toman la forma:
00 iz 0 0 oz
! ’ or 0 00 ’ or
D=—(VV+{VV}T)=E 00 0+ 0 0o0f=210 0 0 |@E2
L Nz 00 Nz 0 0
or or

El tensor de esfuerzos para un fluido cortante simple toma la forma:
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6, GOy O, c, 0 o,
6=[GC, Oy Oy |=| 0 o4 O (3.22)
0.zr 0.z(') 0.zz 0.zr 0 czz

Es importante resaltar que la matriz de esfuerzos fisicamente no da informacion de las
fuerzas cortantes o extensionales que actiian sobre el elemento de control en el sistema
de estudio. Al sustituir estas matrices en la ecuacion constitutiva y con las restricciones
antes mencionadas, se tiene el siguiente:

{ﬁc_(WT -c+0'-VV)} =2n(1,)D =n(Hc)(VV+VVT) (3.23)

C+

Gyp, L0t

Sustituyendo las matrices en la ecuacién constitutiva:

5 ., 0 o, BV 0 0 0)(o, O o,
—| 0 o, O 0 0 0|0 o O
c 0 o ot
“ * 1 6, 0 o, 1 0 0Jlo, O o,
0 o O +G 5 0 i
U
c 0 o 0 O
zr zz _5;/: 000
000 | (3.24)
ovVz
0o 0O or
=n(IL)[| 0 O O|+/0 0 O
oVz 0 0 00 O
or

Realizando la multiplicacion de matrices y simplificando obtenemos lo siguiente:

., 0 o, 1 5 ., 0 o, . 0 0 G,
0 o O aOGQGO—EOO 0
s, 0 o, oo g, 0 o, 6, 0 o,+0,
o o ¥z (3.25)
or
—n(IIG) 0 0 0
oVz 0 0
or
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Simplificando las matrices, se tiene lo siguiente:

ovVz
. 0 o, 156"06“ 6V006" Ooar
0 o, O [+ —| 0 oy 220 0 o [l=n(@) 0 0 o (3.26)
G0, | Ot or
s, 0 o, 6, 0 o, ., 0 20 0Vz
or

o 2 0 o

Al igualar las componentes del sistema matricial definido en la Ec. (3.26) ecuaciones,
se tiene lo siguiente:

. 1 (20 _6Vzcs )_ (11 )6Vz 307
= G0 o o LIS 0 (3.27)
. 1 (GGZT_GVZG )_ (I )6Vz 398
= G0, L ot Py ik, B (3.28)
o 4+ 1 0o, —0 329
" G0, Ot (3.29)
oL OO

00 Gy, ot (3.30)
. 1 (%_2%012):0 (3.31)

Gop, \ Ot or

El segundo invariante del tensor de esfuerzos se calcula de la siguiente manera:

c. 0 o )Y(o. O o

1 1 beyg 1z m 1z
I, = E(c:o) | 0 60 O0[:/0 o, O (3.32)
6, 0 o,/\c, 0 o,

Desarrollando el doble producto tensorial, se tiene lo siguiente:

- 1/, 2 2 2 2\ _ 1 2 2 2 2
Hd—\/g(cﬂ+6n+cee+cz+cn)— 5(20n+0n+°ee+0u) (3.33)
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Por lo que, la magnitud del tensor de esfuerzos, toma la forma:

1, =c,\/1+(c% +02 +03 )/ 202 =0, (3.34)

Por lo tanto, las ecuaciones mas importantes de este libro especializado en flujo pulsatil
son:

c,+ : (gc —%o):c+ 1 20—(6)% 3.35
2
c
1+ (9., /(Po)(?er
o(o,,) =, = (3.36)
c
1+[’Zj
GS
o, + ! o =2 : %c 3.37
“ Gep, Ot Gop, o ~ (3:37)
Finalmente, se tienen las siguientes ecuaciones matematicas
ovVz 1 ©
= - 1+ -
- <p(°n)( Goon aJcn (3.38)
2
c
1+ ((pw/(po)(c”]
(P(orz)=(p0 2 : (339)
c
1+[i]
GS
G, + L ac—”=2 - a&c 3.40
“ Gp, o Gy, O (3.40)
ovVz 1 0
- 1+ -
- cp(cn)( . a}fﬂ (3.41)
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(¢}
?(c.)=9, p (3.42)
1+[G“)
6S
1 0 1 avz
1+ —|o,=2 ——06, 3.43
[ Gy, at] Gop, Or (343)

Las Ecs. (3.35) -(3.43) anteriores son la base del presente analisis y son punto de partida
en el esquema perturbativo. Un resumen de las ecuaciones obtenidas en este desarrollo
matematico es, presentadas a continuacion:

a) Ecuacion de continuidad:

ovVz _

- (3.44)

b) Componente axial de la ecuaciéon de momento:
0Vz 1 0

egp—=-V p(l+en(t)) +- —(ro 3.45

p— = ~V.p(l+en(®) +— —(ro,) (3.45)

¢) Rapidez de deformacion rz:

2 (6.,) i (3.46)
al' (P - Go(Poat - .

d) Fluidez de la ecuacién reolégica:

(3.47)
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e) Componente zz de la ecuacién reoldgica:

1 0 1 oVz
It o 2= 0 (3.48)
0(')0 at GO(PO 61'
f) Fluidez aparente:
i
Popj ()= o _[ ¥ (r2); 940, (3.49)
w 0

g) Aumento en la fluidez aparente a primer orden:

t
1,,(%) =100¢' (0 ) (3.50)
ap0
h) Aumento en la fluidez aparente a primer orden:
t
I,(%) =100¢” M (3.51)
(papO

Las Ecs. (3.44) -(3.51) representan los resultados mas importantes del presente analisis
y estas son punto de partida del siguiente capitulo que consistira en el modelado
matematico del flujo a gradiente de presion constante, gradiente de presion pulsatil a
bajas y altas deformaciones respectivamente.
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Viscoelasticidad lineal

4.1 Ecuaciones de transporte y reologica

n este capitulo se presenta el modelado matematico del flujo pulsatil con el

modelo de Tanner Reiner-Philippoff (TRF). Asumiendo estado estacionario,
homogéneo y fluido incompresible se tienen las siguientes expresiones matematicas
para las ecuaciones de: (a) continuidad, (b) momento y (c) constitutiva de Tanner
Reiner-Philipoff.

4.1.1 Ecuacioén de continuidad

Si el fluido es incompresible, la densidad no depende de la posicion, y de la hipotesis
de flujo unidireccional, i.e. que la tinica componente diferente de cero, es la axial se
tiene lo siguiente:

%zO:Vchte,on;tf(z) (4.1)
z

Esto significa que la velocidad axial no es funcion de z, solamente puede ser de las
coordenadas radial y angular respectivamente. Los sistemas cilindricos, presentan
simetria angular, por lo que la derivada de la velocidad axial con respecto a la
coordenada angular teta es cero,

%=0:>Vz=cte,on¢f(e) (4.2)

37



Meétodos pertubativos aplicados a bioingenieria de fluidos no-newtonianos:

W flujo pulsatil no lineal de sangre humana con hipercolesterolemia

Por lo que, bajo la hipdtesis de estado estacionario, el campo de velocidades solo
depende de la coordenada radial r. Asi que se tiene lo siguiente:

%#0: Vz=1(r) (4.3)

4.1.2 Ecuacion de momento modifica por el gradiente de presion pulsatil

La segunda ecuacion (b) es la de momento que describe la aceleracion del sistema
debido a los procesos inerciales, viscosos y superficiales a través del gradiente de
presion.

oVz(r,t 10
Sp% =-V,p(t) +;§(rcn) (4.4)

En la Ec. (4.4) el parametro ¢ es perturbativo y ha sido puesto deliberadamente en los
mecanismos inerciales (aceleracion instantanea) debido a que queremos ver el efecto
combinado pulsatil y vibratil en el aumento de fluidez.

4.1.3 Ecuacion constitutiva del modelo de TRP

La ultima es la funcién viscosidad del modelo de Tanner Reiner Phillippoff la cual,
contiene tres propiedades materiales. La ecuacidn constitutiva viscoelastica no lineal
toma la forma:

o(o, )| 1+ L c - (4.5)
- Gp,0t) © or

En la Ec. (4.5) ¢ es la funcion fluidez y 1/¢,Gy es el tiempo de relajacion de Maxwell.

La funcion fluidez depende del componente del esfuerzo zr y tiene la siguiente forma
analitica:
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2
14] O
)= %) ey
— Yo

G 7= - (4.6)
1+( o,/ k
1+(<po/¢>w)[°") (00fp.)ks:)
cS
Combinando las Ecs. (4.5,4.6) se tiene el siguiente modelo reoldgico acoplado:

oVz 1+(ko, ) 1 0
—=0, > 1| 1+ — |0, (4.7)
or 1+(0,/9,, ) (ko,,) Gy, Ot

La Ec.4.1.7 contiene cinco constantes materiales las cuales, pueden ser calculadas
mediante experimentos reologicos en estado estacionario y no estacionario. Dos
fluideces a bajo y alto corte respectivamente {¢@, ¢.}, un modulo elastico G,, un
parametro que describe la transicion de estados de mayor a menor fluidez por efecto
del corte k.

En las siguientes secciones, se analizaran casos particulares de las Ecs. (4.1.4) y (4.1.7),
y se obtendra la funcion fluidez bajos las siguientes consideraciones de flujo:

a) Viscoelasticidad lineal (Transformada de Fourier).

b) Viscosos: Flujo en estado estacionario.

¢) Viscoelasticidad no lineal.

4.2 Viscoelasticidad lineal: Modelo de Maxwell

En el régimen de viscoelasticidad lineal, la funcion fluidez tiende a la fluidez a corte
bajo, i.e., @./@y—1, tomando el parametro € = 1, la ecuacién de movimiento toma la
forma:

10

~V0(0) +12(c.) @9

oVz(r,t)
’ ror

ot

El modelo viscoelastico no lineal TRF se reduce al de Maxwell:
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1 0 1 0Vz
(H——]GH =——" (4.9)

Al combinar las Ecs. (4.1.8,4.1.9) se tiene lo siguiente:

1 0)0 1 0 110(_0
p(1+_5J5Vz(r,t)=—(1+——Jvzp(t) +——a(rsz(rt)) (4.10)

G0, G0, ot @y T

El gradiente de presion pulsatil se propone que tenga la expresion de una funciéon
exponencial compleja.

V.p(t) =V, p,Exp(iot) (@.11)

donde @ puede ser interpretado como un operador fluidez del modelo de Maxwell

1 0
o= 1+ - 4.12
(po[ G0, &J ( )

Combinando las dos tltimas expresiones

oz r

0 t) 10( 0
p® aVz(r,t)=—<1> M+—a(raVz(r,t)) (4.13)

La Ec. (4.13) representa el operador fluidez asociado al modelo de Maxwell.

4.2.1 Perfil de velocidades

Con el fin de resolver la ecuacion dinamica Eq. (4.13), se utilizara el formalismo de
Fourier. Si suponemos que la funcién es continua la transformada de Fourier de una
funcién continua y la derivada de una funcién continua se escribe como:

akf(t)

e™dt=(i0) F(©) (4.14)

6kf(t)) = I

F(t) =s(f(t))=T [Cf(te™ds 3 (
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Las condiciones de frontera que se imponen al sistema son: (i) No deslizamiento en la
pared, (ii)
CF.1:Vz(r=at)=0

0 4.15a, b
CF2:—Vz(rt) =0,0 ‘Vz(r =0t) <M ( )
ot 0
Aplicando la transformada de Fourier a la Ec. (4.13), se tiene lo siguiente:
10( 0\ ., == ~+ 0p(o)
—Zlr— |+ D V. W) = (0] 4.1
{rar(raJ ’po } z(r,) = (4.16)

La Ec. (4.16) es una ecuacion diferencial paramétrica de Bessel no homogénea. En la
Ec. (4.16) @ esel operador fluidez descrito en la Ec. (4.12) en el espacio de los nimeros
complejos, i.e., la derivada parcial temporal se cambia por el producto iw, i.e. 6/0t = i
y la fluidez compleja tiene la siguiente representacién matematica:

<I>=(p0[1+G1

O(PO

%Jicff =Re[® THm[® ]= %[H (iw)) (4.17)

O(PO

La solucion de la Ec. (4.16) se descompone en una homogénea y una particular. La
solucion homogénea es:

Vz, (ro)=CJ, (im\/pm(’f)*rj +CY, (imﬂpm(’ﬁ*r) (4.18)

Y la solucion particular toma la forma:

Vz, (1,0) =—— (4.19)

Por lo que, la solucién general tiene la forma:

\A/z(r,w) =CJ, (im \[pm&)*r] +C,Y, (im\/pm&)*rj - 1 ap(co) (4.20)
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Aplicando las condiciones de a la frontera: (i) condiciones antideslizantes en la pared
y (ii) el sistema debe estar delimitado en el centro de la tuberia. La segunda condicion
implica que la constante C, debe ser cero, y la condicidon antideslizante puede
expresarse como:

A

1 op(o)

p(io)J, [i”\/pm(f)*aJ o 2

Una vez que la Ec. (4.1.21) se sustituye en la solucion general (Ec. 4.1.20), el perfil
de velocidades axial es obtenido para el modelo de Maxwell, por lo que se tiene lo
siguiente:

C =

:3/2 g
I, (1 \pod r] 6{)(0))

Va(1,0) = ——| 1- - (422)

p(iw) ] (is/z ,P(D(/I\)*aj oz

La Ec. (4.22) es el perfil de velocidades general del sistema fisico de estudio.

4.2.2 Flujo volumétrico de un liquido viscoelastico

El flujo volumétrico puede ser obtenido directamente mediante una doble integracion
por lo que, en coordenadas polares se tiene lo siguiente:

2n

6(0)) — I j‘i\/z(r,w)rdrde =21ta2j‘<\/z (r*,w)r*dr* (4.23)
00 0

Al introducir el perfil de velocidades, en la integral del flujo volumétrico, se tiene la
relacion entre el flujo volumétrico y el flujo volumétrico newtoniano:

42



Meétodos pertubativos aplicados a bioingenieria de fluidos no-newtonianos:

/%y flujo pulsatil no lineal de sangre humana con hipercolesterolemia

~

Qy (0) = Doy (o)

~

ma'q, [ 9p(©) = oy () Qy (0) (4.24)

8 oz

Donde la funcién de transferencia esta dada por el siguiente cociente de funciones

Bessel.
], (iy *ay pad )/(iy ‘ay/ pod )
2 Ak
apo, ® i (ima ,pmtb j

La funcion de transferencia Ec. (4.25) es general y puede ser utilizada para cualquier

(4.25)

funcién fluidez compleja en el régimen de viscoelasticidad lineal. Los siguientes puntos
importantes de la Ec. (4.25) son mencionados a continuacion:

a) Notese que la funcion de transferencia (Ec. 4.25) depende de las propiedades
materiales {¢q,, p} respectivamente.

b) Fisicamente, la funcién de transferencia compleja nos da las desviaciones
del comportamiento newtoniano por efecto de los mecanismos inerciales y
viscoelasticos del medio.

c) Notese que la funcion de transferencia compleja es un cociente de funciones
Bessel por lo que, se presentara curvas resonantes debido a las oscilaciones de
las funciones Bessel.

En particular para pruebas de flujo oscilatorio el modelo de Maxwell de un modo no
describe satisfactoriamente los datos experimentales. Moreno et al. (2015) demostraron
que datos de sangre con colesterol bajo, medio y alto pueden ser modelados con el
modelo multimodal de Maxwell con tres modos asociados a la respuesta mecanica de
la estructura del fluido biologico. En este trabajo, nos centraremos, solamente en el
modo dominante para describir la dinamica oscilatoria del modelo de Maxwell.
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4.2.3 Gradiente de presion pulsatil

El gradiente de presion total se puede expresar en términos de un exponencial complejo,
por lo que

55(“))_% . 426
oz oz dlaty (420

Combinando el gradiente de presion y tomando el operador inverso de Fourier,
tenemos:

Q(t) = E);p (m)%(—%Exp(imt))= cB:p (m)%(—%) (4.27)

Por lo que el flujo transitorio, toma la forma:

Q) (1) = B () Q (1) (428)

Usando la Ec. (4.28) la mejora del flujo es cero en el régimen de viscoelasticidad lineal,
es decir, [ (%) =0.
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5.1 Modelo Inelastico: Reiner-Philippoff

neste caso el sistema (fluido) cambia su viscosidad por efecto del corte o del esfuerzo
aplicado, pero no presenta recuperacion asociado a la parte de la elasticidad es
cero, i.e. el tiempo de relajacion del sistema es despreciable.

oVz 1+(ko, )’ 1 8 1+(ko,, )’
i (PO 2 1+ A o.zr = (PO 2 Gn (51)
or 1+(9,/9.,) (ko) G,9, ot 1+(¢,/0,, ) (Ko, )

Del balance de momento, y despreciando los mecanismos inerciales, se tiene lo
siguiente:

pa\/z—(r,t) =0 (5.2)
ot

Asi que el balance de fuerzas en la ecuacion de movimiento toma la forma:

10
0=-V p,+-— .
Dot ar(cz,) (5.3)

Arreglando la Ec. (5.3), se tiene lo siguiente:

-—(0,)=V,p, (5.4)
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de que el esfuerzo debe de permanecer acotado en el centro del sistema, se tiene lo
siguiente:

Oy = l Vzpor (5:5)
2
La Ec. (5.5) es muy importante debido a que la componente zr del tensor de esfuerzos,
solo depende de la coordenada radial r y de la fuerza motriz asociada a al gradiente de
presion. Un hecho sobresaliente de la Ec. (5.5) es que este resultado es general, es decir
no depende del fluido y solo de las condiciones de proceso. El esfuerzo en la pared el
cual, es una cantidad medible.

1
6, =-0,|_ = —EVZpOa (5.6)

5.1.1 Perfil de velocidades

De la ecuacion constitutiva se tiene lo siguiente

oVz . l-i-(k(Szr )2
a

o, (5.7)

Sustituyendo la Ec. (4.3.5) en la Ec. (4.3.7), se tiene lo siguiente:

1 2
1+ (k 5 Vzpor)

1 2
1+((p0/q)oo)(k2Vzp0rj

oVz _ 1+(sz )2
& (e, (ka, )

Gzr =“P0

(%Vzpor) (5.8)
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La Ec. (4.3.8), puede ser reescrita de la siguiente manera:

1 2
1+ klv
oVz ( 2 Zp"r)

=@, 1
1+((p0 /q)w)(k EVZpOr

)2 (%Vzporj (5.9)

Integrando la Ec. (4.3.9) con respecto a la coordenada radial r, se tiene lo siguiente:

1+[k ;Vzpor) !
Vz(r) =g, | jz (5 Vzpor]df +C (5.10)

1
1+(<po/<pw)(k2VZpor

Ecuacion (4.3.10) puede ser escrita en términos del esfuerzo en la pared:
1 2
1+ [k > Vzpor) ]
(5 Vzpor]dx +C (5.11)

1 2
1+(q)0 /(pw )(k 2Vzp0r)
La Ec. (4.3.10) puede escribirse de esta manera con el fin de facilitar su integracion:

Vz(r) = (po.f

l 2
1+ k=V
e (k37)

V —
40 KV p,/2 1
1+(q>o/q>w)(k2VZpor

1 1
)2 (kgvzpor}(kzvzpor)-kc (512)

Con el fin de integrar la Ec. (5.12), se propone el siguiente cambio de variable:
2
1
u= (kgvzpor) , por lo que

1 o,/k 1+u

AV =— du+C
#(r) 2kvzp0/2I (oo )u (513)
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La Ec. (4.3.13) puede ser re-escrita en la siguiente forma:

k /@y)+u+l—(o,/
Va(r)=1 %/ ((P_wjf("’w 0 ) ut1=(9. /90y, (5.14)
2kV,p,/2{ 9, (¢../9,)+u
Simplificando la Ec. (5.14)
1-(o,/
Vz(r) = l‘PO—/I‘(‘p—mjj{HM}duw (5.15)
2KkV,p,/2\ 9, (0. /9,)+u
Aplicando el principio de linearidad de las integrales, se tiene lo siguiente:
1- (o, /
Vz(r)zl—(po/k ((p—""].[ 1+—((P00 9) u+C (5.16)
2KkV,p,/2\ @, (9./0,)+u
Asi que,

1 o,/k (o, 1
Vz(r) =51§:Pﬁ[$—OJ{J‘du+(l—((pw /mo))jmdu}m (5.17)

Integrando se tiene lo siguiente:

1 'k o
Vz(r) = E#W(?I;—OJ{]J—F(]_((POO /(po))Ln‘((pw /(p0)+u‘} +C (5.18)

Cambiando la variable de integracion:

1 2
((pw/q)o)+(k5Vzporj

1 o,/k (o, ( 1 Jz
Vz(r)=——0 P N k2v 1-(¢, /9,))L
Z(r) 2kV,p,/ 2(‘% ]{ 2 Pt +( ((pw q)O)) "

}+c (5.19)

Aplicando la condicién de no deslizamiento en la pared, i.e., Vz=0enr = a, se deduce
el valor de la constante:

1 o,/k (o 1 :
=—= 9 -} — —
=—3T Zpo/z[% J{[kzvzpoaj +(1-(¢,,/9,))Ln

(o./ wo)+(kévzpoa)2 } (5.20)
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Sustituyendo la constante Ec. (5.20), se tiene lo siguiente:

1 o,/k (o 1 : ( 1 )2
A% =——20 — | *= K k-V 1-(9,/ L /9,)+ k=V
z(r) 2szpo/2(<poj{( i zporj (1= /90))Ln (0../00) +| KV por
(5.21)
1 o,/k (o ( 1 JZ [ 1 )2
—o Pl [P gy +(1-(9, /9,))Ln|(o, /9,)+| k=V
2kV1p0/2((P0 2 ZpOa ( ((pw (po)) n((Pﬂo (pO) 2 zpoa'
Factorizando y utilizando las propiedades de los logaritmos:
1 2
(90../0,)+ k=V,psa
1 ag,/k P, r) 2
Vz(r)=——to = [ P= || 2| 4 (1-(g, /,))L
Z(r) 2(-kVZp0a/2)[(p0j (aj +( (q)w (PO)) 8 ’ (5-22)
(0. /@) *| K, V.por

Finalmente, la velocidad axial en el sistema a gradiente de presion constante toma la
forma:

((Poo /(po) + kzcil ‘

2
(9..79,)+ K03, (;) ‘

Vz(r)= %a‘&J[‘P_wJ 1_(3 +(1-(9./9,))Ln (5.23)

Do

La Ec. (5.23) representa el perfil de velocidades para el modelo de Reiner-Philippoff
para un fluido de densidad constante, isotérmico y que es deformado continua e
irreversiblemente por un gradiente de presion en la difreccion axial. Es importante
resaltar, que el perfil de velocidades depende de la razén defluideces, las cuales
describen la transiciéon de estados de mayor estructura a menor estructura por efecto
del corte y de los parametros del modelo de Reiner-Philippoff.
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5.1.2 Flujo volumétrico a gradiente de presién constante

El flujo volumétrico es el producto de la velocidad por el area de flujo y se calcula a
través de una doble integral sobre la seccion transversal de flujo. La expresion basica
toma la forma:

2n a a

Q=] [ Vardrdo=-n[y,r*dr (5.24)

Al integrar por partes la Ec. (5.24), se tiene lo siguiente:

%rz dr

e (5.25)

Q=-xf
0
La ventaja de la Ec. (5.25) es que nos permite calcular el flujo volumétrico a través de

la integral de la rapidez de deformacién y el area, por lo que, el flujo volumétrico se
puede expresar como:

2
1 e, b 1+(kévzp°r) 1 1 e
- 0 2[k=v k—V d k=-v
Q 2k(kV,p /2)3£ 1 : [ 2 ZWJ[ 2 ’p"r) ( 2 Zp"rj (5.26)
o 1+(0,/9..) k2 V.por

Haciendo el mismo cambio de variable, que el en caso del campo de velocidades, se
tiene lo siguiente

LS
Q= -l T, /k— ((P—wJ (k2vzp0 J 1+u

———udu
5.27
2(kV,p, /2 \ 00 ) (cpwjﬂ 6-27)
Py

Para integrar la Ec. (5.27), se hace la division de polinomios por lo que se obtiene el
siguiente resultado:
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o))
_lM(&] [ @ 0,

2(p, /2 @) (@_j
Do

Simplificando la expresion anterior, se tiene lo siguiente:

(k%VZpOaJZ
L mo K ((pwj { ((pwJ] u
== u+|1- —— du 5.29
2 (kVZpO /2)3 [ '([ (O ((ij_i_u ( )

udu (5.28)

0N

De nueva cuenta, la division de polinomios es requerida para resolver la integral de la
Ec. (5.29)

, 0 (k%VZpoa)z [(Pw] +u-— ((Pw]
TP, Py (1 0 Dy
S L LSS | [0 5.30
. 2(kVZp0/2)3((P0J '<|>‘ u-{ ((po B [%J+u .
Dy

La rapidez de deformacion se puede expresar en términos del producto de la fluidez y
el esfuerzo de corte rz, por lo que:

(klvzpoajz
oty Tl
Q=—0— | = u+|{l-| =]||1-——<%—|{du 5.31
2 (szp0 /2)3 Do !)- Po [(pwj +u o

Finalmente, la integracion de esta expresion, resulta en la siguiente ecuaciéon no lineal
para el esfuerzo:
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1 mo,/k
2(kV,p,/2)
1 4
o1 s X 2 “’—w[kivzpoa) (5.32)
(“’—w] —[k—Vzpoa) + 1{“’—‘”) (k—VZpoaj —[(P—“’JLn o
9 )2\ 2 Do 2 P P
P

La Ec. (5.32) puede ser simplificada de la siguiente manera:

Q= ((P”J N (5.33)

(O

EL flujo ineléstico del modelo de Reiner-Philippoff esta dado por el producto del la
fluidez aparente y el flujo volumétrico respectivamente:

1
0 n a’mo, (-aVzp0 /2) (5.34)

La fluidez aparente para el modelo ineldstico de Reiner Philippoff a gradiente de
presion constante, tiene la siguiente forma analitica:

X (p—”+(kcw)4

(Poo 4 (pno 2 (Poo (pO

=2 (ke ) 4|1 22 ||l (ko, ) | 2= |Ln| |} (535

o = v p, 12) 2 (ko) { (%D( ) ((p] . (539
Dy

Es importante resaltar que la Ec. (5.35) tiene dos limites asintoticos importantes, a bajos
y altos esfuerzos en la pared, i.e.

leow —)l(pap = (pO

Lim, _.¢,, =9,

(5.36)

Porlotanto, la Ec. (5.36) describe una transicion de fluideces abajo y alto respectivamente.
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5.2 Viscoelasticidad no lineal

La componente z pulsatil modificada de la ecuacion de momento viene dada por:

vz o 10( 0o,
psE=—a—;(1+snp(t))+;—(rg) (5.37)

y la ecuacién reoldgica del modelo de Tanner-Reiner-Phillippoff

. 1L (1+ ) Q]o (5.38)
or 0 1+((P0/(Pw)(kczr)2 GO(PO o) " ‘

Para resolver la expresion no lineal, se resuelve utilizando una técnica analitica de
perturbacion:

Va(rt) = (V(r) + Vay (1)) +& (VZ(r)w{w (t))+82 (VZ(r)w{w (t))+0(83) (5.39)
O (1) = £°6 0 (1) + 80y, (1,8) + 870 ), (1,8) = €70 50 + 011 (1) +€7(0)  (5.40)
o=¢° @, +&'p, +£°Q, + 0(83) (5.41)
Usando el teorema de Taylor en la funcion de fluidez, tenemos:

1 2 9%
2
re §(°(zr)‘°(zr)o) a2,

9(0)) =2 @(San) +' (9 ~an) %

oo (0-42)

O(ar) (o

+O(s3)

Combinando las uilltimas ecuaciones, tenemos:

0 1 0’
(P(G(n)) =g’ @(G(n)o)+slc(ﬂ)onp (t) 60:P) +€ Ecs(zzr)onp (t)2 60(2(’)) +O(s3) (5.43)
O(x) (0 1) >y
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De las dos tilltimas ecuaciones:

0 =0(S) (5.44)
09
Py =00, (t) % (5.45)
(=) Oer) 7 ero
_ ]. 2 2 a (P
0, —Ec(z,)onp(t) 66(22r) (5.46)
) Oz

5.2.1 Teoria a orden cero (£°):

Para el orden cero, la Ec. (5.44) coincide con el caso inelastico modelado con la ecuacion
deR

06
10 Py |00y 547)
ror or oz

vz, _ 1+{k0( )
@ o) (koj)

G(a)o (5.48)

Entonces, en este contexto, el orden cero en nuestro esquema de perturbacion esta
relacionado con el estado estacionario y el flujo homogéneo.
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5.2.2 Teoria a primer orden (¢'):

Al sustituir, las series en las ecuaciones diferenciales y separar las contribuciones a
primer orden, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas:

0 :
%g[r (:3(:)] %np(t)+anv(t) (5.49)
Y
0Vz 1 66 1 60
()
e 00, ), + G, 7—(p06(n)1+(p16(n) G, 7 (5.50)

Al integrar la Ec. (5.50) con respecto a la coordenada radial r, se tiene los siguiente:

op
Oyt = 2( On (t)+anv (t) r=N()o (5.51)
Si se define la siguiente funcion estocastica modificada, se tiene lo siguiente:

_ pv/2

El esfuerzo cortante rz a orden uno toma la forma:

Siap = N(t) 0,00 (5.53)

En la Ec. (5.53), el esfuerzo debe de permanecer acotado para cualquier valor de 1, por
lo que la constante de integracion debe de valer cero.

Vz, 1 00,
0

Al sustituir el esfuerzo a primer orden y la funcion fluidez, se obtiene la siguiente
expresion matematica:
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—Z(l) =@,0,,., +¢,0 +—1 (=)t N(t)c ®,+0 +—N(t)6 5 55)
00 (r 1O ( (o 0 2r)0 o
or ()t (=)o G, ot » @ 55, S )0 G (ex)

0

Simplificando la expresidn anterior, se tiene lo siguiente:

oVz

W 0 1 -
5 = N(t)opy [M(G(n)o% )J v N ()60 (5.56)

La rapidez de deformacion a orden uno es:

(5.57)

4 5 6VZ(1)
Py () =— I
w 0

Al sustituir la rapidez de deformacién a primer orden, se tiene lo siguiente:

4 % . 4
Py () =N(t) = j [ ( (Zr)omo)Jdcno+N(t)c—4 [olydo,,  (5.58)
w 0 0 w 0

La ecuacion (5.58) puede integrarse por partes

-a 6( ) Ol _, 3 . .
[ o 4‘1" WNO+ [ 0f,,G'do,, NO ¢ (5.59)

= \4 zr)0
)4 0 ) 00 0 0

La Ec. (5.59) puede ser escrita como:

4 p ) 4 -
0, = [ 6(mpdtoN(®) +Gj'| ——— [ 0f,do,, [NO (5.60)
("(zr)o ) ’ (%)0 ) ’

La rapidez de deformacién evaluada en la pared puede ser calculada a través de la
siguiente expresion:
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1 “Yw )
— [ sy, (r) = v, -3Q, (5.:61)
6w 0

Multiplicando la Ec. (5.61) por 4/ow, se tiene lo siguiente:

Yw

4
9,=30,+— | 01093, (1) (5.62)

w 0

En donde la fluidez en la pared y a orden cero, fueron definidas como:

.
b o,/4 Qg
5.63a, b
o o
o 4 Oy
Utilizando la regla de Leibnitz, la rapidez de deformacién, se expresa como:
E
e {GWQO} (5.64)

La cual, puede ser expresada en termino de la fluidez en la pared: ¢,,= y../(0w/4)
4 d (,
¢ = 90 5.65
. do { 0} (56)

Por lo que, simplificando la Ec. (5.65)

c,/4 dow QN dcs

o, =3 (5.66)

w

La fluidez en la pared es la suma de la fluidez a orden cero y una correccién debido a
la pendiente de la curva flujo BMP vs esfuerzo en la pared

Q,
do

w

0, =30,14 (5.67)
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La Ec. (5.67) se puede expresar como:

¢, =( 0, —39,)N(®) + G’ N(t) (5.68)

Combinando las Ecs. (5.67) y (5.68) se tiene la siguiente expresion:

0, =452 N G, K = SN+ 67 Ny (5.69)

w N

La Ec. (5.69) es la fluidez a primer orden, si calculamos el aumento,

o) — M— -1 & ‘1<. >
I, (%)=100e - =100g¢, 0 (N®)+G,' (N() (5.70)

Una vez que la funcién estocastica se sustituye en la Ec. (5.69), y se promedia, se tiene
lo siguiente:

I, (%)=10¢
dLnQ, v/2 - ol v/io - 5.71)
(dLnQN [(np (t)>+(api/an (t)j+<p0 G, [<np (t)>+(8plz/wnv (t)D

El aumento del fluidez depende de un cociente de una fluidez local asociada a la
monotonia dela curve fluidez vs esfuerzo enla pared y otraala fluidez aparente asociada

al promedio integral de esta, en estado estacionario y homdgeneo. Sustituyendo la serie
de Fourier definida en el capitulo 3, el aumento es constante a primer orden y tiene la
siguiente representacion analitica:

I, (%) =100¢' (N(t)) = 50eM, (5.72)
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5.2.3 Teoria a segundo orden (€£7):

En esta seccion presentamos, la teoria a segundo orden del esquema perturbativo.
Sustituyendo las series y solo considerando términos de segundo orden, el siguiente
conjunto de ecuaciones diferenciales parciales lineales acopladas es obtenido:

10( 904y =
-— =pVn(t .
i (r - ] p n( ) (5.73)

ov: 0
0 —(go,), +

zr)2 _

1 oo
Go o PO (a2 T PiO(ay T P20 ()0 + G_o pVn(t) (5.74)

Al integrar la Ec. (5.74) con respecto a la coordenada radial r, se tiene lo siguiente:

3 . pv/2 -
6(zr)2 = Ean(t)r = Wn(t)ﬁ(nw (575)

Definiendo el siguiente conjunto de variables como:

_ pV/2
'™ (op, /02) /2 n(t) (5.76)

Al sustituir las Ec. (5.76) en la (5.74) se tiene la expresion para la rapidez de deformacion
a segundo orden:

oVz 5 L 0 1
@ - NI(POG(zr)O +N’c 2zr)o { o += Po N O(a)o (5.77)

or AN e L

El primer termino del segundo miembro se puede expresar de la siguiente forma:

09, 162(p0 1 o ((POG(zr)O)

(5.78)
6G(Zr)o 2 60( 0
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Combinando las uiltimas dos ecuaciones,

ovVz 2
% =N, @Oy + 1neg .

1 .
5 (zr)0 W ((Poc(n)o ) + G— N, S0 (5.79)
zr )0

0

La fluidez a segundo orden, puede ser expresada de acuerdo a la siguiente integral

4 (., aVz(z)
4 .([ ar 6(zzr)OdG(Zl')() (580)
(%)0 Fa)

¢, =

Sustituyendo la Ec. (5.79) en la Ec. (5.80) y aplicando linearidad de la integral, se tiene
lo siguiente:

4
0, = 7
(%0 H)
Sanl., 1 . Pe ., (5:81)
P00 (1040 (e N1 + ()0 aT(‘Po"(n)o )d"(zr)oN2 +Gy' I ()40 o Ny
0 0 ()0
La Ec. (5.81) toma la forma:
(n)ﬂ‘f 2
4 1" 0 2 el
P = QN+ ———7 5 ()0 52 8 ((pOG(zr)O )d(s( o [N +Go N (5.82)
Sarpol _, (=)

La segunda integral del miembro derecho de la Ec. (5.82) puede ser expresada en la
siguiente forma analitica:

(5.83)
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/a>

A partir de la Ec. (5.83), se tiene:

2 4 dyy T s dy, 2
L g[co i —4£00—d60 do, IN"(t) (5.84)
Por lo que
o, dy 1 2
[ =8 *—*——| o,dy, IN“(t 5.85
: (4ch Gagovo] (®) (5.85)

Pero la integral de la Ec. (5.85) toma la forma:

1 JYW
Py j oody, = v, —3Q, (5.86)

w 0

Y la diferencia entre la rapidez de deformacion y el triple del flujo volumétrico es:

dQ
-3Q,=0, —2
.0, o, i (5.87)
Combinando las Ecs. (5.85-5.87)
d d
I,=8/Q, g, 4Q, N(t) (5.88)
do,, do,,
La derivada de la rapidez de deformacidn tiene la siguiente forma analitica:
dr, _,4Q, d°Q
Sa e Y e 5.89
do. do “do (:89)
Sustituyendo la Ec. (5.89) en la Ec. (5.88), se tiene:
2
I, =8| Qq 4dQO +o, sz° -o, dQ, N*(t) (5.90)
do, dc, do,
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Simplificando, la funcién fluidez a segundo orden toma la forma:

0, =0,N, +2¢>, " o Q° Nz(t)+G“N (5.91)

W

2 d2Q0 2 1/
0, (N1>+2cwﬁ<N ®)+G, <N1>

1,, (%) =100¢> 2(9:0) _ 502 w (5.92)
Do Dy
Simplificando,
3 2 .
1, (%)=10082(<N> 29 d %O (N @)+ 2x g, <N1>] (5.93)
) Q, do Q
Las funciones estocasticas tienen la forma:
. pav/2 -

N(t)=n, (t)+ n. (t) (5.94)

O(ar)ol -y

En donde el promedio del cuadrado de la funcion estocastica modificada por la inercia
toma la forma:
2

(N*(t) =n2(t)+ ;)aV/Z (ﬁv(t)j (5.95)
(ol

Por lo que, el aumento de la fluidez a orden dos esta dado por la expresion:

2

I, (%)—2002QN d2Q° n(t)+ LA [ﬁv(t)j (5.96)
Qo O, 6(21)0 .

La fluidez a orden dos, puede ser separada en dos contribuciones asociadas al gradiente
de presion pulsatil y al movimiento oscilatorio en la direccion axial.
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5.2.4 Resumen del capitulo

En este capitulo se desarroll6 el modelado matematico del flujo pulsatil a diferentes
regimenes de flujo. Para entender el efecto del flujo pulsatil se estudios los sistemas mas
simples que consistio en el fluido inelastico del modelo de Tanner-Reiner-Philippoft.
Este modelo inelastico nos permite deducir expresiones cerradas para la fluidez en
el sistema de Poiseuille (gradiente de presién constante). La ecuacion basica que se
obtuvo es la siguiente:

a) Fluidez inelastica: Modelo de RF

Po (ko,, )4

0, = (k‘(z: ; (ko, )’ +2(1 (i—:n (ko, )’ —(Z—:] Ln %T

Dy

Esta fluidez aparente, describe la transiciéon de estados de mayor a menor fluidez a
través de los parametros materiales. Esta ecuacion es clave en la descripcion de los
regimenes viscoeldstico a bajo y alto corte respectivamente.

b) Fluidez inelastica: Modelo de RF

J, (ima\[p(o(/f)’ )/(imaxlpma )
(Dap(m)z— 2 _— 1—2
a p(PO @ Jo(i3/2a ’p(o(/f) j

¢) Viscoelasticidad no-lineal

c.1. Orden cero:

%t (i, )
(Peo 4 (Peo 2 (Poo (PO
=—=_{(k +2(1-| —= k —-| = |Ln|—/———
(Pap (ka )4 ( Gw) { [ (Po J] ( Gw ) ( (PO J (piw
®o
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c.2. Orden uno:

Papy1 (O = PN +G' N(D)
c.3. Promedio de la perturbacién a orden uno.

dQ,
dQy

<(p(ap)1(t)> = <N(t)> + G;l <N(t)>

c.4. Aumento en la fluidez a orden uno

1 S dQ, 1/~
Iq,(ap)1 (%) = 1008% =100¢g0p, [dgN <N(t)> +G, <N(t)>]

¢.5. Orden dos:

a g .
Puz = QN0+ 200,50 =N () + Gy N, (0

O (a0

c.6. Promedio de la perturbacion a orden dos.

(90e ) =90 (N O)+ 20 22 (N*(9) + G <1\h (t)>

O (a)o
c.7. Aumento en la fluidez a orden dos:
- Qx d’Q Qn -1/
L (%) =100€ [(Nl>+2Q—:F{<N2(t)>+ Q—I:Gol N,

En la siguiente seccidon se expondran los resultados mas importantes del presente
capitulo. En la primera seccion se presentan las predicciones de los modelos teéricos y
en la segunda seccion se toman experimentos reométrico de sangre con colesterol y se
obtienen los resultados pertinentes.
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Analisis de resultados

6.1 Analisis adimensional

n este capitulo se presentan los resultados mas importantes del presente proyecto
de licenciatura. Para tal efecto, las Ecs. (A-E) del resumen del capitulo anterior
seran ocupadas.

6.2 Variables adimensionales

Para facilitar los calculos, se emplearan variables adimensionales, con el fin de acotar el
sistema y facilitar la simulacion de las ecuaciones tedricas en el programa Mathematica
11.1, después los datos seran exportados a una hoja de calculo. Las variables
adimensionales son:

P (po’ (po’ v (Vz>/a(p0’ (Vz)/a’ (Vz)/a

En los niimeros adimensionales definidos, ¢, es la fluidez a bajo corte de la ecuacién
"

constitutiva del modelo Reiner-Philippoff, < Vz > es la velocidad macroscépica y “a
es la longitud caracteristica radial en el sistema. Sustituyendo esto en las ecuaciones
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6.3 Naumeros adimensionales

Los niimeros adimensionales nos permiten interpretar en término de mecanismos los
principales hechos fisicos en el sistema. Al substituir las variables adimensionales en
las ecuaciones gobernantes, se tienen cuatro nameros adimensionales.

L (%) = 2(108)’ aﬁ%{lﬁl{ez oﬁw2}<(N2(t))>
zr)0

6.3.1 Grupo adimensional A

Este grupo relaciona las fuerzas viscosas con un parametro de normalizacion para el
esfuerzok, el cual, es una medida de las propiedades no newtonianas en el sistema. Si k
=0 se tiene un fluido newtoniano (viscosidad constante), mientras que k muy grandes,
i.e. k >>1 se tiene una transicion de estados de mayor a menor estructura por efecto
del flujo. Es importante mencionar que este nimero se puede interpretar como una
medida de la historia de estructuracion en el sistema, i.e. la tixotropia.

6.3.2 Grupo adimensional B

Este grupo es una medida de la estructura a bajo y alto corte y cuantifica los procesos de
adelgazamiento o engrosamiento al corte respectivamente. Cuando B >> 1 se presenta
un fluido adelgazante al corte, mientras que para B << 1, se tiene el comportamiento
opuesto (engrosante al corte). Cuando B =1, se tiene una estructura constante en el
sistema (Fluido Newtoniano).

6.3.3 Grupo adimensional We
El tercer grupo es el numero de Weissneberg que se define como el producto de un

tiempo de relajacion y una rapidez caracteristica en el sistema. Cuando el niumero de
Weissenberg es cero, i.e., We = 0 se supone que el sistema no presenta almacenamiento
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de energia y por lo tanto el sistema es inelastico, es decir, no contiene componentes
elasticas en el sistema. Cuando el numero de Weissenberg es mayor a uno, i.e. We >> 1.

6.3.4 Grupo adimensional Re

El altimo grupo es el nimero de Reynolds el cual, es una medida de los mecanismos
inerciales y viscosos en el sistema, y cuantifica la transicion de flujos de laminar (Re <
2100), transitorio (2100 < Re <10,000). Cuando el nimero de Re es menor ala unidad, i.e.
Re << 1, el sistema es gobernado por los mecanismos viscosos asociados a la disipacién
viscosa. Por otra parte, cuando el Re >> 1, los mecanismos inerciales rigen la dindmica
de flujo en el sistema.

Las ecuaciones adimensionales resultantes son las siguientes:

I. Fluidez inelastica: Modelo de RF

C=k(V)/ag,
B= %o
?

We=1/G, 9, @
a
Re=g,p(V)a

Esta fluidez aparente, describe la transicion de estados de mayor a menor fluidez a
través de los parametros materiales. Existen dos limites importantes de esta fluidez
a bajo y alto corte respectivamente. Esta ecuacion es clave en la descripcion de los
regimenes viscoelastico a bajo y alto corte respectivamente.
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IL. Viscoelasticidad lineal: Modelo de Maxwell

a.1 Fluidez en el régimen inercial y viscoelastico

B

(Co,)

a.2 Aumento en la fluidez viscoelastica lineal
~* 81

Dyp (0) = 1—2J [MMJ (MQJ

- Jo(iy2 Rew® )

B+(Co. )
Py = oo

(Co,) +2(1 -B)[(Cow )’ ~BLn

|

III. Viscoelasticidad no lineal
b.1 Orden cero:

Loap (%0) =100& (N(1))

2(1-B)B

(Co.,)’

4
Pappo =B+ B+(k5w )

[(ccsw )’ —~BLn

|

(©0)=0

w(ap)

b.1 Promedio de la perturbacion a orden uno.

<6(ap)l(t)> =0, <N(t)>

b.2 Aumento en la fluidez a orden uno

<(p(ap)1(t)> =Q, <N(t)>
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c¢.1 Orden dos:

Lo (%) =100¢ (N(t))
c.2 Aumento en la fluidez a orden dos

<<p<am<t>>=zo(n)oa‘;%o<mo>

6.4 Predicciones tedricas
6.4.1 Viscoelasticidad lineal: fluidez compleja

Matematicamente, la parte real del sistema presenta una sucesion de curvas resonantes,
siendo a valores altos de la frecuencia angular adimensional. Para asi, conforme el
sistema va evolucionando, las curvas resonantes van atenuandose hasta llegar al
momento en que se vuelven lineales e independientes del sistema. Se observan dos
curvas resonantes las cuales describen la frecuencia multimodal de Maxwell, para un
modo (a) y para tres modos (b) con datos de viscosidad y tiempo de relajacion iguales.
Ambos describen un comportamiento monétono decreciente para encontrar un punto
maximo y después ser sucedido por un punto minimo; la transicion existente, s6lo
entre estos dos puntos, es lineal, ademads, conforme el sistema va evolucionando, existe
una sucesion de puntos que se asemejan al comportamiento antes mencionado dando
lugar a un comportamiento tipo diente de sierra. Notese, el comportamiento entre las
curvas resonantes (a) y (b) antes mencionadas son semejante pero con desplazamientos
pequenos, lo que muestra que el modelo de Maxwell aproxima a una mejor respuesta
de las propiedades viscoelasticas del material a través de la variacion de la frecuencia
adimensional sin importar la cantidad de modos que se utilicen para describir a dicho
sistema. Cuando los valores maximos y minimos disminuyen y el comportamiento
irregular se va atenuando, conforme el sistema evoluciona, para volverse estable. Es
importante resaltar que la contribucién de las curvas resonantes se da a frecuencias
altas pero presentado un pico de resonancia mas pronunciada y produciendo una
frecuencia de resonancia maxima a bajas frecuencias, a su vez tienden a atenuarse
e incluso a desaparecer. Fisicamente, la maxima respuesta entre el flujo oscilante y
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el gradiente de presidn, se ve inducida con respecto a la frecuencia multimodal de
Maxwell y la relacion entre el solvente y el polimero, que es el tiempo reducido
adimensional. Con esto, como consecuencia, es posible notar que a valores pequefios
de la frecuencia adimensional se tiene el maximo valor obtenido para el flujo pulsatil, i,
e., el flujo maximo posible se da en este punto. Conforme el sistema va evolucionando,
se puede observar una mitigacion en el aspecto antes mencionado.

SANGRE HUMANA CON BAJO COLESTEROL

1.LE+1
1.E-1

1.E-3

1.E-5

MODULOS

i=1,(285,0.0052),i =2,(0.37,0.03)
i=3,(0.01,0.79)

1.E-7

MM:(Gi,xi)={
1.E-9

1.E-3 1.E-2 1E-1 1.E+0 1E+1 1E+2 1E+3 1.E+4
FRECUENCIA

Figura 6.1. Tlustra el comportamiento de la fluidez vs esfuerzo en la pared en funcion de
las propiedades adelgazantes y engrosantes al corte a través del niimero adimensional
B. En esta simulacion el valor de C permanece constante igual a la unidad.
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SANGRE HUMANA CON BAJO COLESTEROL

1.E+0

< " 41
LD

3 o z; Necss
E Colesterol — Bajo
=}
Ul E-1
ALE- .
2 i=1,(28.5,0.0052)
& .
2 MM :(G,,},)=1i=2,(0.37,0.03)
g i=3,(0.01,0.79)

1.E-2

1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3

FRECUENCIA ADIMENSIONAL
Figura 6.2. Ilustra el comportamiento dela fluidez vs esfuerzo enla pared en funcion de

las propiedades adelgazantes y engrosantes al corte a través del nimero adimensional
B. En esta simulacion el valor de C permanece constante igual a la unidad.

SANGRE HUMANA CON BAJO COLESTEROL

1800

1600 M p=1060Kg/m®
S a=0.0025m
Z 1400
3 1200 M :(G,[Pa],\,[s]) = (28.5,0.0052)
=
7 i=1,(285,0.0052)
§1000
£ 200 MM:(G,,},)=1i=2,(0.37,0.03)
= (-
% 600 i=3,(0.01,0.79)
> 400
= 200 MM

0
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
FRECUENCIA

Figura 6.3.Ilustra el comportamiento dela fluidez vs esfuerzo enla pared en funcion de
las propiedades adelgazantes y engrosantes al corte a través del nimero adimensional
B. En esta simulacion el valor de C permanece constante igual a la unidad.
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6.4.2 Teoria a orden cero
6.4.2.1 Mecanismos adelgazantes: fluidez

La Fig. 6.2 muestra el comportamiento matematico de la fluidez a orden cero (inverso de
la viscosidad) vs esfuerzo en la pared para diferentes valores de niimero adimensional
B el cual, esta asociada a los procesos adelgazantes al corte. La ecuacion que rige, el
comportamiento de la Fig. 5 esta dado por:

B+(Co, )’
0. ) il L CE
P (CO’W) B
TEORIA A ORDEN CERO
10
Vz(r=at)=0 ) ! a= 0.1
i — / o & 2
N i 1 P P-P(r0z) b = 0'2
E Vp(t)=Vp, i
2 a=0.1 =03 |
z _
g \ b=0.2 d=0.4
© B= “—“’ ={c=03
=} o
= d=05 —_
g e=0.5
c=7q°<:z>/a=1 £f=09
. ;
LE-2 1.E1 LE+0 LE+1 LE+2 LE+3

ESFUERZO EN LA PARED

Figura 6.2. Ilustra el comportamiento de la fluidez vs esfuerzo en la pared en
funcion de las propiedades adelgazantes y engrosantes al corte a través del nimero
adimensional B. En esta simulacion el valor de C permanece constante igual a la

unidad.
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Esta ecuacion tiene dos limites matematicos a bajo y alto esfuerzo en la pared:

Lim, .9, =1; Lim, ,.¢,=B

A esfuerzos en la pared altos, el valor de la fluidez estd determinado exclusivamente
por el nimero adimensional B, que es una medida de los procesos adelgazantes en
el sistema. Matematicamente, en todas las simulaciones de la Fig. 5, se observan tres
comportamientos basicamente: (i) a esfuerzos en la pared bajos (menores a uno) el
sistema presenta una zona constante en donde, la fluidez presenta un valor constante,
lo que implica una estructura constante en el sistema. A esfuerzos en la pared
moderados (1, 10) el sistema experimenta un comportamiento monétono creciente con
pendiente diferente para cada valor del nimero adimensional B, aun esfuerzo en la
pared critico. Para un segundo comportamiento critico en el esfuerzo en la pared, la
fluidez es constante e independiente del esfuerzo. Fisicamente, este punto significa que
el valor de la fluidez a altos cortes es equivalente a la fluidez del solvente en fisica de

polimeros o para sistemas bioldgicos como la sangre seria al plasma. Fisicamente, a

esfuerzos bajos el sistema se considera con una fluidez constante (Fluido newtoniano),
sin embargo, a esfuerzos en la pared moderados 1, 10 el sistema experimenta constantes
cambios en la estructura por lo que su fluidez aumenta lo que implica que tenemos un
fluido no newtoniano adelgazante. Por ultimo, a elevados valores de esfuerzo en la
pared presenta una estructura destruida por efecto del esfuerzo en la pared y esta es
equiparable a la viscosidad del solvente (agua). Biolégicamente la zona intermedia
representaria la desestructuracidon y orientacion de los eritrocitos por efecto del flujo
asociado al gradiente de presidn constante, que es la fuerza que deforma continua e
irreversiblemente el fluido complejo.
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6.4.2.2 Mecanismos adelgazantes: flujo volumétrico

La Fig. (6.3) muestra el comportamiento matematico del flujo. A esfuerzos de la pared
bajos el comportamiento es lineal. A un esfuerzo en la pared critico el sistema presenta
un cambio en la pendiente (en valores de 4 a 10) y para un segundo esfuerzo critico el
valor del flujo retoma su comportamiento lineal. Fisicamente, al aumentar el valor de
B el esfuerzo en la pared que se tiene que aplicar es menor debido a los mecanismos
adelgazantes el fluido que inducen menor friccion. A esfuerzos bajos en el sistema se
considera un flujo lineal, sin embargo, a esfuerzos en la pared moderados (4 a 10) el
sistema experimenta cambios en la estructura por lo que el cambio en la pendiente. Por
ultimo, a elevados valores de esfuerzo en la pared el fluido presenta una estructura
destruida por efecto del esfuerzo en la pared por lo tanto el flujo vuelve a tener su
comportamiento lineal. Biolégicamente entre mas engrosante sea la sangre por efectos
de colesterol menor serd el flujo que tenga a un esfuerzo en la pared constante.

TEORIA A ORDEN CERO
1.E+4
Vz(r=a,t)=0
1LE+3 3 M
‘ §”/ ‘l- pal :
O LE+2 - - — | P-P(r0,2 ’
E L « (r,0,2)
= Vp(t)=Vp,
S LE+ a=0.1
= b=0.2
S 1E+0 pof._)c=03
g n, |d=04
S 1LE1 e=05
=
£=09
1.E-2 _m,(Vz)/a
Gs -
1.E-3
1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1L.E+2 1.E+3

ESFUERZO EN LA PARED

Figura 6.5. Ilustra el comportamiento del fluido no newtoniano a orden en funcién
del esfuerzo en la pared, para diferentes condiciones de adelgazamiento al corte, en
funcion del naumero adimensional B.
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6.4.2.3 Mecanismos tixotrépicos: fluidez

La Fig. (6.4) muestra el comportamiento matematico de la fluidez vs esfuerzo en la
pared para un liquido adelgazante al corte, en funcién del niimero adimensional C,
que relaciona los mecanismos de estructuracion y desestructuracion asociados a la
tixotropia. Es claro que el efecto que tiene el nimero adimensional C sobre las curvas
de esfuerzo es la de controlar los procesos de reestructuracion en el sistema. Como en
el caso de la Fig. 5, el sistema muestra dos comportamientos claves y el tercero que
es una interpretacion bioldgica del sistema. Matematicamente: A bajos esfuerzos en
la pared, el sistema presenta una zona constante, y a un esfuerzo en la pare critico, el
sistema presenta un comportamiento monotono creciente, y para un segundo esfuerzo
critico en la pared, la fluidez es independiente del esfuerzo en la pared, y su valor
esta determinado enteramente por el nimero adimensional B. Cuando el ntiimero
C aumenta, en una década de la simulacion “a” a la simulacion “b”, se observa que
el comportamiento es el mismo, sin embargo, el valor critico en donde la fluidez
experimenta el cambio de estados de menor a mayor fluidez decrece, esto se observa
en las flechas para los casos de fluidez de C = 0.001 a C = 0.1. Obsérvese que las 4
curvas que se presentan tienen un comportamiento semejante esto se debe a el niumero
adimensional C que me describe la desviacion del comportamiento newtoniano en
el sistema. La fluidez se comporta de una forma constantes. A esfuerzos en la pared
criticos (0.3, 3, 12,) la fluidez presenta cambios crecientes t de menor a mayor y para un
segundo esfuerzo en la pared €l comportamiento de la fluidez es asintodtico.

Fisicamente: el efecto del ntimero adimensional C estd asociado a las curvas de
tixotropia en el sistema es decir es decir a la reversibilidad en el sistema, e igual manera
muestra la perdida de estructura en el sistema.

Claramente estas curvas dan dos aspectos importantes de informacién al observarlas:

a) Lairreversibilidad en el sistema, la forma de esta curva esta determinada por la
propiedad material k o por el grupo adimensional C.

b) Ladesestructuracion del sistema debido a los procesos tixotropicos en la muestra.

Estas curvas que se observan se presentan en otros sistemas fisicos y son conocidas
como de histeris y estan asociadas a la historia de deformacién del material.
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ESFUERZO EN LA PARED

Figura 6.6. Ilustra el comportamiento del fluido no newtoniano a orden en funcién
del esfuerzo en la pared, para diferentes condiciones de tixotropia del fluido, a través
del namero adimensional C.

Bioldégicamente: describe la deformacién y desestructuraciéon de los cimulos, asociados
a los hematocritos en la sangre por lo que al estructurarse por fuerzas de adhesién
o electrostaticas se presenta una estructura compacta y cuando se desestructura, se
orienta bajo flujo y al regenerarse otra vez el sistema, este no presenta la estructura
inicial con la que empez¢ el ciclo por lo que ha perdido mas estructura. El drea bajo la
curva en un periodo de flujo denotado por la Fig. 7 simulaciones (a, b) estd asociada a la
perdida de estructura en el sistema. Notese que entre mds cambie la desestructuracion
en el sistema, el area de la curva aumenta.

76



Analisis de resultados

6.4.2.4 Mecanismos tixotrépicos: flujo volumétrico

La Fig. (6.5) muestra el flujo matematico en funcién del esfuerzo en la pared para
diferentes condiciones de tixotropia a través del nimero adimensional C. Para su
simulacién, se ha fijado un valor en los mecanismos adelgazantes al corte a través
del niimero adimensional B = 0.9. Como en los otros analisis (Figs. 6-3-6.5), el analisis
se enfoca en tres vertientes basicas. Fisicamente: la historia de las deformaciones,
no afectan el comportamiento del flujo volumétrico como se aprecié en las otras
simulaciones. El efecto del nimero adimensional C no infiere en el comportamiento
del flujo. Bioldgicamente: a valores de C mas grandes reducen la parte newtoniana,
es decir, la sangre entre més adelgazante permitird que se apliquen esfuerzos menores
para un determinado fluido, en cambio a valores de C menores, la sangre es menos
adelgazante, por lo que se tiene que aplicar esfuerzos en la pared mas grandes para un
determinado flujo.

TEORIA A ORDEN CERO
1.E+4
B= N _ 0.1
1E+3
Mo
S1En a=0.1
5 coM(Vz)/a_|b=05
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E LE+1 o, c=1.0
3 d=2.0
S 1E+0
=} Vz(r=a,t)=0
3 . )
! <7
3 \ ¢ }. ) ,‘
1.E-2 - : {/ per(roa)
L Vp(t)=Vp,
1.E-3
1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3
ESFUERZO EN LA PARED

Figura 6.7.Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como funcion del esfuerzo
en la pared en funcién de los procesos de estructuracién y desestructuracion del
material a través del nimero adimensional C. El niimero adimensional B asociado a
los procesos adelgazantes al corte se mantuvo con un valor constante de B = 0.9.
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6.5 Teoria a primer orden
6.5.1 Mecanismos adelgazantes: fluidez

La Fig. 6.6 muestra el comportamiento matematico de la fluidez (inverso de la
viscosidad). A esfuerzos de la pared bajos el comportamiento es constante igual a la
unidad 0.1, 0.5. A un esfuerzo en la pared critico el sistema presenta un comportamiento
monodtono creciente. Para un segundo esfuerzo (6-10) en la pared se puede observar
la contribucion de la funcion estocastica y del efecto pulsatil en una desviacion en la
pendiente y para un tercer esfuerzo critico el valor de la fluidez se mantiene constante.

TEORIA A PRIMER ORDEN
12
Vz(r=a,t)=0
- ¢ A
10 O ST G)
i-7 L 1
Vp(t)=Vp,(1+en(t))
8
N a=0.1
=
E 6 b=0.2
=Moo
2 == e=03 b
4 d=05 c
e=0.9
1 o™ (vz)/a . d
o, £
1
0
1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3

ESFUERZO EN LA PARED

Figura 6.8. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como funciéon del
esfuerzo en la pared en funcién de los procesos de estructuracion y desestructuracion
del material a través del nimero adimensional C. El niimero adimensional B asociado
a los procesos adelgazantes al corte se mantuvo con un valor constante de B = 0.9.
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Fisicamente, a esfuerzos bajos el sistema se considera con una fluidez constante
(Fluido newtoniano), sin embargo, a esfuerzos en la pared moderados 1, 10 el sistema
experimenta constantes cambios en la estructura por lo que su fluidez aumenta lo que
implica que tenemos un fluido no newtoniano adelgazante. Al tener la contribucion del
efecto pulsatil se puede observas como existe un aumento en la fluidez y decrece hasta
alcanzar un efecto constante.

Bioldgicamente se puede interpretar como el aumento de la fluidez de la sangre durante
la aplicacion de un efecto pulsatil, el corazon n. Esto nos indica que varia la viscosidad
de la sangre reduciéndola, para que aumente la fluidez. Aplicando menor esfuerzo
en la pared. Interpretandolo como la desestructuracion de los eritrocitos al aplicar el
esfuerzo pulsatil.

6.5.2 Mecanismos adelgazantes: flujo volumétrico

Como en los casos anteriores, se presenta el flujo volumétrico en funcién del gradiente
de presion para diferentes valores del nimero adimensional B. En esta simulacion el
valor de C =1. A valores de esfuerzos bajos, el sistema muestra un comportamiento
lineal para todos los valores del niimero adimensional B. Este comportamiento
corresponde al fluido newtoniano. Por otra parte, a un valor de esfuerzo en la pared
critico el sistema cambia de pendiente y su valor esta determinado por los procesos
de desestructuracion via el adelgazamiento al corte, hasta un valor maximo. Para un
segundo valor critico, el sistema presenta un segundo comportamiento lineal con
pendiente constante, consistente con el comportamiento a altos esfuerzos en la pared.

Bioldgicamente el sistema presenta una zona de desestructuracion a moderados cortes,
como se observa en la Fig. 9. Fisicamente, significa que debido al corte, los cimulos
se desestructuran y rompen por efecto del flujo y se orientan lo que se induce en el
cambio de flujo. Una manera de cuantificar, el efecto del gradiente de presion pulsatil,
es a través del aumento n la fluidez lo que se aprecia en la Fig. 10.
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Figura 6.9. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como funciéon del
esfuerzo en la pared en funcidn de los procesos de adelgazamiento al corte a través
del niumero adimensional B. El niimero adimensional C se mantuvo constante con
valor C =1.

6.5.3 Mecanismos adelgazantes: Aumento en el flujo volumétrico

En la Fig. (6.8) se observa el aumento en el flujo, en funcién del esfuerzo en la pared
aplicado. La ecuacién evaluada toma la forma:

c. (09, /0o,
T, (%) = 1008 2 (N®)=(10Ve )’ (200 )%
Plapo Plap)o

En las simulaciones de la Fig. (10) el valor de M asociada a la amplitud de la serie de
Fourier, es igual a dos, i.e. M = 2. Dos hechos importantes son observables en la Fig. 10.

a) El efecto del gradiente de presion se observa a primer orden. La condicion
suficiente para obtener las curvas resonantes observables en la Fig. 10 es que
el sistema fisico experimente cambios en sus estructura debido al corte, i.e. que
presente adelgazamiento al corte.
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b) Al aumentar las propiedades adelgazantes, en maximo en las curvas resonantes
incrementa por efecto de la desestructuracion.

¢) Para valores cercanos a 1, es decir al valor del fluido newtoniano, las curvas
resonantes decrecen notablemente, y en el valor de B = 1 (Newtoniano) el
aumento de la fluidez es cero.

TEORIA A PRIMER ORDEN
22
5 a=0.1
S 2 b=0.2 a Iw=4on/dow=on/dQN
§ B—"‘”— ¢=03 N 9,
Els ﬂo_ d=04 Vz(r=a,t)=0
— -~
= e=05 (7 Ty
a16 £=0.9 —
E I|0<VZ>/a Vp(t)=Vp, (l+l“('))
ml4 C=———=
a o,
£
E 1.2
5 f
<, =
1.E-2 1.E-1 1.E+0 LE+1 LE+2 LE+3

ESFUERZO EN LA PARED

Figura 6.10. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como funcién del
esfuerzo en la pared en funcion de los procesos de adelgazamiento al corte a través
del namero adimensional B. El nimero adimensional C se mantuvo constante con
valor C =1.
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6.5.4 Mecanismos tixotrépicos: fluidez

Curvas de tixotropia fluidez orden uno

Vz(r=a6)=0

-
. ST 0

e=100 . p—_———
«———  Ve()=Vp,(1+m(1))
d=10
~
S
=
=
T
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=01
=10
d-10
e=100
0.1 1 10 100 1000

Esfuerzo en la pared

Figura 6.11. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como funcién del
esfuerzo en la pared en funcién de los procesos de estructuracion y desestructuracion
del material a través del nimero adimensional C. El niimero adimensional B asociado
a los procesos adelgazantes al corte se mantuvo con un valor constante de B = 0.9.

En la Fig. (6.9) se observa los mecanismos tixotrépicos en la funcién fluidez. En las 4
simulaciones se ha dejado el valor del niimero adimensional B constante i.e. B=0.9. Los
valores del nimero adimensional C utilizados son: (a) 0.01, (b) 0.1, (c) 1.0, (d) 10, (e) 100.
Se observa que la fluidez a primer orden tiene el mismo comportamiento para las cinco
simulaciones. A bajos esfuerzos en la pared el sistema presenta un comportamiento
constante, aqui la funcién fluidez vale uno. A un esfuerzo critico la funcién describe un
comportamiento monotono creciente hasta un valor maximo de fluidez. A un segundo
valor critico, la funcién decrece mondétonamente hasta un tercer valor critico, en donde
la fluidez es constante e independiente del esfuerzo en la pared. Claramente el efecto
del niimero adimensional C en el flujo, es el de desplazar es trasladar las graficas
de estados de mayor a menor esfuerzos en la pared. Esto podria ser una ventaja,
desde el punto de vista energético porque asociado a los procesos no newtonianos de
estructuracion y formacion de la estructura, el nimero C es una medida de la energia
que el sistema necesita para ser deformado a través del gradiente de presiéon. Un
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numero C >>1 implica que el esfuerzo en la pared es mucho menor, que cuando C <<
1, en donde se necesita mayor energia en el sistema para alcanzar el mismo maximo y
por lo tanto el mismo comportamiento que en las otras simulaciones (Vea por ejemplo
las simulaciones b-e, de la Fig. 6.8).

6.5.5 Mecanismos tixotropicos: aumento en el flujo

TEORIA A PRIMER ORDEN
2.2
Ve(reat)=0
A
SE

a=0.1
b=0.5
c=1.0
d=2.0

L
Vp(t)= Vp,(1+en(1))

=
®

FUNCION FLUIDEZ
L "
kS EN

1.2

0.01 0.1 1 10 100 1000
ESFUERZO EN LA PARED

Figura 6.12. Ilustra el aumento de flujo a primer orden vs esfuerzo en la pared en
funcion del niimero adimensional C. EL valor del nimero adimensional B =0.1y los
valores del nimero adimensional C son: (a) 0.1, (b) 0.5, ¢ (1.0) y d (2.0)

En la Fig. (6.10) se observa el aumento de flujo en funcion del gradiente de presiéon para
diferentes valores del nimero adimensional C. En las simulaciones, el valor del nimero
B =0.1. El efecto del nimero adimensional asociado a la tixotropia es el de desfasar las
curvas resonantes hacia la izquierda, a menores valores de gradiente de presién. Un
hecho importante, es que el maximo de la curva se debe a un acoplamiento entre las
propiedades adelgazantes y de reestructuracion del sistema, sin embargo, el valor del
esfuerzo en la pared asociado al gradiente de presién utilizado para el maximo en las
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curvas, se obtiene por efecto del nimero adimensional C. Este nimero depende de la
concentracion de estructura en el sistema y puede ser visualizado como de tixotropia.

6.6 Teoria a segundo orden

En la Figs. 12(a, b) se observa la fluidez a segundo orden en funcién del esfuerzo en la
pared para diferentes condiciones de flujo: (a) Adelgazamiento al corte, (b) Tixotropia
en el sistema. En estas simulaciones la ecuacion que se utilizo fue la de segundo orden,
es decir,

o9y
(p(ap)Z = Giv %(Nz (t)>

w

Esta ecuacién es la base de las predicciones de las Figs. (12, 13). El comportamiento
matematico es muy similar en las dos curvas. A esfuerzos en la pared bajos, el
sistema presenta una fluidez constante, mientras que a un esfuerzo critico el sistema
experimenta un comportamiento mondtono creciente hasta un valor maximo en la
pared a un esfuerzo critico. Para valores mayores de este esfuerzo critico la fluidez
decrece mondtonamente cruzando el eje coordenado del esfuerzo en la pared en donde
la fluidez es cero. En este punto la segunda derivada es cero, debido al punto de inflexion
de la misma. Para un tercer esfuerzo critico, el sistema presenta un minimo, el cual se
puede suponer como un efecto anti-resonante y para valores de esfuerzo en la pared,
mayores que el del minimo se observa un comportamiento asintético aproximandose
al valor de fluidez cero. Las siguientes observaciones son las mds importantes de las
Figs. (12) y (13).

a) El efecto del segundo orden, induce un comportamiento anti-resonante seguido
de un anti-resonante en el sistema.
b) Elefecto de B es aumentar el maximo y decrecer el minimo en la curva resonante.

¢) El efecto del nuimero adimensional C es el de trasladar las curvas a menores
valores de esfuerzo en la pared, pero a diferencia de las curvas a primer orden,
aqui se observa una disminucién en la magnitud del maximo y del minimo
respectivamente.
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d) Experimentalmente, no se ha detectado la presencia del minimo, por lo que se
necesitan realizar protocolos de investigacion direccionados a contestar esta
pregunta. Quizd, la respuesta se observe en sistemas muy anisotropicos como
los cristales liquidos.

6.6.1 Mecanismos adelgazantes: fluidez

Vz(r=a,t)=0

Fluidez segundo orden O =Z==~

.
Vep(t)=Vp,(1+en(r))

o Fluidez

Esfuerzo en la pared

Figura 6.13. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como funcién del
esfuerzo en la pared en funcion de los procesos de estructuracion y desestructuracion
del material a través del numero adimensional C. El nimero adimensional B asociado
a los procesos adelgazantes al corte se mantuvo con un valor constante de B = 0.9.
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6.6.2 Mecanismos tixétropicos: fluidez

Vz(r=a,t)=0

Curvas de tixotroia orden dos
SSIe
25 o~
I : —
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Esfuerzo en la pared

Figura 6.14. Ilustra el comportamiento del flujo volumétrico como funcién del
esfuerzo enla pared en funcion de los procesos de estructuracion y desestructuracion
del material a través del nimero adimensional C. El nimero adimensional B asociado
a los procesos adelgazantes al corte se mantuvo con un valor constante de B = 0.9.

6.6.3 Aplicaciones de la teoria de perturbaciones a un fluido biol6gico
viscoelastico: Sangre humana con hipercolesterolemia

En esta seccidon, se analiza el aumento en la fluidez a través de datos reométricos de
sangre con hipercolesterolemia (alto contenido en colesterol). Los datos y protocolos
experimentales fueron realizados bajo estrictos criterios de Bioética los cuales fueron
descritos a detalle en el trabajo de Moreno et al. 2015 y utilizados por Herrera et al. (2017,
2019). A partir de estos, se obtienen las siguientes tablas de propiedades materiales y
numeros adimensionales respectivamente.
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Tabla 3. Propiedades materiales del modelo Tanner-Reiner-Philippoff.
Contenido d ¢ colesterol Consta.nte .d,e Moédulo Viscosidad | Viscosidad

/Propiedades normalizacion . . .
. elastico a bajo corte | a alto corte
Materiales para el esfuerzo
k Go Mo Nw
[Pa] [Pa] [Pas] [Pas]
Colesterol Bajo
300 mg/dL 0.90 1. 487 0.0113 0.009
Colesterol Medio
174 mg/dL 0.74 1.472 0.023 0.0042
Colesterol Alto
114 mg/dL 0.19 1.834 0.046 0.0047
Tabla 4. Ntimeros adimensionales.
n A%
Nimeros Adimensionales C= {V2)/ 92 B=—= We, = 1 (Vz)
1/k Nw 9,G, a
Colesterol Bajo
300 mg/dL 0.0125 1.250 0.0061
Colesterol Medio
174 me/dL 0.0170 5.476 0.0156
Colesterol Alto
114 mg/dL 0.0098 9.703 0.0222

El radio sanguineo tipico de las venas varia de 0,02 a 0,35 cm y la densidad de la sangre
es aproximadamente de 1,05 g/cm?® respectivamente (Del Rio et al., 1998). La rapidez de
deformacion caracteristica con estos datos, satisface las siguiente desigualdad:

0.085s7' = ﬁ =
a

max
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Las fuerzas inerciales y viscosas puede calcularse a través del nimero de Reynolds, es
dedir,

Como el nimero de Reynolds es menor que la unidad, es fisicamente aceptable
descartar la contribucién de los mecanismos de inercia.

La Fig. (6.13) muestra las curvas reométricas de BMP ajustadas para seguir
cualitativamente los datos reométricos obtenidos para sangre con diferentes niveles de
colesterol. Los pardmetros utilizados se muestran en la Tabla 3. Solo se utiliza un modo
del BMP para ajustar los datos y, por lo tanto, solo se muestran los datos a baja velocidad
de corte. La razon para esto es que las predicciones de la tensiéon de fluencia mostradas
aqui suponen que el modelo TRP es un modelo de modo tinico. Seguin lo informado por
Moreno et al. (2015) se necesitan tres modos para ajustar todos los datos reométricos
de la sangre en la zona de alta velocidad de corte. Aqui estamos usando solo el modo
principal que reproduce adecuadamente los datos para las regiones de corte bajo y
moderado, que es donde los fendmenos de tension de fluencia se vuelven importantes.
Las predicciones de mejora de flujo para sangre humana real se representan en la Fig.
15, donde la linea continua representa la aproximacién de orden cero (sin mejora de
flujo) y la linea de puntos representa las predicciones de primer orden. A medida que
aumenta el contenido de colesterol, el maximo de mejora del flujo es mas evidente en
las curvas. Esto se debe a que el colesterol hace que la sangre se convierta en un fluido
de reduccién de cizallamiento mas fuerte y, por lo tanto, se potencia la mejora del flujo.
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Figura 6.15. Datos de flujo reométrico de sangre con diferentes contenidos de colesterol
ajustados con el modelo BMP, el parametro obtenido se muestra en la Tabla 3.
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Figura 6.16. Mejora de la fluidez frente a la tension adimensional de la pared
en funcion del mecanismo de adelgazamiento por corte, respectivamente. Los
parametros y numeros adimensionales utilizados en la simulacion se muestran en
los Tablas 3 y 4.
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La comparacién de los maximos para la mejora de la fluidez se representa en la Fig.
6.15. El recuadro de la Fig. 6.15 muestra los resultados de la mejora energética que
esta directamente relacionada con los resultados en la mejora de la fluidez, es decir,
el contenido de colesterol aumenta la mejora energética. con la muestra de colesterol
alto que muestra los valores maximos y la muestra con colesterol bajo que muestra la
mejora energética mas baja.

HUMAN BLOOD WITH CHOLESTEROL

35 -
' HC LC:0.729
- - - ; )
3 O ‘L’il\ [ - B[Pa’s]={MC:0.74
Low—Cholesterol "™~ Medium - Cholesterol HC:0.16796

LC:(88.5,111.1)

(909..)[ Pa's™ |={MC:(43.48,238.1)
HC:(21.74,212.8)

~
n

High - Cholesterol

10°(n, (t))=1

FLUIDITY ENHANCEMENT
)

1.5
1
LC
0.5
1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3 1.E+4
WALL SHEAR STRAIN

Figura 6.17. Mejora de la fluidez frente a la tensién adimensional de la pared en
funcién del mecanismo de adelgazamiento por cizalladura, respectivamente. Los
parametros y numeros adimensionales utilizados en la simulacién se presentan en
las Tablas 3 y 4.
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Figura 6.18. Ilustra el flujo volumétrico frente al esfuerzo en la pared en funcién
del mecanismo de adelgazamiento inducidos por el corte. Los parametros y numeros
adimensionales utilizados en la simulacion se calculan en las Tablas 3 y 4.
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Figura 6.19. Ilustra el flujo volumétrico frente al esfuerzo en la pared en funcion del
mecanismo de adelgazamiento inducidos por el corte. Los parametros y niimeros
adimensionales utilizados en la simulacion se calculan en las Tablas 3 y 4.

91



Meétodos pertubativos aplicados a bioingenieria de fluidos no-newtonianos:

/%y flujo pulsatil no lineal de sangre humana con hipercolesterolemia

SAMGRE HUMANA CON BAJO COLESTEROL

HC HC -

b
tn

w

g
n

Rheometric-flow L. °
LE-1 LE+ LE+1 LE+2
WALLSTRESS

Pulsatile - Poiseuille

g
th

capillary flow

AUMENTO EN EL FLUJO
)

—

RES
[ ] ®
1.E-3 1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3 1.E+4 1.E+5
ESFUERZO EN LA PARED Y RAPIDEZ DE DEFORMACION

g
n

Figura 6.20. Muestra el aumento de flujo vs el esfuerzo en la pared y rapidez de
deformacion.

Los resultados para el flujo volumétrico se muestran en la Fig. (6.16), donde se observa
el mayor aumento en el flujo volumétrico para la muestra con alto contenido de
colesterol. De nuevo, el incremento en el flujo volumétrico se presenta solo en la regiéon
de ley de potencia. Con las zonas de esfuerzo en la pared baja y alta, no se observa una
diferencia entre el gradiente de presion constante y los casos de gradiente de presion
pulsatil. Es claro que para que existe una mejora en el flujo volumétrico, este debe
de presentar cambios en la estructura por efecto del flujo y entre mas contenido de
colesterol exista en la sangre, esta promueve un incremento en el flujo debido a que
el sistemas posee mas punto estructurales e induce una mayor Resistencia lo que se
promueve en un mayor aumento. Este hecho es lo mas relevante de este Proyecto de
libro especializado y es punto de partida en investigaciones futuras.
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Figura 6.21. Ilustra el flujo volumétrico frente al esfuerzo en la pared en funcién

del mecanismo de adelgazamiento inducidos por el corte. Los parametros y niumeros
adimensionales utilizados en la simulacion se calculan en las Tablas 3 y 4.
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Conclusiones

7.1 Contribucion al conocimiento

n el presente trabajo se estudid el flujo de un fluido bioldgico (sangre humana)

con niveles de colesterol bajo, medio y alto, sometidos a un gradiente de presion
pulsatil. El flujo y la reologia del sistema bioldgico fueron descritos por el modelo
visco-elastico de Tanner, y la funcion viscosidad del modelo de Tanner fue descrita con
el modelo de Reiner-Philippoff, el cual es un modelo de tres constantes materiales que
describe los procesos de adelgazamiento o engrosamiento al corte por efecto del flujo.
El gradiente de presién pulsatil fue modelado mediante el producto de un gradiente de
presion pulsatil y una funcién estocastica multiplicada por un parametro perturbativo.
La funcién estocastica representa las variaciones de la presién en el corazén humano,
y con el fin de incorporar efectos de armonicos en el sistema, se escogié una serie de
Fourier generalizada. En este trabajo se analizaron dos regimenes de flujo: (i) visco
elasticidad lineal (trasformada de Fourier) y de (ii) visco elasticidad no lineal. El
régimen de viscosidad lineal, se analizé6 mediante el formalismo de la trasformada
de Fourier, mientras que en el régimen de visco elasticidad no lineal, se utiliz6 un
desarrollo perturbativo en donde las variables perturbadas fueron velocidad, esfuerzo,
rapidez de deformacion viscosidad y flujo volumétrico, el parametro de perturbacién
fue €. En este trabajo de investigacion los resultados se centraron en el calculo de:

a) Flujo volumétrico.
b) Funcion viscosidad.
¢) Aumento en el flujo.

d) Aumento en la potencia.
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Para resolver el problema de flujo se introduce un conjunto de variables adimensionales
que permiten obtener grupos adimensionales los cuales describen la fisica del sistema.
En este caso los grupos adimensionales fueron nimero de Reynolds, Weissenberg y
los numeros adimensionales B, C. El nimero de Reynolds relaciona los mecanismos
inerciales (masa y movimiento) y viscosos (disipativos). El nimero de Weissenberg es
el producto de un tiempo caracteristico asociado con la viscoelasticidad del material y
una rapidez de deformacion del proceso. Este niimero nos indica la diferencia entre un
fluido viscoso, visco-elastico. El tercer grupo B es un cociente de viscosidades a bajo y
alto corte respectivamente, si B es mayor a 1 tenemos un fluido engrosante, si B es menor
a 1 tenemos un fluido adelgazante, y en el caso de B =1 el fluido es newtoniano. Por
ultimo el cuarto nimero C estd asociado a la restructuracion del material y su magnitud
puede ser asociada a los procesos de construcciéon y destruccion de la estructura por
efecto del flujo y por ende relacionados con los procesos de desestructuracion.

Los resultados mas importantes del presente trabajo son resumidos a continuacion:

7.2 Viscoleasticidad lineal

A) En el régimen de viscosidad lineal la relacion entre el flujo volumétrico y el
gradiente de presion esta regulada por la funciéon de trasferencia compleja en
el espacio de Fourier y esta relaciona los mecanismos inerciales y la fluidez
compleja a través de un cociente de funcién de Bessel.

7.3 Viscoelasticidad no-lineal
B) La reologia y el flujo en el sistema puede ser caracterizada mediante cuatro
grupos adimensionales.

C) El efecto que tiene el gradiente de presion pulsatil sobre el sistema es disminuir
la viscosidad.

D) Las funciones Bessel en el régimen de visco-elasticidad lineal describen curvas
resonantes las cuales se han encontrado en diferentes sistemas fisicos asociados a
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problemas de trasporte de medios acuiferos, medios porosos, sistemas bioldgicos
(células ciliadas externas). La parte real estan relacionadas con el aumento del
flujo y la permeabilidad dindmica en el sistema. Mientras que la parte imaginaria
estd relacionada con las curvas discontinuas encontradas en otros sistemas.

E) En el régimen de viscosidad lineal, bajas deformaciones no existen aumentos en
el flujo es decir son constantes.

F) A orden cero el sistema se reduce a considerar un flujo en estado estacionario
y homogéneo es decir que los efectos inerciales y elasticos no son tomados en
cuenta.

F) A primer orden de la funcién se obtienen las contribuciones del gradiente de
presiéon pulsatil, y la parte visco-elastica del material atreves de la funcién
estocastica y el nimero de Weissenberg.

G) A segundo orden se obtienen las contribuciones visco-elasticas de menor orden,
por lo tanto a partir del segundo orden se obtienen contribuciones en el régimen
visco-elastico de menor orden.

H) El efecto del gradiente de presion pulsatil solo se observa a esfuerzos en la
pared moderados mientras que a bajos y altos esfuerzos en la pared el efecto del
gradiente no es observable.

74 interpretacion biologica

G) Los resultados obtenidos en este trabajo muestran que el corazon trabaja de
manera pulsatil debido a que disminuye la friccién abatiendo la viscosidad en el
régimen de esfuerzos en la pared maderables.

H) Basicamente el flujo pulsatil del corazén se puede interpretar como un mecanismo
de defensa de este ya que al tener mayor concentracion de colesterol en la sangre
el corazén adapta las pulsaciones de tal manera que disminuye su viscosidad,
desde el punto de vista ingenieril el corazon regula su funcionamiento de
acuerdo a la viscosidad de la sangre.
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7.5 Trabajo a futuro

Este trabajo puede ser extendido de manera natural tomando en cuenta las variaciones
del hematocrito diferentes tipos de enfermedades (cirrosis hepatica, leucemia, diabetes)
y trasferencia de tecnologia (anticoagulantes o valvulas cardiacas). Por ultimo el
modelado de estos sistemas implica el uso de herramientas matematicas y fisicas como
son, métodos perturbativos, métodos asintdticos y métodos numéricos basados en
elemento volumen finito e hibridos utilizando software especializado en fluidos no
Newtonianos (COMSOL, ANSYS FLUENT).
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n este apéndice se desarrolla las ecuaciones principales mediante una forma
matematica equivalente diferente a la desarrollada mediante el formalismo de
Fourier y la ecuacion homogénea de Bessel.

Flujo de Poiseuille en estado estacionario

10

;ar(on) =V.,p, (A-1)

Integrando con respecto a la coordenada radial r y utilizando la condicion de frontera
de que el esfuerzo debe de permanecer acotado, se tiene lo siguiente:

1
0-zr = Evzpor (A_Z)

Es importante notar que el esfuerzo en la pared, toma la forma

1
G,=0 =——V,p,a (A-3)

w z |1=a 2
De la ecuacion constitutiva se tiene lo siguiente

3 dvz 1 1
’YZ[‘ = d.r = (P (Gzr ) Gzr = (‘P (EVZPOrJ Evzpﬂr (A_4)

Integrando con respecto a la coordenada radial r y aplicando la condiciéon de no
deslizamiento en la pared, i.e. V,=0enr = a, se tiene lo siguiente (Apéndice A)

1 1
Vz = I(p(cn)czrdr = I(P[E VZpOrJEVZpOrdr +C (A-5)
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La velocidad axial puede simplificarse utilizando las siguientes variables:

vz=-—202 1 {1+1'("°/"w)}dz+c (A-6)
2(n./me) T | (o/m. )z

Integrando se tiene lo siguiente:

e U -
V2= Smoig) <7 (o)Ll ) 42|} (*7)

Donde se definieron las siguientes variables

z=u’
u=1r
o VP 2 (A-8)
os
r =1/a

Aplicando la condicién de frontera en la pared, se tiene:

C=-z, —(1-(1]0 m, )) Ln|(r|0 m,)+ zw’ (A-9)

Sustituyendo se tiene lo siguiente:

—_ 9,02 (ﬂo/ﬂw)+zw
Vz=—22=_J7 —z+(l-(n,/n,))Lnf—= A-10
Zr(nw/no){ (1-(om.)) (Mo/M..)+2 (A-10)
En donde z,, esta dado por la siguiente expresion:
V,0,2" )
z, =7 = (&J (A-11)
GS
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O
Aplicando la definicién del flujo volumétrico en un geometria cilindrica,
2n a
Q= j j Vzrdrde—-njy r2dr (A-12)

La rapidez de deformacion se puede expresar en términos del producto de la fluidez y
el esfuerzo de corte rz, por lo que:

Yo =9(0,)0,= 0 o (A-13)

Al sustituirlo en el flujo volumétrico, se tiene lo siguiente:

31
_ W04 1+z
Q= : zdz A-14
213(nw/no)£(no/ n,)+z (A1

Resolviendo la integral, se tiene lo siguiente:

(no /nm)

Q_M{lt +( -(no/nw))[rz+(no/nw)L .

27’ (Tl /no)

) o

Finalmente, se tiene el flujo volumétrico del modelo de Reiner-Phiilipoff

T @,0,a°

A2 v /253 )
4[a2P;70j (M/Mo)

‘ (A-16)
(Mo /M)

(no/nw)+[ zp0/2 ‘

s s

i 2
V.p,/2 V.p,/2
(Y272 w2t )| (V272 s/t
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n este apéndice se desarrolla las ecuaciones principales mediante una forma
matematica equivalente diferente a la desarrollada mediante el formalismo de
Fourier y la ecuacion homogénea de Bessel.

La componente z de la ecuacién de movimiento tomando en cuenta los mecanismos
inerciales, toma la siguiente forma:

e
EE S o T _
s s o (B-1)

El término po,Vz es la masa por unidad de volumen multiplicada por la aceleracién
instantanea en el sistema. Por otra parte, la componente rz d e la ecuacion constitutiva
toma la forma:

1.
G, =— B-2
2= gl (B-2)

Al combinar las Ecuaciones (6.1-45,6.1- 47), se tiene lo siguiente:

vz _ ap 10

op ,10( 1-
e S =229 2 :
e - s (B-3)

Al multiplicar la Ec. (6.1-45) 1+ A0, se tiene lo siguiente:

vz _of ), 10
Py q’( 6zj+ rar(” ) B4

La rapidez de deformacion q.(n =dVz/dr se puede expresar de la siguiente:

103



Meétodos pertubativos aplicados a bioingenieria de fluidos no-newtonianos:

/%y flujo pulsatil no lineal de sangre humana con hipercolesterolemia

ot 0z) ror\ or

La Ec. (6.1-51) se puede es diferencial lineal y describe las variaciones de la velocidad
por efectos del espacio y tiempo. Aplicando el formalismo de Fourier, en la Ec. (6.1-51)
se tiene lo siguiente:

Lo @) g [of ), 13(,2Ve _
pofttaie(-2)+ 505 .
p®-(i00) Vz(r0) = &[-Z—:] " %g[rava(r’m)] (B-7)

Simplificando la Ec. (6.1-54) y definiendo la fluidez compleja como el inverso de la
viscosidad compleja, se tiene lo siguiente:

® =%=Re[<f>}+ihn[cf>} (B-8)
n

Simplificando esta expresion, se tiene lo siguiente:

Perfil de velocidades

1é{rwj+ p(i0) fzz(r,m)ﬂf;{aﬁ("’)] (B-9)

ror| or

Factorizando la funcion velocidad i\/z (r,(o)
{%g(r§j+p(im)&) }Gz(r,m) -0 [%} (B-10)

Para resolver la Ecuacién diferencial de Bessel se propone el siguiente cambio de
variable:
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*
A

o= p(io) d (B-11)

Noétese que « tiene unidades de longitud. Sustituyendo en la ecuacion diferencial, se

tiene lo siguiente:
e e [ ap(o)
——|r—|+0" ;Vz(r,0)=0 | ——= -
{r@r[ 6r) } (o) [ 0z (B-12)
La parte homogénea se resuelve de la siguiente manera:

[hapes e

o 10 ,|go
—+-—+a ' Vz(r,0)=0 -
{ e u} z(r,0) (B-14)
Multiplicando por 12 se tiene la ecuacion diferencial del modelo de Bessel:
r a—2+1'g+0,21‘2 \A/z(r ®)=0 (B-15)
o’ o i

La Ec. (6.2-63) es paramétrica de Bessel y para resolverla se propone el siguiente cambio
de variable z = ar

zzi+zg+z2 ffz(r ®)=0 (B-16)
oz’ oz g

La solucion de la ecuacion diferencial Ec. (B-16) esta dada por la Expresion:
Vz(20)=CJ, (2)+C,Y, (2) (B-17)
En la Ec. (B-17) {Jo (x),Y, (x) } son la funciones de Bessel de orden cero de primera y

segunda especie respectivamente. La solucion particular para el problema de la Ec.
(6.1-60) se puede expresar como:
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{1ﬁ(rﬁ)+az}\72(r,m) =(f;(_6p((,))] (B-18)
ror\ or 0z

Sustituyendo en la expresion general, se tiene lo siguiente:
2 g aﬁ(0))
2
wA=D | —— B-19
[ 5 (B-19)

Por lo que, la constante A se despeja y se tiene lo siguiente:

o B e ey

En donde el operador diferencial espacial se anula debido a que la solucion particular

es una constante:

10( 0)\a 1o0( 0
;a(rasz(r,m)=—a(rE)A=0 (B-Z]_)

Por lo que, la solucion es la solucion homogénea dada por las series de Bessel (Ec. 6.2-
65) y sol. Particular Ec. (6.2-68) por lo que, se tiene lo siguiente:

V2(z0)=CJ, (2) + C,Y, (2)+ p (;m) [apa(z“’)j (B-22)
Vz (ar,0)=CJ,(ar)+C,Y, (ar)+ . (}m) [apa(z(ﬂ)j (B-23)

La solucion general contiene dos constantes de integracion C; y C, las cuales deben
de determinarse a partir de las condiciones de frontera, las cuales se pueden describir
como:
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CF.1l:r=0; \72(0,(0) =0; GZ(0,0))‘ <M (B-24a)
CF2r=a \A/z(aa,(o) =0 (B-24b)

La primera de estas condiciones obedece a que la solucidon particular debe de
permanecer acotada, i.e. que para ningtn valor que tome la coordenada radial debe ser
infinita. Por otra parte, la segunda condicién de frontera se relaciona con la condicién
de no deslizamiento en la frontera (pared del tubo capilar). Al sustituir la primera C.F.1
en la ecuacion diferencial, se tiene lo siguiente:

. L 6f)(m)
Vz,,, = Vz(or=0,0)=CJ, (0)+C,Y,(a0)+ 2(0) [—52 ] (B-25)

Simplificando la expresidn se obtiene la siguiente expresion algebraica:

= . 1 6f)(w)
Vz,..=C-0+C,( )+p(im)[ - ] (B-26)

Simplificando la ecuacion anterior, se tiene lo siguiente:

f/zm: C, .(—oo) + @[5136(203)] =C, -(—oo) (B-27)

La ultima igualdad, demuestra que la velocidad en el centro del capilar, es infinita lo
que carece de sentido fisico. Para evitar esta inconsistencia fisica, la constante C, debe
ser cero. Por lo que la solucion general toma la forma:

Vz (ar,0)=CJ, (ar)+ n (}m) [6136(260)] (B-28)

La segunda condicion de frontera al sustituirla nos da la siguiente informacion fisica:

X . 1 61;(0)) .
Vz(0a,0)=CJ,(aa)+C,Y, (ua)+ () [—62 ] =0 (B-29)
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De andlisis de la primera condicion de frontera se deduce que la constante C, es cero
por lo que al despejar C; se tiene lo siguiente:

.
e [p(m)] (B-30)

Jo(wa)p(in)| oz

Finalmente al sustituir las constantes C, y C, en la solucion general, se tiene lo siguiente:

Qz(ar,(n)=— : [aﬁ(m)]Jo(arﬁL[M] (B-31)

Jy(0a)p(in)| oz p(io)| oz

Factorizando la velocidad axial en el espacio de Fourier, se tiene:

Vz(or,0) =— [aﬁ(m)][l_ J"(ar)] (B-32)

p(io)| oz Ty (oa)

Esta expresién nos permite obtener el perfil de velocidades en funcion de los
parametros materiales del sistema {0 1 Ay, A}, la fuerza motriz que deforma continua
e irreversiblemente el fluido asociado al gradiente de presion en la direccion axial.
Notese, que el perfil de velocidades esta determinado por un cociente de funciones de
Bessel, lo que podria inducir a efectos resonantes en el sistema.

Flujo volumétrico

La expresion para calcular el flujo volumétrico en un capilar de radio r = a y longitud
z =L, esta dad por:

Q(t)= Tin(r,t)rdrdG B 2nin(r,t)rdr (B-33)

0

Al tomar la transformada de Fourier del flujo volumétrico, se tiene lo siguientes:
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3{Q(t)}=Q(w) =5{2nsz(ar,t)rdr} (B-34)

Por otra parte suponiendo que la funcion es continua, el operador de Fourier se puede
introducir en la doble integral por lo que se tiene lo siguiente:

a

S{anVz(ar,t)rdr} 21 3{Vz(or,t)rdr = 27:[ Vz(or,0)rdr (B-35)
0

0
El flujo volumétrico transformado en el espacio de Fourier toma la forma:
Q(0)= ZnJ Vz(ar,o)rdr (B-36)
0

Al sustituir el perfil de velocidades en el espacio de Fourier en la integral de flujo
volumétrico (Ec. B-36)

Q((D)= 2n.1‘{\72 (ar,o))rdr = ZnJ:. 1 [al;éi(zw)J[l - ;Z ((:;)) }dr (B-37)

p(io)

Simplificando esta expresion, se tiene lo siguiente:

p(io) g

Para simplificar la integracion de la Ec. (B-38) se propone el siguiente cambio de
variable: u=1/a,

Qo) 22 [aﬁ(w)]T 1-10(%ﬂ (ijd(i) (B-39)

[1 L (aau)]udu (B-40)
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Definiendo aa = 3 como una longitud caracteristica adimensional, la Ec. (B-40) toma la

forma:
_ 2m’ af)(m) ( 1o (Bu)
e 4
En la Ec. (B-41) se hace el siguiente cambio de variable z = Bu, por lo que:
_ 2m’ op(0) )} Ji(2)
ool )

Aplicando linealidad de la suma, se tiene lo siguiente:

Q(m)=p;f8;) [apa(zm)]{izdz—ﬁi% (z)zdz} (B-43)

0

Para integrar las funciones de Bessel, se utiliza la siguiente propiedad matematica:
d
E[ZJ 1@D)]=2(2) (B-44)

En la Ec. (B-44) ], es la funcion de Bessel de primera especie de orden 1. Al sustituir la
Ec. (B-43), en la integral de la expresion del flujo volumétrico:

o o 4
Q(w)_pﬁz (im)[ - ]{Izdz 0 ! deJ(z)]dz} (B-45)

0

Al simplificar la Ec. (6.3-92) se tiene lo siguiente:

_ m’ op(o) lZZB_ZJl(Z)B
Q((D) pBZ(i(D)[ oz ]{2 ‘o Jo(B)

} (B-46)

Aplicando el teorema fundamental del calculo, i.e. evaluando la funcién de Bessel en
los limites superior e inferior respectivamente:
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_ 2ma’ af)((o) 1. BB
Q(w)_pﬁz(io))[ o ]{23 JO(B)} (B-47)
Simplificando, se tiene lo siguiente:
_ma (2p() [, 1B
Q“”)‘p@w)( ) 9

La Ec. (B-48) es el resultado mas importante del presente analisis y es punto de partida
en los calculos posteriores. Un hecho importante de la Ec. (B-48) es la dependencia con
el parametro (3 el cual, nos aporta informacion acerca de los mecanismos inerciales y de
flujo a través de la funcién fluidez compleja.
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Teoria a primer orden (¢'):

1 sustituir, las series en las ecuaciones diferenciales y separar las contribuciones a
primer orden, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones acopladas:

10 [ 9% |_dp, '
~ O r—m | = Po ()4 pvn(t -
L[ e B 1
0Vz 1 Oo 1 Oo
O _ (=0 _ (=
Py ‘(‘Pﬁn)1+G0 ot _(POO-(zr)1+(p10-(zr)0+G0 (C-2)

Al integrar la Ec. (4.4.12) con respecto a la coordenada radial 1, se tiene lo siguiente:

e G Da £ ) o O e ) SR

op, /02)/2

Si se define la siguiente funcion estocastica modificada, se tiene lo siguiente:

pV/2 (t)

N(®) =n(t)+ W (C-4)
El esfuerzo a orden uno toma la forma:
Sy =N(t) 00 (C-5)

Enla Ec. (4.4.12), el esfuerzo debe de permanecer acotado para cualquier valor de r, por
lo que la constante de integracion debe de valer cero.
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GVZ(I) ~ 1
o PO (ay + 104y + G_o

(=)t

(C-6)

Al sustituir el esfuerzo a primer orden y la funciéon fluidez, se obtiene la siguiente
expresion matematica:

ovz 1 0o o 1 -
() (=) Po
= Q0 T P00+ =N(t)(5zr @, +0, + N(t)cZr (C-7)
e 0 GO L 6] G e

Simplificando la expresion

oVz 0 1 =
o _
5 N(t)c(zr)o [ (G(zr)O(PO)] . G N(t)c(zr)o (C-8)

6o(n)0

La rapidez de deformacién a orden uno es:

Py (1) == | — 02040, (C-9)

[

4 ¢ ol . 4 %
P(apn (t)= N(t)c_4 I Oro [m(o(zr)oq)o )J do, + N(t)0_4 '[ 6,440, (C-10)
w 0 )0 w 0

La expresion (4.4.17) puede integrarse por partes

4 G(Z')DLH 0 q)oc 0 G(Z')O‘H, B .
=" I 6321' 0 Mdo apN® + I G3zr oGoldc a0 N() (C-11)
) O T e ) Ot (=)
(c(ﬂ)o Fa) (zr)
La Ec. (C-11) puede ser escrita como:
-

4 Yy ) 4 -a .
7 J’G?zr)Od’YON(t) +Gy' T e I szr)odo(zr)o N©® (C-12)
0

O =7
("(zr)o ’r) Oaro H) ’
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La rapidez de deformacién evaluada en la pared puede ser calculada a través de la

siguiente expresion:

l Yw

| ooy, (r)= v, -3Q, (C-13)
w 0

Multiplicando la Ec. (C-13) por 4/ow, se tiene lo siguiente

4 “Yw
94=30,+— [ o3, (1) (C-14)

w 0

En donde la fluidez en la pared y a orden cero, fueron definidas como

= Yw _Yw
=54 Q,
(C-15a,b)

=9 9O
s 0

Utilizando la regla de Leibnitz, la rapidez de deformacidn, se expresa como

e (C-16)

GW w
La cual, puede ser expresada en termino de la fluidez en la pared: @,,= v,./(0./4)

) iadi{ 2Q,) (C-17)

Por lo que, simplificando la Ec. (93)

Q .9 ,Q,,4Q
=3—+4==3"2+4+4—2 -
b 6,/4 do, Qg do, (C-18)

La fluidez en la pared es la suma de la fluidez a orden cero y una correccién debido a
la pendiente de la curva flujo BMP vs esfuerzo en la pared

L) (C-19)

—3¢,+4
b do,,
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La Ec. (C-19) se puede expresar como:
0, =( 9, -39, )N(t) + GEI N(t) (C-20)

Combinando las Ecs. (C-20) y (C-21) se tiene la siguiente expresion:

d 1 dQ, -1\
0, =4 % N(O+ G, N(t) = %N(tﬁ G,' N() (C-21)

N

La Ec. (C-21) es la fluidez a primer orden, si calculamos el aumento,

YATE <(P1>_ o[ dQ, 1<'
Iq,1 (A)) = IOOS(P—O =100¢g, @<N(t)> +G, N(t)> (C-22)

Una vez que la funcion estocastica se sustituye en la Ec. (C-22), y se promedia, se tiene
lo siguiente:

dL:
L (%)= szgf, (ne (1)) (C-23)

El aumento del fluidez depende de un cociente de una fluidez local asociada a la
monotoniadela curve fluidez vs esfuerzo enla pared y otra ala fluidez aparente asociada
al promedio integral de esta, en estado estacionario y homogéneo. Sustituyendo la serie
de Fourier definida en el capitulo 3, el aumento es constante a primer orden y tiene la
siguiente representacion analitica:

I, (%) =100' (N(t)) = 50eM, (C-24)
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ste apéndice muestra los pasos matematicos en detalle del método perturbativo a
segundo orden.

Oo (1')

n(no=- 7 0 (O

G0 (1)

Sustituyendo la Ec. (D-1) en el aumento en el flujo e integrando por partes, la siguiente
expresion para el flujo volumétrico es obtenida:

gq.b‘ £

Q. =—f. (r,t)err{— i %—3" <r>dooH2<t>J%”“ ©-2)

Porlo que, el promedio de la fluidez a segundo orden, se puede deducir inmediatamente
como:

-G

(9:(01BBC)y=—— | "—:" (1o, (H(9) (D-3)

sq>"—‘
NI»—‘

La diferencial del esfuerzo cortante, puede ser expresada como la derivada del esfuerzo
a orden cero con respecto a la rapidez de deformacién

do )
do, = d—y;’dyo =oody, (D-4)

Sustituyendo la Ec. (D-4) en la Ec. (D-3)

—;’" )y, (B ) (D5

NI»—
NI»—‘

1 Oy 4 e 1 Oy
<(p2 (0,8, BC s I —300 (r)cmdy0 H (t) s I
w 0 W 0
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Usando la siguiente expresion matematica:

d|1|_d|1|ds__ o -6
dyo 0.0 d(S.O 0.0 dYO (5‘02
Sustituyendo la Ec. (D-6) en la Ec. (D-5)
1 Oy 4 - () 1 dYo/d"uLw 1
_Go(r
(0:(0.B,BC))=— [ Q| -8y, (wo)=—r [ o= |HO) D7)
w 0 2 00 26W 1 GCo

El promedio de la fluidez a Segundo orden, toma la siguiente forma:

dyy/do, "“w

1 % 3 0 2 1 4 do 2
wpne)- L] 5=k T 2]wo) o

60 w 1

Suponiendo que la rapidez de deformacion es continua, se puede expresar en funcién
de su inversa, por lo que se tiene la siguiente expresion matematica:

1+(3-2B)C%c?
Ll el (D-9)
do, dy, 1+BC’o,

Integrando por partes, la Ec. (D-8) se tiene lo siguiente:

<¢Z(GW,B:B=C)>=2}53 [03% —4 I dy"d JHZ(t)> (D-10)
Entonces
(9:(o,,.B,C)) =2 (G dy—w—cigf oody JHz(t) (D-11)

La integral del segundo miembro de la Ec. (D-11), puede expresarse en términos de la
diferencia entre la rapidez de demoracion en la pared y el triple del flujo volumétrico:
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oD,
17 dQ
— | oo®dy, =7, -3Q, =0, —* D-12
o), -([ - i do,, ( )
Substituyendo la Ec. (D-12) en la Ec. (D-11)
. de dQ 2
(¢,(c,.B,B,C)) = Z(QN e -0, ﬁj{H (t)> (D-13)

La derivada de la rapidez con respecto al esfuerzo en la pared, puede ser expresada en
termino de una combinacion de primera y segunda derivadas del flujo volumétrico a
orden cero:

dy, _ 4% Q d'Q,
do, dcw o g o,

(D-14)

Substituyendo la Ec. (D-14) en la Ec. (D-13) y simplificando

(9 (o,,B.B,C))=2 (0 QNd%°J<H2(t)> ( ((11(?°J<H2(t)> (D-15)

w w

Finalmente, el promedio de la fluidez a segundo orden tiene la forma:

(#,(c,,8.BC))= 2[Q§ ig;’ j(Hz(t)> (D-16)
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a Radio del capilar [m]

Gy Modulo elastico [Pa]

L Longitud del capilar [m]

{N;, N} Primera y segunda diferencia de esfuerzos normales [Pa]
Q Flujo volumétrico [m?¥/s]

Letras griegas

€ Parametro de perturbacion [1]

n Funcién viscosidad [Pa s]

Mo} Viscosidades a bajo y alto corte [Pa s]

) Funcion fluidez [1/Pas]

Po Funcién fluidez a bajo corte [1/Pas]

Papp Funcion fluidez aparente [1/Pas]

©os Fluidez a alto corte [1/Pas]

oN Fluidez a primer orden [1/Pas]

Yz Escalar rapidez de deformacion [s™]

Ao Tiempo de relajacion de Maxwell a bajo corte [s]
Aw Tiempo de relajaciéon de Maxwell a alto corte [s]
Oy Componente rz del tensor de esfuerzos [Pa]

{01,000,0,,} Componentes normales del tensor de esfuerzos [Pa]

o, Propiedad material del modelo de Reiner-Philippoff [Pa]
Ow Esfuerzo en la pared [Pa]

0 Coordenada angular [1]

Vector, dyadic and tensors

A% Vector velocidad [m/s]

VeV Producto diadico del vector de velocidad [m?/s?]
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D Tensor rapidez de deformacion [1/s]

f Fuerza de cuerpo [N/m?]

o Tensor de esfuerzos [Pa]

W Tensor vorticidad [1/s]

\A% Tensor gradiente de velocidad [1/s]

vvT Transpuesta del tensor gradiente de velocidad [1/s]

Iy Segundo invarante del tensor rapidez de deformacion [1/s]
|o| Magnitud del tensor de esfuerzos [Pa]

Otros simbolos

Of Transpuesta de una matrix [1]

v Operador gradiente [m™]

V. Operador divergencia [m™]

\% Operador Lapalciano [m™]

5 Derivada convectiva superior del modelo de Maxwell [1/s]
Tr Traza de una matriz [1]

O] Valor promedio [1]
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Deformacion:

Ecuacion
constitutiva:

Ecuacion de
continuidad:

Ecuacion de
movimiento:

Esfuerzo en la
pared:

Estado estacionario:

Fluido:

Fluido biolégico:

Fluidos complejos:

Flujo cortante:

Flujo homogéneo:

Cambio de posicion con respecto a otra.

Ecuacion que relaciona las variables dindmicas en un sistema
(Rapidez de deformacion, Esfuerzo, Deformacion)

Ecuacion diferencial parcial que representa la conservacion
de materia en un sistema fisico.

Segunda ley newton aplicada aun medio continuo.

Esfuerzo evaluado en la pared.

Estado en el que ninguna propiedad dindmica del sistema
depende del tiempo.

Es aquel que al aplicarle un esfuerzo cortante sufre una
deformacion continua e irreversiblemente.

Son las diferentes excreciones y secreciones que provienen
del organismo.

Son aquellos que presentan comportamiento reolégico en
estado estacionario y no estacionario.

Flujo que se aplica una fuerza tangencial al sistema que se
deforma continua e irreversiblemente.

Es el flujo en la cual las propiedades del sistema no
dependen de la posicién.
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Fluido
incompresible:

Fluido newtoniano:
Fluido no-
newtoniano:

Flujo oscilante:

Flujo pulsatil:

Fluido viscoelastico:

Flujo volumétrico:

Frecuencia Angular:

Funcion estocastica:
Modelo de
Maxwell:

Modulo elastico:

Modulo viscoso:

Moédulo complejo:

Meétodos pertubativos aplicados a bioingenieria de fluidos no-newtonianos:
flujo pulsatil no lineal de sangre humana con hipercolesterolemia

Fluido que tiene una densidad constante.

Son aquellos donde la viscosidad muestra una relacion lineal
entre el esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion.

La viscosidad no muestra una relacion lineal entre el
esfuerzo cortante y la velocidad de deformacion.

Es el flujo que se origina cuando un plato oscila a una
funcién periddica.

Flujo asociado a un gradiente de presion pulsatil
representado por una funciéon matematica estocastica.

Es aquel fluido que tiene una contribucion viscosa y otra
elastica.

Volumen por unidad de tiempo.

Se refiere a la frecuencia del movimiento circular expresada
en proporcion del cambio de angulo.

Funcién probabilistica que evoluciona en el tiempo.

Ecuacion constitutiva que describe el estado viscoelastico de
un sistema en el régimen de rapideces de deformacion bajas
(viscoelasticidad lineal).

Esta asociado con la energia almacenada en el material, y se
mide en pascal.

Esta asociada con la energia disipada por el material, y se
mide en pascal.

Es el moédulo del vector obtenido como suma de las
contribuciones de los moédulos elésticos y viscosos.
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Rapidez de
deformacion:

Sangre:

Tensor de Esfuerzo:

Tiempo de
relajacion:

Tiempo de retardo:

Velocidad
promedio:

Viscoelasticidad
lineal:

Viscoelasticidad no
lineal:

W

i
Rapidez con la que se deforma un fluido.
Fluido bioldgico que presenta dos fases y que es

viscoelastico.

Es una matriz simétrica de nueve elementos (3x3) en el
cual se describe el estado de las fuerzas en un elemento de
control.

Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar un estado de
equilibrio después de un periodo.

Es el tiempo en el que tarda el material en llegar al equilibrio
debido a la aplicacion de un esfuerzo cortante.

Es la velocidad axial promediada a través del area de flujo.
Es la region a bajas deformaciones, en donde el fluido
presenta repuestas viscosas y eldsticas.

Es la region a bajas deformaciones, en donde el fluido
presenta repuestas viscosas y elasticas.
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Métodos perturbativos aplicados a
biningenieria de fluidos no-newtonianos:
flujo pulsatil no lineal de sangre

humana con hipercolesterolemia

En este trabajo se estudia el flujo pulsatil de un sistema que presenta estructura tomando en cuenta los
efectos inerciales de la ecuacién de movimiento. Para caracterizar el fluido se utiliza el modelo constitutivo de
Tanner acoplado con el de Reiner-Phillippoff el cual, describe toda la curva de flujo en estado estacionario, i.e.
dos mesetas a bajo y alto corte y una zona de transicion tipo ley de potencia. Para describir el efecto pulsatil y
vibratil se supone que la presion y el término inercial de la ecuaciéon de movimiento se modifican mediante
una presion estocastica que representa las variaciones del gradiente de presion con el tiempo. El sistema de
estudio es un capilar de radio r = a y longitud z = L. El proceso es isotérmico y se lleva a cabo en estado no
estacionario, i.e la velocidad depende del tiempo en la ecuacidn de movimiento. El problema se divide en dos
casos principales a bajas deformaciones y altas deformaciones. Para el primero, la funcion viscosidad es
independiente de la rapidez de deformacion, y por lo tanto se tiene una ecuacion diferencial lineal parcial que
incluye mecanismos inerciales-viscoelasticos y que satisface las premisas del formalismo de Fourier, por lo
tanto, es soluble bajo esta transformada. Se obtiene la funcién de transferencia del sistema lineal que relaciona
el flujo volumétrico con el gradiente de presion pulsatil y se obtienen las respectivas curvas resonantes. Para
resolver el conjunto de ecuaciones no-lineales acopladas se propone un esquema perturbativo en términos
de un parametro de pequefiez € que describe las variaciones de la amplitud del gradiente de presion
estocastico. Las variables perturbadas son la velocidad axial, el esfuerzo y la funcion fluidez. A orden cero, se
obtienen las expresiones correspondientes al estado estacionario y homogéneo del modelo
Tanner-Reiner-Philippoff, se calculan las expresiones correspondientes a los perfiles de velocidad y flujo
volumétrico a diferentes condiciones de flujo (Adelgazamiento al corte y tixotropia). A primer orden se
obtiene la contribucion por efecto del flujo pulsétil en el aumento de fluidez, se observa que este, produce un
minimo en la curva de fluidez a rapidez de deformacién y esta es proporcional con la primera derivada de la
fluidez a orden cero con el esfuerzo en la pared. A segundo orden, se observa que el aumento en la fluidez es
proporcional a la segunda derivada de la fluidez con respecto al esfuerzo en la pared, ponderado por el
cuadrado del esfuerzo rz evaluado en la pared.
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