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Conjuntos

onceptualmente, los conjuntos estan formados, entre otros, por conceptos
basicos, definiciones, operaciones y axiomas. Estos son fundamentales para
comprender otros conceptos de matematicas mas avanzadas.

Sin olvidar el aspecto légico, los conjuntos pueden desarrollarse desde dos enfoques
distintos: intuitivo y axiomatico. A pesar de que se enuncien axiomas y se ilustren o
verifiqguen proposiciones, aqui los conjuntos se trataran sobre todo intuitivamente;
aunque esto no evita que los axiomas relacionen términos no definidos (elementos
y conjuntos), las relaciones no definidas (relacién de pertenencia) y que,
consecuentemente, se formulen proposiciones (teoremas) basados en los axiomas y
definiciones.

La presentacidn de conceptos, verificaciones, ilustraciones y la solucién de problemas
planteados tendrdn relacidon con los conjuntos como una dlgebra (orientacidon dada
por Boole) y seran una herramienta util para incidir en el desarrollo de capacidades
para que el alumno comprenda procedimientos que lo lleven a obtener resultados y
a la elaboracién de métodos vy situaciones que le permitan entre otras competencias.
Plantear y resolver problemas; argumentar y comunicar; pensar y razonar; utilizar
lenguaje y operaciones simbdlicas; por citar algunas.

Por otra parte se hara notar que las actividades practicas de contar y medir, propias
del ser humano, conducen a un ndmero. Por ejemplo, si se caracteriza un conjunto
de objetos o bien si se comparan las propiedades de un objeto con algin patrén de
medida adecuado para determinar su longitud, masa o temperatura, entre otras
caracteristicas. Consecuentemente, mediante el uso de nimeros y conjuntos se logra
la comprension de los fendmenos de la naturaleza.

Finalmente, el alumno debe entender que para desarrollar competencias en
matematicas, entre otras, es indispensable plantear, argumentar, resolver el problema
y comunicar, y ser capaz de reconocer que asi sucede, porque de lo contrario tales
competencias son sélo palabras.
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Idea de conjunto

a idea de conjunto forma parte del conocimiento informal que el ser humano tiene

del mundo que lo rodea y del acontecer, lo cual expresa en un lenguaje comun y

rico de experiencias, aunque formalmente como concepto matematico también
aparece en distintas ramas del conocimiento matematico. En este sentido y haciendo
alusion a lo primero, a diario se escuchan palabras que tienen cierto significado
comun, por ejemplo, que dan idea de mds de uno. Entre otras, estan grupo, lote,
paquete, biblioteca, sindrome, seleccién, totalidad. Esta idea de conjunto, la cual estd
fundamentada en la experiencia del mundo real y conceptual, es la que conduce, en lo
que sigue, a considerar como conjunto a cualquier coleccidn de objetos o entes bien
definidos de cualquier naturaleza con o sin relacion entre ellos. A los objetos se les
llama elementos del conjunto.

El conjunto, nunca construido de elementos mas sencillos, da origen légica vy
algebraicamente a conceptos basicos, definiciones, operaciones, axiomas, etc.
Axiomaticamente, se entiende que todo A es un conjunto y todo x es un elemento si
verifican tales axiomas, los cuales son las premisas, los primeros principios de un orden
de conocimiento.
¢Cudndo esta bien definido un conjunto?
Para responder a esta cuestion, piense como se establece lo siguiente:

a) el conjunto de los alumnos del grupo 4153,

b) el conjunto de las ciudades capitales de los estados de la Republica Mexicana,

c) el conjunto de los nimeros naturales pares,

d) el conjunto de las alcaldias de la Ciudad de México,

e) el conjunto solucién de la ecuacién x2—4 =0,

f) el conjunto de los rios del Estado de México,




Algebra de conjuntos

g) el conjunto de manzanas,

h) el conjunto de los nimeros,
i) el conjunto de los bancos, y
j) el conjunto de los botones.

¢Existe duda en cada uno de los conjuntos establecidos? Después de efectuar una
lectura y un analisis de la situacion creada para cada conjunto, se encuentra y se
concluye que:

Los conjuntos de a) a f) no chocan con la experiencia, el mundo real, conceptual y
acontecer cotidiano; sélo admiten una interpretacion y un significado; se sobrentiende
gue no tienen elementos repetidos y el orden no importa. En estos conjuntos no
hay duda, es decir no existe indeterminacion del entendimiento entre dos o mads
significados, no hay ambigiliedad, por lo que estos conjuntos estan bien definidos y no
son conjuntos vacios. A estos conjuntos los definen una propiedad, la cual determina si
el objeto pertenece o no al conjunto.

En cambio en los conjuntos de g) a j), si existe duda, es decir, hay indeterminacion
del entendimiento ante dos o mas interpretaciones y significados a que dan origen
a estos conjuntos, por ejemplo, el conjunto de manzanas, se puede referir a la
manzana como fruta o el terreno limitado por calles en sus cuatro lados; el conjunto
de los nimeros se puede referir a los nimeros naturales, enteros, racionales o
irracionales; el conjunto de los bancos puede hacer alusion a articulos para sentarse,
instituciones bancarias o conjunto de peces; finalmente, el conjunto de los botones
puede interpretarse como broche de ropa o capullo de flor antes de florecer. Esta
situacion conduce a la ambigiiedad, la cual hace imposible que estos conjuntos estén
bien definidos.

Por consiguiente, un conjunto estd bien definido en cuanto no hay duda respecto a los
elementos que lo conforman.

Ahora para reafirmar el concepto de conjunto se propone el cuestionamiento équé
puedes opinar o afirmar de los conjuntos siguientes?

Para resolver esta situaciéon puedes hacerlo en equipo o en forma individual, pero no
olvidar que el desarrollo de competencias, lacomprensiény la fijacion del conocimiento
es individual.
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a) El conjunto de letras del alfabeto.

b) El conjunto de los meses del afio.

c) El conjunto de pacientes reumaticos.
d) El conjunto de hojas.

e) El conjunto de cartas.

f) El conjunto de tazas.

g) El conjunto de tapas.

h) El conjunto de los nimeros enteros.
i) El conjunto de los dias de la semana.
j) El conjunto de nimeros reales.

A continuacién te proponemos algunos ejercicios que te pueden servir para apropiarte
del concepto de conjunto.

a) En cada situacion ¢cudles y cuantos conjuntos se pueden formar si cada numero
natural 2, 3, 2ay 3x, se multiplica por cada nimero natural hasta 10? ¢ Qué es un
multiplo?

b) Elabore un método para encontrar los conjuntos de numeros primos vy
compuestos que estan entre el 1y el 100. ¢ Qué es un nimero primo y qué es un
nuimero compuesto?

c) Elabore un procedimiento para encontrar los conjuntos de todos los divisores de
los nimeros 120, 140, 37, 53, 89 y 45 ¢Qué es un divisor?

d) Encuentre el conjunto de factores primos de los niumeros 225, 280 y 75. Los
factores primos que se repiten sélo se escriben una sola vez. éQué es un
nimero primo?

e) Escribir el conjunto que forman los estados fisicos de agregacién de la materia.
¢Qué es un estado de agregacion?




f)

g)

h)

j)

Algebra de conjuntos
Escribir dos conjuntos tal que cada uno tenga dos sustancias que forman un
coloide. ¢Qué es un coloide?

Escribe el conjunto que forman las operaciones para separar mezclas y define
cada uno de ellos.

Escriba un conjunto que tenga relacién con la temperatura y la velocidad de una
reaccion quimica.

Escribir un conjunto de los elementos quimicos que tienen un electréon de
valencia.

Escribir cinco ejemplos de situaciones en los que es posible el empleo del
concepto de conjunto.

10
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Notacion de conjunto

a notacidén o representacidn por signos es util para establecer una comunicacion.
En este sentido para representar los conjuntos se utilizan letras mayusculas o
cualquier otro simbolo declarado. Esto es, A, B, C, X, Y, Z son conjuntos. El conjunto
universo se denota por U o Q. El conjunto vacio por @. Los objetos o elementos de los
conjuntos se simbolizan por letras minusculas o por cualquier otro simbolo declarado
y se escriben entre los simbolos { }, por ejemplo
E = {hidrégeno, litio, sodio, potasio, rubidio, cesio, francio}
es el conjunto de los elementos quimicos de la familia de los alcalinos. Para indicar
que un elemento estd o pertenece a un conjunto se utiliza el simbolo €, por ejemplo a
pertenece o estd en A, se denota por a € Ay si no esta se denota por a ¢ A (a no esta
en A). Otros simbolos que también se usan en conjunto son:
=, implica (condicién necesaria).
<,  si, y solo si (condicidn necesaria y suficiente).
3, existe.
v, para todo.
-, operacién diferencia.
X, producto cartesiano.
U, la operacidon unioén.
N, la operacidn interseccion.

. la operacion complemento.

A, conjunto.

11
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a, elemento.
n(a), cardinal del conjunto A.
U, conjunto universo.
@, conjunto vacio.
Para evitar la paradoja de Russel, se convendra en que un conjunto no pertenece a

otro, es decir, no escribiremos A € A. En su lugar se puede decir que para dos conjuntos
cualesquiera, existe un conjunto al cual pertenecen ambos, o sea,

C

A B
Este es el axioma del apareamiento.
El condicional o laimplicacién se establece cuando se dan dos proposiciones, la primera
llamada antecedente o hipétesis y la segunda consecuente o tesis. En conjuntos mas
de un enunciado son de la forma A = B. Estos enunciados se llaman condicionales y
es una proposicion compuesta formada por las proposiciones A y B, es decir por la
hipétesis o antecedente y por la tesis o consecuente, y es de la forma

Si A, entonces B

El condicional se denota por A = B y tiene varias lecturas, es decir, la proposicién A
implica la proposicion B,

A es suficiente para B
B es necesaria para A
A solamente si B
La doble implicacion o bicondicional se establece con dos proposiciones, la segunda es

condicidn para que se cumpla la primera y la primera es condicién para que la segunda
se cumpla, es decir, cada una de dos proposiciones es condicién necesaria y suficiente

12
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para la otra proposicién. A < B es equivalente a A si, y solo si B o si A, entonces B y si
B, entonces A.

Si Ay B tienen el mismo valor de verdad, entonces A << B es verdadero, si Ay B tienen
valores de verdad opuestos, entonces A < B es falso. Tiene pues dos posibilidades de
ser verdadera por dos de ser falsa.

AsB

m < < | >
NMi<|[N|I< |

<
\
=
F
\

13
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Métodos de especificacion de
conjuntos

a especificacién de un conjunto debe ser de tal manera que no haya duda respecto
de los elementos que lo forman. Las formas para especificar los conjuntos son:

a) Por enumeracion, tabulacion, listado o extension.

b) Por comprensidn o descripcion.
La primera consiste en escribir cada elemento del conjunto separado por una coma,
encerrar la lista de éstos entre llaves, { }, y denominar al conjunto con la letra mayuscula

A o con cualquier otra. Por ejemplo,

A = {argdn, nedn, criptén, xendn, radon, helio} es el conjunto de los elementos
guimicos de la familia de los gases nobles;

Q=1{2, 4, 6, 8} es el conjunto de los nimeros pares positivos no mayores que 8.
El segundo método para especificar un conjunto consiste en encerrar entre llaves
una propiedad que deben tener los elementos, la cual debe expresar cuales son los
requisitos que debe satisfacer cada elemento para pertenecer al conjunto. En general,
esto puede expresarse como A = {x/ p(x)}, donde p(x) es una proposicion abierta en x.
Por ejemplo,

B = {x/x es un entero positivo menor que 5}, donde

p(x) = x es un numero entero positivo menor que 5

Cada vez que se aplica la proposicion se genera un elemento y a su vez un conjunto, el
cual se expresa por extensién, o sea,

B=1{0,1,2,3,4}

15
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Igualmente
C={x/2<x<10},p(x)=2<x<10y
D ={x/x*—25=0}, p(x) =x*—15=0.
son ejemplos que ilustran el método por comprensién; como lo son las siguientes:
R ={r/r es el nivel de energia en el dtomo},
O ={o/o es un orbital}.
Los siguientes son ejercicios que te pueden servir para apropiarte de los métodos para
especificar conjuntos. Puedes intentarlo en forma individual o en equipo. No olvides
gue la comprensién y apropiacién del conocimiento y desarrollo de capacidades es
individual.
a) Expresar los conjuntos
A={1,2,3,.1},
B={1/2,1,3/2,2,2/3,3,..},
C={2,4,6,8, ..},
D={2,3,57,11, ..}y
E={1,3,5,7,9 11,13,15, ..}
por comprension.
b) Expresar los conjuntos
A={x/(x+3)(x+4)=0},
B={x/5<x< 16},

C={x/x?*=25},

16



Capitulo 4 - Métodos de especificacion de conjuntos

D={x/x+2<4},
E = {x /x es un nimero natural menor que 0}y
F = {x /x es un nimero no racional};
por el método de tabulacién.
¢) Expresar los conjuntos
A ={Sc, Ti, V, Cr, Mn},
B = {6xido, anhidrido, base, 4cido, sal}, y
C ={Be, Mg, Ca, Sr, Ba, Ra};
por el método de comprensidn.
d) Expresar los conjuntos
A = {x/x son los elementos quimicos del periodo 2},

B = {x/x son los elementos quimicos que presentan tres electrones en su orbita
externa},

C = {x/x son los nimeros de oxidacién en H,PO,},
D = {x/x son los elementos mas electronegativos} y
E = {x/x son los elementos mas electropositivos};

por tabulacién.

17
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Tipos de conjuntos

5.1 Universo y vacio
a) De los conjuntos

A = {todos los numeros naturales},

B = {todos los nimeros primos}y

C = {todos los niumeros naturales menores que 30 };
écudl puede ser el conjunto universo?

Como B es subconjunto de A y C también, A es el conjunto universo. También A =
{todos los numeros reales positivos} puede ser el conjunto universo.

b) ¢Cual de los conjuntos siguientes puede ser el conjunto universo?
A={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10},
B=1{3,4,5,6}y
C={1,2, 3,4}
Como B es subconjunto de Ay C también, A es el conjunto universo. También B = {1, 2,
3,4,5,6,7},B={1,2,3,4,5,6, 7,8} 6 B ={todos los nimeros naturales} pueden ser

conjuntos universales.

c) SiA={todos los elementos quimicos de la tabla periddica}, B = {todos los elementos
guimicos de la familia IA} y C = {todos los elementos quimicos de la familia 1A}

¢Cudl puede ser el conjunto universo?

19



Algebra de conjuntos

Como B es subconjunto de Ay Ctambién, el conjunto A es conjunto universo. También B
definido como B = {todos los elementos de las familias IA, 1IA y llIA} puede ser conjunto
universo

¢Es Unico el conjunto universo?
Estos ejemplos permiten afirmar que el conjunto universo es una coleccién fija de
elementos con los cuales se puede armar una discusion (universo de discursos) y se

denota por U 6 Q.

Cuando se dice que es una coleccidn fija de elementos no significa que es Unico mas
bien tal coleccion depende del problema y de su variacion.

El conjunto universo no es pues Unico y si se va por la existencia de éste, se llega a
paradojas, lo cual conduce a afirmar que no hay un conjunto que lo contenga todo.
Esto lleva a la formulacion axiomatica de los conjuntos. La otra forma de tratar a los
conjuntos es la intuitiva.
Ahora, de los conjuntos siguientes:

a) El conjunto de los nimeros enteros positivos menores que 10,

b) {a, e,i,0,u},

c) {todos los numeros naturales},

d) {todos los caballos con alas},

e) {todos los numeros pares que terminan en 5}y

f) {todos los hombres que miden 4 metros};

écudles son el vacio?, y épor qué?

Después de leer y analizar cada conjunto, se concluye que los conjuntos a), b), y c)
no chocan con la experiencia, el mundo real, conceptual y acontecer cotidiano; sélo
admiten una interpretacién, no tienen elementos repetidos y no se establece un
orden. Ademads, no existe indeterminacion del entendimiento, ni dos significados (no

hay ambigliedad). Consecuentemente, estos conjuntos tienen elementos y no son el
vacio.

20



Capitulo 5 - Tipos de conjunto

En cambio, los conjuntos d), e), y f), si chocan con la experiencia, el mundo real, el
conceptual y el acontecer cotidiano; es decir, no se conocen los caballos con alas,
conceptualmente, el nimero par no esta definido de esta manera y las estadisticas
conocidas no avalan personas con altura mayores de 4 metros.

Por consiguiente, estamos ante dos condiciones contradictorias, es decir, caballos con
alas y sin ellas; nimeros pares y los que no lo son; los hombres que miden 4 metros y
los que reportan las estadisticas.

Consecuentemente, estos conjuntos son el vacio, porque estdn definidos por dos
condiciones mutuamente contradictorias donde una es verdadera.

éExiste el conjunto vacio y es Unico?
Los ejemplos anteriores y las conclusiones muestran que el conjunto vacio existe y es
Unico. Este es Unico porque no es posible definir otro que no sea el mismo, es decir, el

gue carece de elementos. En general, el conjunto que carece de elementos se puede
simbolizar como

7 ={x/x#x}

y éste lleva implicito en su definicién una condicidn contradictoria, la cual le confiere
existencia.

7 ={ }, pero @ no es igual a {0}, porque el dltimo es un conjunto con un elemento.
Aungue el numero de elementos de { } es cero, esto no significa que 0 ={ } 6 que

@ ={0}.

Finalmente, existe un conjunto sin elementos, @, llamado conjunto vacio. Este es un
axioma.

Los siguientes ejercicios te pueden servir para fijar los conceptos de conjunto universo
y vacio.

Para cada par de conjuntos dados, équé conjunto universo propone?
a) A = {todos los nimeros primos naturales positivos menores de 36} y

B = {todos los nimeros impares positivos menores de 27};

21



Algebra de conjuntos

b) A = {todos los gases nobles}y
B = {todos los elementos quimicos del primer periodo};
c) A={x/x*—4x=0}y
B ={x/x>*—x=0}
De cada par de conjuntos dados, écudl es el conjunto vacio? ¢Por qué?
a) A = {todos los niUmeros pares que terminen en 9}y
B = {todos los nimeros pares que terminen en 4};
b) A ={todos los tridngulos que tienen 4 lados}y
B = {todos los triangulos que tienen tres lados iguales};
c) A= {todos los elementos mas electronegativos estdan en | A}y

B = {todos los elementos mas electropositivos estan en VII A}.

5.2 Conjuntos finitos e infinitos
La cardinalidad de un conjunto es un nimero entero caracteristico de éste y se denota
como n(A). Los conjuntos finitos tienen cardinalidad y los infinitos no, porque no se
pueden contar. Por ejemplo
De los conjuntos

A={a, b c def}

B=1{2,4,6, 8, 10};

los conjuntos son finitos y tienen cardinalidad, la cual se calcula contando los elementos
de éstos, es decir,

n(A)=n({a,b,c, d e f})=6,y

22
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n(B)=n({0, 4, 6, 8, 10}) = 5.

¢Cudl es el nimero de elementos o cardinalidad de cada uno de los siguientes
conjuntos?

a) A={1,2,3,4,5},

b) B={a, b, ¢, d, e},

¢) C={sodio, nitrégeno, oxigeno},

d) D={1,2,3,..},

e) E={x/x<1},

f) F={x/x es par, x es impar},

g) G ={x/xson los electrones del sodio}, y

h) H = {x/x es un nimero natural menor que 1}

écudles carecen de elementos y cuales tienen o no un dltimo elemento? y écdmo se les
llama a cada uno de ellos?

Los conjuntos A, B, Cy G tienen un Ultimo elemento y el proceso de conteo tiene fin;
mientras que los conjuntos D y E no tienen un Ultimo elemento y el proceso de conteo
no tienen fin. Los conjuntos F y H no tienen elementos. En este orden, a los primeros
conjuntos se le llama finitos, a los segundos infinitos y a los Ultimos vacios.
Por consiguiente, cualquier conjunto es finito si se pueden contar sus elementos uno a
uno hasta el ultimo. Si eso es lo que ocurre el proceso de contar tiene fin. Si no es asi,
el conjunto es infinito.
En cada caso, determinar si el conjunto es finito, infinito o vacio.

a) A={x/x € R},

b) B ={x/x es un nimero compuesto},

c) C={x/x es un niumero racional},

23



Algebra de conjuntos

d) D={n/ 2D n=1,2,3,4),

e) E = {x/x es un nimero entre 12 y 14 no divisible entre el mismo nimero y la
unidad},

f) F={x/x es multiplo de si mismo}y

g) G ={x/x es multiplo de 5 no mayor de 21}.
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Relacion entre conjuntos (igualdad
y desigualdad)

aigualdad entre los conjuntos Ay B, se denota por =y se lee igual, y se define como
A = B, si y sélo si tienen exactamente los mismos elementos. Axiomaticamente,
este es el axioma de la extension.
La desigualdad entre los conjuntos A y B, se denota # y se define como A # B, si el
conjunto A tiene un elemento que no estad en B, o a la inversa.

Ahora, si A = B, entonces cada elemento de A es también un elementode By siB=A,
entonces cada elemento de B es también un elemento de A. Esta forma de expresar la
igualdad permite concluir que dos conjuntos iguales son idénticos.
En simbolos,
A=B,siysolosi,paratodace A=aeBy
paratodabeB=bec Ad
A=B&oacA=aeBybeB=becA
Los conjuntos A ={1, 2, 3}y B ={3, 2, 1} son idénticos, porque son iguales en cantidad
y cualidad. En cambio, los conjuntos A ={1, 2, 3}y B={a, b, c} son iguales en nimero,
pero no en cualidad.
Consecuentemente, dos conjuntos son iguales si tienen exactamente el mismo nimero
de elementos, aunque las propiedades que los definen sean diferentes. En cambio, dos
conjuntos son idénticos si ademas de tener el mismo numero de elementos, éstos

estan definidos por la misma propiedad.

Dos conjuntos universales no necesariamente son iguales, mientras dos conjuntos
vacios son siempre iguales, porque el conjunto vacio tiene la propiedad de unicidad.
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La desigualdad entre dos conjuntos se puede expresar simbdlicamente como
A#B,siysolosiexistextalquexc A= x¢ B

ysiexisteztalquez e B= z ¢ A.
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Subconjunto

Después de observar los conjuntos
A={a,b,ctyB={a,b,cd, e}
¢Qué relaciones se pueden establecer entre éstos?

Todos los elementos de A son también elementos de B y no todos los elementos de
B son también elementos de A. Por consiguiente, A # B, A es subconjunto de By B
no es subconjunto de A. La primera es la relacion de la desigualdad entre conjuntos,
ya definida, la segunda se ajusta a la definicidon general del subconjunto, la cual se
expresa como: el conjunto A es subconjunto del conjunto B, lo que se simboliza por A
C B, si cada elemento del conjunto A es también un elemento del conjunto B, lo que
simbdlicamente se expresa como

AcB<saeA=aeB.
La ultima expresion coincide con la definicién de cuando un conjunto no es subconjunto,
la cual se expresa como: Si al menos existe un elemento de B que no estd en A, el
conjunto B no es subconjunto del conjunto A, lo que se simboliza como

BzAsbeB=bgA.

Los siguientes ejercicios te pueden servir para apropiarte de las relaciones simbolizadas
por =, #, C y &; después de ser comprendidas.

¢Qué relaciones se pueden establecer entre cada una de las siguientes parejas de
conjuntos?

a) A={atyB={1};
b) A={a,b,c,dlyB={1,2,3,4};

c) A={a,b,c,dyyB={a, b, c,d, e}
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d A={1,2,3,4lyB={1,2,3,4};
e) A={a,b,c,d, e}yB={a, b}.

Al relacionar los conjuntos A y B por =, la expresion

aeA=>aeB
A = B es equivalente a

beB=becA

y ésta vincula la igualdad con la inclusién. Esta expresiéon también puede escribirse
como

A=B,siysolosiAcByBcCA.
Luego de aclarar significados se tiene que
a € A= a € Bsignifica que A C B,
b € B= b € Asignifica que BC A.
Por consiguiente,
A=B=>AcByBcAy
AcByBcA=A=B.
Estas dos uUltimas expresiones equivalen a la proposicion bi condicional, es decir,
A=B&AcCByBCA.

Lo cual nos permite concluir que dos conjuntos son iguales si cada uno es subconjunto
del otro.

Cuando existe una correspondencia uno-a-uno entre los elementos de dos conjuntos,
tales conjuntos son del mismo tamafio y son iguales si cada elemento de A es elemento
de By alainversa, por ejemplo, los conjuntos A={a, b, c}y B={a, b, c} cumplen con lo
dicho, por lo que son idénticos.
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Brevemente, el conjunto A = {1, 2, 3, 4} y el conjunto B = {a, b, c, d} tienen el mismo
tamafio y, cualitativamente, son distintos.

Finalmente, los conjuntos A = {2}y B = {x/x* — 2x = 0} son de tamafios distintos, mientras
que los conjuntos A = {-4} y B = {x/(x + 4)? = 0} tienen el mismo tamario y son iguales.

Ahora, mediante la pregunta ¢ Qué relaciones se pueden establecer con los conjuntos
A={a, b, c}y B ={a, b, c}? construiremos el concepto de subconjunto impropio. En
efecto, como los conjuntos son iguales se pueden establecer queACcByBo>AOAC
Ay A DA, locual implica que A = Ay que el conjunto A es subconjunto de si mismo.
Esta inclusidn se escribe como A C Ay se le conoce como inclusiéon impropia. Cualquier
conjunto es subconjunto de si mismo.

Asimismo, siA=1{a, b, c,d}yB={a, b, c, d, e}y A# B, entonces como todos los
elementos de A estan en B, A es un subconjunto propio de B. Brevemente,

A es subconjunto propiode BsiAcByA#B

Veamos ahora la inclusiéon y el conjunto vacio. Si el conjunto A={a, b, c}yB={aq, b, c,
d}, entonces A c B, porque todos los elementos de A son también elementos de B. Del
mismo modo, siA={a, b,e}yB={a, b,c, d}, Az B, porque e € A, pero e ¢ B. Como el
conjunto vacio carece de elementos, esta situacidon nunca se presentard y siempre se
cumplirdque @ =B, @ <@, @ Uy @ cA. En otros términos, el vacio es subconjunto
de si mismo y de cualquier otro conjunto.
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Propiedades de la igualdad y de |la
inclusidn de conjuntos

La relacién de igualdad es reflexiva, simétrica y transitiva. Sean A, B y C conjuntos
iguales. Entonces

* Propiedad reflexiva A=A,
* Propiedad simétrica A=B<B=Ay
* Propiedad transitiva SiA=ByB=C<A=C.
La relacion de inclusion es reflexiva, no simétrica y transitiva.

Propiedad reflexiva. Sea A un conjunto cualquiera, entonces A — A (todo conjunto es
subconjunto de si mismo).

Propiedad simétrica de la inclusién no existe.

Si A c B, entonces B — A. Esto no sucede. Por ejemplo, sean A={a}y B ={a, b} conjuntos,
entonces A C B, pero Bz A.

Propiedad transitiva

Sean A, By C conjuntos tales que Ac By B C, entonces A — C. Esto es, todo elemento
que estd en A también esta en B. Pero por hipodtesis, todo elemento de B es también
un elemento de C. Se ha verificado que todo elemento que estd en A también estd en
C (A = (). Consecuentemente, por definicién de subconjunto, A < C.
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Comparacion de conjuntos

e los conjuntos dados por parejas {Cuales son comparables, no comparables o
disjuntos? y é¢por qué?

a) A={a,b,ctyAl={a, b, c, d}
b) B={1,2,3,4}yB1={4,5,6,7}
c) C={a,b,c,dlyCl={e f g, h}

Los conjuntos A y Al son comparables; By B1 no comparables y Cy C1, disjuntos. Dos
conjuntos son comparables cuando todos los elementos de uno de ellos son también
elementos del otro y se cumple que Ac BperoBz A, 6 BC A pero A B. En a) se
cumple que A A, por lo que la respuesta queda justificada. Los conjuntos son no
comparables cuando no todos los elementos de A estan en B y cuando no todos los
elementos de B estan también en A, lo que se simbolizacomo A« By B« A. Esto genera
dos situaciones, la primera es cuando no hay elementos en comun y la segunda cuando
silos hay. Enla primera Ay B son conjuntos disjuntos y en la segunda los conjuntos Ay B
son conjuntos no comparables. Consecuentemente, la Ultima afirmacion corresponde,
respectivamente, a los incisos c) y b).

A continuacidn se proponen ejercicios para recordar y fijar los conceptos de conjuntos
no comparables, comparables y disjuntos.

¢De los conjuntos siguientes cudles son comparables, disjuntos y no comparables? y
épor qué?

a) A={1,2,3}A ={4,56}yA,={7,8,9}
b) B={a, b, c,d}, B,=1{b, c, d, e};
c) C={a,b,cd}, C ={b,cd}

Proponga 4 problemas relacionados con el tema.
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Conjunto potencia

¢Qué es un conjunto potencia y como se obtiene?

El conjunto A = {a, b, c} sera la guia para elaborar el concepto de conjunto potencia y
el medio para obtenerlo. En efecto, se sabe que el vacio es un subconjunto propio de
cualquier conjunto, excepto de si mismo, éste sera el primer subconjunto del conjunto
dado y los que faltan se obtienen formando subconjunto de un elemento, de dos
elementos y de tres elementos, es decir, {a}, {b} y {c}; vy {a, b}; {a, c} y {b, c}; {a, b, c}.
Consecuentemente, el conjunto potencia es

2*={ @, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}},

donde A = {a, b, c}, y se puede definir como el conjunto de los subconjuntos de un
conjunto y denotarse como 24.

¢Coémo se determina ahora el nimero de subconjuntos de un conjunto?

Para determinar el nimero entero que caracteriza a un conjunto potencia, después de
calcular n(A), se calcula tal nimero, es decir n (A) = n(2%) = 2"*-

En efecto, paraA={a, b, c}, éste es n (A) =2°=8.
Donde n (A) indica el nimero de subconjunto y a la vez es el entero buscado.
Brevemente, siA ={qa, b, ¢, d}, n({a, b, ¢, d}) =4y n (A) = 2. Entonces

@,... {a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, ¢}, {a, d}, {b, c}, {b, d}
2"=

’

{c,d}, {a,b,c}{a,c d},{b,c d} {a,b,d}, ..{a,b,c, d}
donde A={a, b, c, d}

Mediante la actividad siguiente, se pretende que te apropies del concepto de conjunto
potencia. ¢Cudl es el conjunto potenciade A={1, 2, 3, 4, 5}?
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Diagramas de Venn-Euler

n medio grafico util para ilustrar conjuntos y las relaciones entre ellos son los

llamados diagramas de Venn-Euler. En éstos, se usa el rectangulo pararepresentar

el conjunto universo y un circulo para representar un subconjunto del universo.
Segun sea el numero de subconjuntos, asi sera el nimero de circulos. Por ejemplo, la
representacion grafica del conjunto universo U = {todos los nimeros enteros positivos
menores de 10} y del conjunto A = {todos los numeros impares positivos menores que
8} se muestran en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

U
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Operaciones

¢Qué utilidad tienen las operaciones en los conjuntos?

En el algebra de los conjuntos se emplean las operaciones para generar otros
conjuntos, o sea, se haran corresponder nuevos conjuntos a pares de conjuntos A y
B. Aqui se definen las operaciones de complemento, unidn, intersecciéon y diferencia;
se establecen y se estudian sus propiedades. En otra seccidon se estudiara el producto
cartesiano.

12.1 Operacion Complemento
¢Qué es el complemento de un conjunto y como se determina?

SeanA={a, b, c}y U={aq, b, ¢, d} los conjuntos definidos para establecer la operacion
de complemento y su determinacion. El complemento del conjunto A son los
elementos que le faltan para ser el conjunto universo, en este caso es el elemento d y
geométricamente es lo que le falta también al conjunto A para ser el conjunto universo.
Formalmente, sea U el conjunto universo y A un subconjunto de U, el complemento de
A se denota por A’ y se define como el conjunto de elementos que estdn en U pero que
no estan en A. El conjunto complemento de A también se define como la diferencia del
conjunto universo Uy del conjunto A, esto es,

A =U-A.

Graficamente, en el diagrama de Venn, el complemento de A es el drea exterior del
conjunto A, la cual se ha rayado en forma horizontal. Ver la figura siguiente:
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Simbdlicamente, el complemento de A se escribe como
A={xeU/xegAl6A =U-A.

Después de aplicar la definicion de complemento, el resultado es A’ = {d}. Si se compara
este resultado con el primero, se encuentra que es igual.

En forma grafica, la solucidn se muestra en el siguiente diagrama de Venn. Ver la figura
siguiente:

Continuando con el concepto de complemento y después de hallar los subconjuntos
del conjunto A = {a, b, c}. éCudntos pares de subconjuntos complemento se pueden
formar?

Los subconjunto de A son

{}, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, ¢}, {a, b, c}.
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Los pares de subconjuntos complemento son
{a}, {b, c},
{b}, {a, c},
{c}, {a, b}y
{a, b, c}, @.
Estos son los pares de subconjuntos complemento.
También a través de los enteros que caracterizan a cada conjunto, se pueden efectuar
operaciones aritméticas. Por ejemplo, seaU={a, b, c,d, e, f, g} y A ={b, c, d}. Hallar los
elementos de A’ y verificar que numéricamente
A'+A=U,
n(A') + n(A) = n(U)
U-A=A
n(U)=n(A) =n(A')y
U-A'"=A
n(U) = n(A') = n(A).

Los conjuntos dados son U={a, b, c, d, e, f, g}y A={b, c, d} y su cardinalidad es n(U) =
7y n(A) =3.

Por definicion A' = {a, e, f, g} y su cardinalidad es n(A') = 4.
Consecuentemente, n(A') + n(A)=n(U), 64 +3 =7,
n(U)—n(A)=n(A")67-3=4,

n(U)-n(A')=n(A)67-4=3.

41



Algebra de conjuntos

El diagrama de Venn es un medio grafico util para ver, no para demostrar, como se
relacionan los conjuntos. En efecto, observando el diagrama:

U

AC

se ve que el complemento de A es A’ y el complemento del complemento del conjunto
A es A. Igualmente, se ve que siA < U implicaque U-A=A"ysi A’ c UimplicaU-A’
= A. También se observa que siA ¢z A’y A’ ¢ A y no tienen elementos en comun, los
conjuntos A y A’ son disjuntos.

Usando la definicion de complemento se pueden verificar las expresiones

U-A=AyU-A =A.

Las propiedades que caracterizan el complemento de un conjunto y que resultan de la
definicion de complemento, se muestran y verifican enseguida.

Sea U el conjunto universo y A un conjunto cualquiera, (A’)’ = A.

En esta proposicion se afirma que el complemento del complemento es el conjunto A
y por definicién de complemento (A’)’ = {x € U/x ¢ A’}.

Si x ¢ A, entonces x € A, proposicidon que permite escribir la Ultima expresién como
(A’) ={x/x € A} = A.

Esta conclusion, se muestra en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:
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AC

Si U es el conjunto universo, entonces U’ = @.

La definicién de complemento permite saber sila proposicién dada es falsa o verdadera.
En efecto, U’ = {x/x € Uy x ¢ U} =@, porque es una situacion contradictoria.

Si @ es el vacio, entonces @’ = U.

Del mismo modo y por definicién de complemento, @’ = {x/x € Uy x ¢ @} = U, porque
el conjunto vacio no tiene elementos.

Mas adelante, se abordaran las propiedades del complemento que tiene relacién con
las operaciones de unidn, interseccion y diferencia.

Los siguientes son ejercicios que te pueden servir para incorporar conocimiento y
apropiarte de la operacidon de complemento.

En cada caso resuelve el problema propuesto.
a) ¢Cudl es el complemento de A = {x/x es un nimero positivo entero}?

b) ¢Como especificas el conjunto de los nimeros pares positivos y cdmo su
complemento?

¢) Silos nimeros irracionales tienen complemento, ¢Cual es el conjunto y cémo lo
especificas?

d) SiU={x/1<x<40}y A ={x/6 < x<18}. (Cudl es el conjunto A’?

e) SiU={x/1<x<30}yA={x/esunnimero positivo par}. Hallar A".
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f) éCudntos pares de subconjuntos complemente se pueden formar con el conjunto
A={a, b, c, d}? iqué relacidn tiene este problema con el conjunto potencia?

g) Si U: {OI 1’ 2I 3' 4[ 5I 6’ 7I 8I 9I 10}[ yA = {OI 1I 2[ 3' 4' 5[ 6}[ B = {21 3I 4' 5[ 6 }I C=
{4,5,6,7,8}yD={6,7,8,9}). HallarA’, B', C, D', U’ y @’; y la cardinalidad de cada

conjunto.

h) Utilice los conjuntos definidos en el problema anterior para comprobar
numeéricamente ¢ Qué expresiones de las siguientes son verdaderas?

A+A =U U-A"=A
B+B=U y U-B=B
c+C=U u-c=c
n(A) + n(A’) = n(U) y n(U) - n(A’) = n(A)
n(B) + n(B’) = n(U) y n(U) - n(B) = n(B)

n(C) + n(C’) = n(U) y n(U) — n(C') = n(C)

12.2 Unidn

¢Qué se entiende por unién? y icémo se efectia esta operaciéon?

Mediante el siguiente problema se entenderd el concepto de unidn y el procedimiento.
SiU={a,b,c,d, e f g h,i},
A={b,c,d, e}y
B={d, e, f, g}; determinar el conjunto unién AUB.

En efecto, unidn es unir y unir es juntar; por ejemplo, si dos grupos escolares se

fusionaran se obtiene un nuevo conjunto mediante la unién de dos conjuntos. En
el problema propuesto, al unir los conjuntos A y B, se obtiene otro nuevo conjunto,
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pero con elementos repetidos, d y e. Para que el nuevo conjunto esté bien definido, se
eliminan dos de los cuatro elementos d y e. Finalmente, el resultado es y se expresa
como

AuB=1{b,c d, e, f, g}

Este resultado es congruente con la definicién de unién que se proporciona enseguida.

Para los conjuntos A y B que son subconjuntos del conjunto universo U, “A unién B” es
el conjunto de elementos que estdn en A o en B o en ambos.

La unidn se denota por U y también se puede expresar como
AUB = {cualesquiera que sea x tal que x € Ao x € B o en ambos}
Simbdlicamente, la definicidn anterior se puede escribir como
AUB={xeU/xecAoxecBoxecAnB}
La definicién también es valida para tres conjuntos, esto es, si U, A, B, y C, entonces
AUBUC={xeU/xecAoxeBoxe Cbdx e AnBNC}donde U es el conjunto universo.

Desde luego, la operacion unién se puede y tiene sentido generalizarla.

Asi mismo, esta definicion es vdlida, entre otras, para los conjuntos no comparables,
disjuntos y comparables.

Graficamente, la unidn para estos conjuntos se muestra en diagrama de Venn. Ver la
figura siguiente:

Conjuntos no comparables Conjuntos disjuntos Conjuntos comparables

Diagrama de Venn para los conjuntos A, By U.
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Y | 9%

Conjuntos no comparables Conjuntos disjuntos Conjuntos comparables

Diagrama de Venn para los conjuntos A, B, Cy U.

Para cada tipo de conjuntos, la definicién simbdélica de unidn se va ajustando. Esto es,
sean Ay B dos conjuntos no comparables, entonces A ¢ By B¢ A implica que AUB = {x
e U/x e Aox e Box € AnB}; del mismo modo, sean A y B dos conjuntos disjuntos,
entonces A By B Aimplicaque AuB={x € U/ x € Ao x € B}; finalmente, sean A
y B dos conjuntos comparables, entonces A < B implicaque AuB={x € U/ x € B}; 6
BcA implicaque AuB={x € U/ x € A}.

Los problemas que se proponen a continuacion te pueden servir para apropiarte del
concepto de union y del procedimiento para obtener el nuevo conjunto, y, de paso,
desarrollar capacidades.
En cada problema, distingue los tipos de conjuntos y encuentra el nuevo conjunto.

a) A={1,2,3,4},B={4,5,6,7}yU={1,2,3,4,5,6, 7, 8}; AUB.

b) A={1,2,3,4},B={5,6,7,8tyU={1,2,3,4,5,6, 7, 8,9}, AUB.

c) A={1,2,3,4},B={1,2,3,4,5,6}yU={1,2,3,4,5,6, 7}, AUB.

d) A={a, b, c},B={d, e f},C={g, h,ityU={a, b,c d e f g, h, i j} AuBUC.

e) A = {al bl Cl dl el jl kl l}l B ={Cl dl el.fl g’ hl i}l C={e/ jI kl /I hl il ml n} y U ={al bl Cl dl
e fghiljkl mn,i, o} AUB AUC, BUCy AUBUC.

f) A={a,b,c},B={a,b,c, d e f},C={a,bc d e fg hijlyU={a b,cdefg
h,i j, kI, m, n}; AUB, AUC, BUCy AUBUC.

g) A = {todos los enteros pares positivos}, B = {todos los enteros impares positivos}
y U = {todos los enteros}; AUB.
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h) A = {blanco, azul, verde}, B = {verde, rojo, amarillo} y U = {blanco, azul, verde,
rojo, amarillo, café}; AUB.

i) A = {blanco, azul, verde}, B = {rojo, amarillo} y U = {blanco, azul, verde, rojo,
amarillo, café}; AUB.

j) A = {blanco, amarillo}, B ={blanco, amarillo, azul, rojo} y U = {blanco, amarillo,
azul, rojo, verde, café}; AUB.

k) A = {todos los nimeros irracionales}, B = {todos los nimeros racionales}y U =
{x | — o0 < x < 0o}; AUB.

) A={1,2,3,..}, B={0}y U ={todos los nimeros enteros}; AUB.

m) A = {todos los elementos quimicos de la familia IA}, B ={todos los elementos
guimicos de la familia lIA} y U = {todos los elementos quimicos}; AUB.

Las propiedades de la unién resultan de la definicién de ésta y de la relacién de la unidn
con otras operaciones, conjunto vacio y universo.

Las propiedades son proposiciones que deben demostrarse. En efecto, cada proposicidon
propuesta se demostrara usando la definicién de unidn y por medio del método de
numerar o marcar partes.
La unién es conmutativa, la cual se escribe como
AUB = BUA.
Por definicion
AUB = {x € U/ x € AUB]}, entonces

AUB={x/x e Aox € Box € AnB}.

Si ahora A y B se intercambian, el conjunto sigue siendo el mismo, entonces AUB =
{x/x eBox e Aox € AnB},

AUB = x € BUA.

Luego, AUB c BUA (1)
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De igual manera, por definicién

BUA = {x/x € BUA}, entonces

BUA={x/x e BOx € Adx e BNA}

Algebra de conjuntos

Después de intercambiar los conjuntos A y B, el conjunto no varia, luego BUA = {x/x €
Aox e Boxe BnA}=x e AUB.

Consecuentemente, BLU A C A U B.

Finalmente, de (1) y (2)

(2)

AUB = BUA implica AuB c BUAYy BUA C AUBY

AUB c BUA y BUA — AUB implica AUB = BUA. Entonces

AUB = BUA & AUB c BUA Yy BUA C AUB.

En consecuencia, esto significa que la unién es conmutativa. Por extensién, también
AUBUC = CUBUA es conmutativa como lo es A VA VA LLLUA.

Por el método de numerar o marcar partes, se llega a la misma conclusién. Para tal
efecto, los conjuntos A, By U, y las marcas o numeros, se representan en un diagrama
de Venn. Ver la figura siguiente:

De acuerdo con el segundo diagrama A = {a, b}y B={b, c}

U
A B
/ ' AN
[ [\ \
[ a [b] ¢ )
\ \_/ /
\ AV /
N2
d
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Por definicion de unién
AUB={a, b, c}yBUA={a, b, c}.
En consecuencia, AUB = BUA.

Intenta lo mismo con los conjuntos disjuntos y comparables, cuyos diagramas de Venn
estan en la figura siguiente.

Sea A un conjuntoy el conjunto universo, entonces UUA = U d AuU = U. Esta proposicion
asegura que el conjunto universo es igual a la unién de cualquier conjunto subconjunto
del universo con el conjunto universo.
Por definicion
AUU = {x/x € AUU}, entonces

AuU={x/x e Aox e U}.
Como AcU, entonces AUU ={x/x € U}=x € U.
Luego, AuUcCU (1)
Del mismo modo, por definicion U = {x/x € U}, entonces

U={x/x e Uox € A, AcU} = {x/x € ULA},

=x € UUA.
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En consecuencia, Uc U UA.

(2)
Finalmente, de (1) y (2)

AUU = U implica AuUcU y UCUUA,
AulUcUy UcUUA = AuU = U. Por lo tanto,
AuU = U < AuUcU y UcCUUA.

Por consiguiente, esto significa que AUU = U es verdadero.

La conclusion se muestra en un diagrama de Venn. Ver la siguiente figura:

AuU=U

Para ilustrar el método de marcar con letras o numerar partes y llegar a la misma

conclusidén, tanto los conjuntos A y U como éstas, se muestran en un diagrama de
Venn. Ver la figura siguiente:
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De acuerdo con este diagrama,

A={a}lyU={a, b}.
Por definicion de unién, AuU = {a, b}y U = {a, b}.
En consecuencia, AuU = U.

Si AcU, entonces AUA = A. Esta proposicion afirma que todo conjunto unido consigo
mismo es el mismo conjunto. A esta propiedad se le llama idempotencia.

Por definicion
AUA = {x/x € AUA}, entonces

AUA={x/x c Ao x e A}.
Como es el mismo conjunto, entonces

AUA = {x/x € A} =x € A.
Luego, AUA C A. (1)
De la misma manera, por definicion

A = {x/x € A}, entonces

A={x/x e Aox € A}=x € AUA.
En consecuencia, A  AUA. (2)
Finalmente, de (1) y (2),
AUA =AimplicaAVUACAYyAC AUAY
AUACAyA c AUA implica A = AUA. Entonces

AUA=AS AUACAYACAUA.
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Por lo tanto, la proposicién es verdadera.

Esta conclusion se muestra en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

U

ALU=U

Ahora, para afirmar que la proposicion dada es falsa o verdadera, los conjuntos Ay U,
asi como las partes marcadas o numeradas, se representan en un diagrama de Venn.
Ver la figura siguiente:

Este diagrama muestra que A ={a}y U ={a, b}.

Por definicion AUA = {a}, A = {a}.

Por consiguiente, AUA = A.

Puede observarse que la conclusién es igual a la ya obtenida.

Sean A, A’ y U tres conjuntos, entonces AUA’ = U. Esta proposicidén asegura que la
union de cualquier conjunto con su complemento es el conjunto universo.
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Por definicion AUA’ = {x/x € AUA’}, entonces

AUA ={x/xcAox e A’}.

Como AcUyA’cU, entonces AUA’ = x € U.

Luego, AUA’ c U. (2)

De la misma manera, por definicion

U ={x/x € U, entonces

U={x/xcAoxeAl},

=x € AUA’.

En consecuencia, U C AUA’.

(2)
Finalmente, de (1) y (2),

AVA' =U=AUA cUyUCALA' Y
AUA’ c Uy Uc AUA’ implica U = AUA'. Entonces
AVA' =US AUA' c Uy UCAUA.

Por lo tanto, la proposicién propuesta es verdadera.

Esta conclusidn, se ilustra en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

AUA =U
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En un diagrama de Venn se muestran graficamente los conjuntos A, A’, U y las partes
marcadas en letras o numeros para mostrar que la proposicion es falsa o verdadera.
Ver la figura siguiente:

Este diagrama muestra que
A={a}y A ={b}.
Por definicidn,
AUA’ ={a, b}y U ={a, b}
Por lo tanto AUA’ = U.
Se puede decir que la conclusion es la misma.
Si A, By U son conjuntos, entonces (AUB)’ = A'nB’. Esta proposicion asegura que
el conjunto generado por el complemento de A unidn B es igual al generado por la
interseccidn de los complementos de A y B. Se hace notar que ain A’n\B’ no se ha
discutido.
Por definicion (AUB)’ = {x/x € (AUB)’ }, entonces
={x/x e Uyx g (AUB)}={x/x ¢ Ao x & B}.

Comox g Aox ¢ B, entonces x € A’ interceptadaconx € B 'y (AUB) ={x/x c A’y B’} 6

(AUB) = A'NB..
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En consecuencia (AUB)'c A’NB’. (1)
De la misma manera y por definicién,
A'NB’ ={x/x e A’nB’}, entonces
ANB ={x/x e Ayx e B}
ComoxeA'yxe B,x¢& Ayx ¢ B, entonces x ¢ AUB, de modo que
A'NB’ = {x/x € (AUB)'}.
Luego, A’nB’'c(AUB)". (2)
En consecuencia, de (1) y (2),
(AUB) = A’nB’ implica
(AUB) CA'NB’ y A’nB’'c(AUB)’ y
(AUB)cA'NB’ y AAnB'c(AUB)’ implica A’nB’ = (AUB)".
Entonces
(AUB) = A'NB’ < (AUB)'CcA'NB’ y A’nB'c(AUB).
Por lo tanto, la proposicién propuesta es verdadera.

También esta conclusidon puede observarse en un diagrama de Venn. Ver la figura
siguiente:

U U
A B
N 4

/ \

i \

I ]

/ I\ /

_\\\_‘/,/ N —
(AUB) = A'NB’ (AUB) = A'NB’
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Para mostrar que la proposicién dada es falsa o verdadera, se muestra graficamente los
conjuntos A, B, U y las partes marcadas por letras o nimeros en un diagrama de Venn.
Ver la figura siguiente:

(AUB) =A'NB’
De este diagrama A ={a, b}, yB=1{b, c}y U ={a, b, ¢, d}.
Por definicion AUB ={a, b, c}, (AUB)’ = {d},
A ={c,d}yB ={a, d};
A’'NB’ = {d}, por lo tanto, {d} = {d}.

Esto muestra que la proposicién dada es verdadera, dado que las dos conclusiones son
coincidentes.

Sea A un conjunto cualquiera, entonces AU@ = A. Esta proposicién asegura que la
unién de cualquier conjunto con el vacio es el mismo conjunto.

Por definicion AU@ = {x/x € AU@ }, entonces
AUB={x/xcAoxe @}
Como @ carece de elementos, entonces
AUD ={x/x € A}=x € A.

Luego, AU@ c A. (1)
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Del mismo modo, por definicion
A = {x/x € A}, entonces como
@ carece de elementos

A={x/x e Aox e @}, A=x € AUQ.
Por consiguiente, ACAU@. (2)
Finalmente, de (1) y (2)

AUD = A implica AUGCA y ACAUQD,

AUPBCA y AcAUD = A = AU@. Entonces
AUD =A< AUD c Ay ACAUQ.

Esto muestra que la proposicién dada es verdadera.
Para mostrar que la proposicion dada es verdadera en un diagrama de Venn se

representan graficamente los conjuntos A, U y las partes marcadas por letras o
nameros. Ver la figura siguiente:

El diagrama muestra que A ={a}y U ={a, b}.
Por definicion AU@ = {a}y A = {a}.

Consecuentemente, {a} = {a}.
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La proposicion AUB = @ para que sea cierto se requiere que A=@y B =@.

La unidon es asociativa, es decir, si A, B, C y U son conjuntos. Entonces (AuB)UC =
AU(BUC). Esta proposicidon asegura que el conjunto generado no depende de cémo
se agrupen los conjuntos para efectuar la unién de éstos, por lo que se puede escribir
como (AUB)UC = AUBUC.

De la definicion de union de los conjuntos A, By C, se sigue que los conjuntos AU(BUC)
y (AUB)UC son iguales, esto es

(AuB) L C=A U (BUC).

Lo anterior se aprecia mejor en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

U (] U

C @@@

(AUB)UC = AU(BUC) (AUB)UC = AU(BUC) (AUB)UC = C = AU(BUC)

También se llega a la conclusidn anterior si los conjuntos A, B, C, Uy las partes marcadas
por letras o nimeros se representan graficamente en un diagrama de Venn. Ver la
figura siguiente:

Del diagramaA={a, b, c, f},B=1{b,c,d, e}y C={c e, f, g}.
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Por definicion AuB={a, b, c,d, e, f},
(AUB)UC={a, b, c,d,e,f g} (1)
BuUC=1{b,c, d, e, f g},
AU (BUC)={a,b,cd,ef g} (2)
Finalmente, de (1) y (2),
(AuB)UC = AU(BUC).

Comparando las conclusiones, se encuentra que son iguales.

Intenta resolver cada uno de los problemas que a continuacién se proponen. Esto te
puede servir para incorporar conocimientos y reafirmar conceptos relacionados con

unién y sus propiedades.

a) Utiliza conjuntos comparablesy disjuntos para verificar que (AUB)UC=AU(BUC).

b) éQué diferencia existe entre (AUB)’ y U — AUB?
¢) SiAcU, BcUy AcB; éa qué es igual AUB?

d) éEs cierto o falso AUAUAUA = A? ipor qué?

e) éQué concluyessiA c U?

f) SSIAcU @cUy@cA;éiaquéesigual Au@y@du U?

g) SeanA={a,b,c,d, e f,g},B={d, e f,g, h ityU={a,b,c d, e f g hijk}

determinar y representar los conjuntos siguientes.
1) AUB
2) AUA
3) BUB

4) AUU
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5) vu@
6) ULU
7) AuBUU
8) AUAU®P
9) (AuUB)
10) A7VA’
11) A’UB’

12) AuBUU

12.3 Interseccion
¢En qué consiste el concepto de interseccién? y ¢ COmo se efectla esta operaciéon?

La pregunta ¢existe interseccidn entre los conjuntos A={a, b, c,d},B={c,d, e, f}y U=
{a, b, c, d, e, f, g}; nos puede conducir al concepto y el procedimiento?

Antes de examinar el problema, se puede decir que la idea de interseccion la podemos
encontrar, por ejemplo, en el punto comun a dos lineas que se cortan, en los puntos
comunes a dos lineas, a dos superficies o a dos sélidos que se cortar reciprocamente.
Estaideatambién la podemos hallaren la fusién de dos grupos de nimeros o sociales, ya
gue en los primeros podria haber nimeros que pertenecen a ambos y en los segundos
los individuos. Como puede percibirse, la idea de compartir por dos o mds esta en
el fondo y es ésta la que se utilizard para analizar el problema y llegar al concepto y
procedimiento. En efecto, los conjuntos A y B comparten los elementoscy d; Ay U los
elementosa, b,cyd;yBy U los elementosc, d, ey f.

Por lo tanto, {c, d}, {a, b, ¢, d} y {c, d, e, f}; son los conjuntos producto de la operacidn
interseccion.

Este que resulta debe ser congruente con la definicion de interseccién que se
proporciona a continuacién.
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Sean A, B y U tres conjuntos definidos, la interseccion de los conjuntos A y B
subconjuntos del conjunto universo U, se denota por Ny se define como el conjunto
de los elementos del U que estdan en Ay en B.
Simbdlicamente, sean A y B dos subconjuntos del conjunto universo U. Entonces
AB={xecU/xecAyxeB}o
ANB={x/x e Ayx € B}
Esta definicién también se puede expresar como

ANB = {cualquiera que sea xtal que x e Ay x € B}.

Luego de aplicar esta definiciéon a los conjuntos no comparables, disjuntos vy
comparables, respectivamente, se obtiene que:

Si Ay B son conjuntos tal que A & By B & A. Entonces
ANB={xeU/xeAyxe B}
si Ay B son conjuntos tal que Az By B & A. Entonces
ArB={xeU/xe@}=0;y
si Ay B son conjuntos tal que A < B 6 B — A. Entonces
AnB={xe U/ x e A}o
AnB={x € Ux € B}.

Estas tres situaciones se muestran en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

U U U
@ B

Conjuntos no comparables Conjuntos disjuntos Conjuntos comparables
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Graficamente y segun la definicidn, la interseccién para los conjuntos A, B, Cy U;
conforme sean no comparables, disjuntos o comparables, se muestran en un diagrama
de Venn. Ver la figura siguiente

U U U

11050 | @

Conjuntos no comparables Conjuntos disjuntos Conjuntos comparables

Continuamos con la pregunta ¢ Cuantos conjuntos se pueden formar con los conjuntos
A={a,b,cd,e,ij k]
B={c,d, e f g, h k},
C={e, i, j,k I, m n}y
U={a,b,c,d e f,gh,ijk |, mn,Aa,o,p}
después de aplicar la definicién de interseccion a los conjuntos dados?
Luego de observar los conjuntos A, By C, se concluye que U es el conjunto universo.
Ahora, para determinar los nuevos conjuntos es necesario que con los conjuntos dados
se formen grupos de tal manera que el primero tenga 2, el segundo 3 y el ultimo 4;
esto es,
AnB={c, d, e, k}
ANC={e, i, j, k}
AnU={a,b,c,d,e,i,j k}

BNC={e, k}

BﬁU = {C, d, E,f; g, hl k}
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CnU={e, i, j, k I, m, n}
ANBNC = {e, k}
ANBNU ={c, d, e, k}
BNCNU = {e, k}
ANCNU ={e, i, j, k}
ANBNCNU = {e, k}
De estos conjuntos, los Unicos que no se repiten son ANU, BNUy CNU.

Para que incorpores conocimientos, reafirmes conceptos relacionados con interseccién
y, de paso, desarrolles capacidades, es preciso que resuelvas los siguientes problemas.

Después de distinguir el conjunto universo y clasificar los conjuntos, resuelve los
siguientes problemas.

a) SeaA={2,3,4,5},B=1{5,6,7,8yC={2,3,4,5,6,7,8,9, 10}; calcular AnB,
ANC, BNCy AnBNC.

b) SiA={a,b,c,d},B={e, f, g}, C=1{h,i,j}yD={a, b, c,d, e, f, g, h,i,j k}; calcular
ANB, ANC, BNC, AND, BND y CnD; AnMBNC, ANBND y BNCND.

c) SeanA={a,b,c},B={a,b,c,d},C={a,b,c,d, e}yD=1{a, b, c, d,e,f g} hallar
ANB, ANC, BNC, ANBND; ANBNC, ANBNCND.

d) SiA={a,b,c,d, e f,l,mn},B={d, e f, g hijk}, C={f,i,j, kI, m,n, A, o, pty
D={a,b,c,d,e f,g,h,ijk | m n,i,o,p,q,r} calcular AnB, ANC, AnND, BNC,
BNDy CND; ANBNC, AnNBND, BNCND, AnBNU.

e) Sea A = {todos los enteros pares positivos}, B = {todos los enteros impares
positivos} y C = {todos los enteros}; calcular AnB, AnNC, BNC, AnBNC.

f) Si A = {todos los nimeros irracionales}, B = {todos los nimeros racionales}y C =
{x/ —e= < x < oo}; calcular AnB, ANC, BNC, AnBNC.
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Las propiedades de la operacion de interseccidon son consecuencias de la definicion de
ésta y de la relacidn que se establece con otras operaciones de los conjuntos; asi como
con los conjuntos vacio y universo.

Cada propiedad se verificard para poder afirmar que tal proposicion es falsa o verdadera.

Sean Ay B subconjuntos del conjunto universo U, entonces ANB =BNA. Esta proposicion
asegura que el nuevo conjunto no depende del orden de como se efectue la operacion.

Por definicion
ANB = {x/x € AnB}, entonces
ANB={x/x € Ay x € B}.
Como el conjunto no se altera al intercambiar A y B, entonces,
ANB={x/x € By x € A}=x € BnA}.
Luego, AnB < BNA. (2)
De igual manera, por definicién BNA = {x/x € BNA}, entonces
BNA={x/x € By x € A}.

Como el conjunto es el mismo si se intercambian Ay B, entonces BNA={x/x e Ayx €
B}=x € AnB}.

En consecuencia BNA — ANB. (2)
Finalmente, de (1) y (2),
ANB = BNA implica ANB — BNA Yy BNA  ANB,
ANB c BnNAy BNA c AnB = BNA = AnB. Entonces
ANB =BNA & AnNBc BNAy BNA C ANB.

Consecuentemente, la operacidn interseccidn es conmutativa.
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Por extension, ANBNC = CNBNA también lo es. Esta propiedad se puede generalizar.

En un diagrama de Venn puede observarse que AnB — BNA y que BNA < ANB, lo cual
significa que AnB = BNA. Ver la figura siguiente:

U U U
B@

AMB =BNA ANB=0Q AcB implica = AnB =BNA

Se llega a la misma conclusidén si A, B, U y las regiones marcadas con letras o nimeros
se representan en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

U

Del diagrama A ={a, b}y B ={b, c}.
Por definicion AnB = {b} y BNA = {b}.
Por lo tanto, AnB = BNA.

Sean A y B subconjuntos del conjunto universo U tal que A & By B & A, y no tienen
elementos en comun, entonces ANB =0

Esta proposicién asegura que la interseccidn entre dos conjuntos disjuntos es el vacio.

65



Algebra de conjuntos

Por definicion AnB = {x/x € AnB}, entonces
ANB={x/x e Ayx e B}.
Como Ay B no tienen elementos en comun, entonces ANB = @.

Si A es un subconjunto de U, entonces AnU = A. Esta proposicidon asegura que el
conjunto A es el resultado de la interseccion de Ay U.

Por definicion AnU = {x/x € AnU }, entonces
ANU={x/x e Ay x € U}.
Como AcU < x € A= x € U, entonces AnU = A.
Luego, ANU cC A. (1)
Como AcU implica que A = ANU.
Luego, A < ANU. (2)

Finalmente, de (1) y (2), AnU =A implicaAnNUcCAyAcCANUYyANUCAyAcC AnU
implica A = AnU.

Entonces
ANU=AS ANUCAYyACANU.
Consecuentemente, esto significa que la proposicidon propuesta es verdadera.

Esta conclusidn se ilustra en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

U
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Para comprobar esta proposicion, en un diagrama de Venn se representan los conjuntos
A, Uy las regiones marcadas con letra o nimeros. Ver la figura siguiente:

U

Del diagrama A={a}y U ={aq, b}.
Por definicion AnU = {a} y A = {a}; por lo tanto, ANU = A.

Sea A un subconjunto de Uy A’ el complemento, entonces AnNA’ = @. Esta proposicidn
asegura que el @ es el resultado de la interseccién de Ay A’

Por definicion ANA’ = {x € U/x € AnA’}, entonces
ANA ={x/x e Ayx e A’}.
Como A y A’ son disjuntos, entonces ANA’ = @

De otra manera, siA ¢ A’y A’ ¢ Ay no tienen elementos en comun, entonces ANA’ =
@. Por lo tanto, la proposicidn propuesta es cierta.

En un diagrama de Venn se observa claramente esta conclusién. Ver la siguiente figura:

U

AI

67



Algebra de conjuntos

Sean A y B subconjuntos del conjunto universo U, entonces (AnB) = A’UB'’. Esta
proposicion asegura que el conjunto generado por el complemento de la interseccién
de Ay B es igual al generado por la unidn del complemento de A o el complemento
de B.
Por definicién (ANB)’ = {x/x € (AnB)’}, entonces
(AnB)Y ={x/x e Uyx ¢ ArB}={x/x ¢ Ay x ¢ B}.

Comox ¢ Ayx ¢ B, entonces x € (A’UB’) y

(ANB) =x € A" U B.
En consecuencia, (ANB)' cA’UB’ (1)
Del mismo modo, por definicion

A'UB’ = {x/x € A’"UB'’}, entonces
A'UB ={x/x e A’ 6 x € B'}.

Comox € A’ 6 x € B, entonces x € (ANB)’ y

A'UB’ =x € (ANB).
En consecuencia, A’"UB’ < (ANB)’ (2)

Finalmente, de (1) y (2),

(AnB) = A’UB’ implica que (AnNB) < A'UB' y A'UB'c(ANB) y (AnB)'c A'UB’ y
A'UB'c(ANB)’ implica que

A’UB’ = (AnB)’. Entonces
(ANB) = A’UB’ < (ANB) c A’"UB’ y A'"UB’ < (ANB)'.
Por lo tanto, la proposicién propuesta es verdadera.

Este resultado se observa mejor en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:
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Ahora, en un diagrama de Venn se representan los conjuntos A, B, U y las regiones
marcadas con letras o nimeros para comprobar la proposicion propuesta. Ver la figura
siguiente:

(AnNB) =U-ANB

De lafiguraA={a, b}, B=1{b,c}yU={a, b, c, d}.
Por definicion AnB = {b}, (AnB)' ={a, ¢, d}, A’ ={c, d}, B’ ={a, d},

A'UB’ ={a, c, d}.
Por lo tanto, (AnB)' = A"UB'.
Sea A subconjunto de U, entonces AnA = A. Esta proposicion asegura que el conjunto
A es igual a la interseccidon de Ay A, o bien, a la inversa; a esta propiedad se le llama
idempotencia.

Por definicion ANA = {x/x € AnA}, entonces

ANA={x/x e Ayx € A}.
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Como A=A, entonces ANA = A.
Luego, ANAC A. (1)
De igual manera, por definicién A = {x/x € A}, entonces
A={x/x e Ayx e A}.
Como A = A, entonces A = {x/x € AnA}.
En consecuencia, ACANA. (2)
Finalmente, de (1) y (2),
ANA =AimplicaANAC Ay ACANAY
ANAcC Ay AcCANA implica A = AnA. Entonces
ANA=AS ANAC AyAcC ANA.
Por lo tanto, AnA = A.
También, para comprobar que la proposicién es verdadera o falsa, se representa A, U

y las regiones marcadas con letras o nimeros en un diagrama de Venn. Ver la figura
siguiente:

Del diagrama A ={a}y U = {q, b}.

Por definicion AnNA = {a}y A = {a}.
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Por lo tanto, AnA = A.

Los siguientes problemas te servirdn paraincorporar conocimiento, reafirmar conceptos
y propiedades de la interseccidn y, de paso, desarrollar capacidades.

Resuelve cada uno de los siguientes problemas.
a) éQué diferencia existe entre AUA y ANA?
b) ¢Es cierto que (AUB)NA’ = B? épor qué?
c) éEscierto que (AUB)U(ANB) = A?
d) é(AnB)uUB = B?
e) ¢A qué esigual (AUANANA)UU?
f) ¢(AnB)'U(A'UB’)?

g) Sean A = {al bl Cl dl e}l B = {dl el.f’ g' hl ilj}l C: {hl iljl kl II m}y U = {al bl Cl dl e'fl
g, h,i, j, k, I, m, n, A}; determinar los conjuntos siguientes, y su cardinalidad.

a. (AnB) g. (AnBNC)
b. (ANC) h. AnU

c. (BNCy i. BNU

d. (AnB)u(BNC() j. U

e. (ANB'NC)U(ANB) k. AAnB'NC
f. AnBNC l. (@uu)

h) éQué condiciones deben cumplir los conjuntos A y B para que se cumpla las
siguientes igualdades?

a. AnNB=A c. AuB=ANB

b. AUB=A d. AnB=U
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e. AuB=U k. AuU=U
f. Au@=U . vu@=U
g. ANB=0Q m.AnNA’ = U
h. AUB=@ n. AUA"=U
i. AN@=0 0. AuU=U
i. AnU=U

12.4 Diferencia

Con el propdsito de establecer el concepto y el procedimiento de diferencia entre
los conjuntos A y B, se formula la pregunta écomo establecer la diferencia entre los
conjuntosA={a, b,c,d}yB=1{c,d, e, f}?

Al observar los conjuntos dados, se nota que los elementos a y b de A, lo distinguen de
By que los elementos e y f de B, lo distinguen de A. Con esta idea del lenguaje comun
se generan los conjuntos {a, b}y {e, f}, los cuales correspondena A—B={a, b}yB-A

={e, f}.

Esta idea es Util para definir la diferencia, es decir, la diferencia entre los subconjuntos
Ay B del conjunto universo U, se denota por — y se define como el conjunto de los
elementos que estan en A pero que no estan en B. Esto es,

A-B={xeU/xecAyx¢ B}

Puede decirse que A — B es el conjunto complemento de B con respectoa Ay que B—A
es el conjunto complemento de A con respecto a B.

Los conjuntos que se obtienen después de aplicar esta definicidon a los conjuntos no
comparables, disjuntos, comparables e iguales son respectivamente.

A-B={x/x € (A—B)}, entoncesA—B={x/x e Ayx ¢ B} 6

B-A={x/x e Byx g A},
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A-B={x/x € (A—B)}, entoncesA-B={x/x c Ayx g B}=A
0(B-A)={x/xeByxgA}=By
A-B={x/x e (A-B)}, entonces A—-B=06B-Az0y
A=B=>A-B=006B-A=0.

Estos resultados se muestran en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

) U

A-BUB-A A-BoB-A

N
/N A

!
N

ACB=A-B=0 A=A=Q
B-A=0Q

]
3

Los problemas siguientes te pueden servir para incorporar conocimientos, reafirmar el
concepto de diferencia y, de paso, desarrollar capacidades.

Como la diferencia es binaria, en cada caso, haz |la diferenciade A—-B,B—A, B-C,
C—B,A—C,y C—A;representar los conjuntos en un diagrama y calcular la cardinalidad.

a) A={a,b,c,d e f},B={d, e f,gtyU={a,b,c,d, e f,g h i}
b) A={a,b,c,d},B=1{e,f,g,h,iyyU={a,b,c,d, e, f,g,h,ijk};

c) A={a,b,c},B={a,b,c,d, e}yU={a,b,c, d, e, f g}
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d) A={a,b,c},B={a,b,ctyU={a, b,c, d, e};

e) A={a,b,c,d},B=1{b,c,e f},C={c,d,f,gtyU={a,b,c,d, e f g h, i}
f) A={a},B={b},C={c}yU={a, b, c, d};

g) A={a},B={a,b},C={a,b,c}yU={a, b,c, d};

h) A = {blanco, rojo}, B = {blanco, rojo, amarillo}, C = {blanco, rojo, amarillo, azul} y
U = {blanco, rojo, amarillo, azul, verde, café};

i) A = {blanco, rojo, amarillo, café}, B = {rojo, amarillo, azul, verde}, C = {café,
amarillo, violeta, verde} y U = {blanco, rojo, amarillo, café, azul, verde, violeta};

j) A = {blanco, rojo}, B = {amarillo, café}, C = {azul, verde} y U = {blanco, rojo,
amarillo, café, azul, verde}.

Las propiedades de la diferencia resultan de la definicion de ésta y de la interaccion con
otras operaciones de conjuntos.

Cada una de estas proposiciones sera verificada para poder asegurar que sean falsas o
verdaderas.

Sean Ay B subconjuntos del conjunto universo U,
entoncesA-B=B-A< A=8B.

Esto significa que la diferencia, generalmente, no es conmutativa. Este resultado se
ilustra en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

U U U

(s

A-B#B-A A-B#B-A A-B#B-A

>
W

74



Capitulo 12 - Operaciones

Sea Ay B subconjuntos del conjunto universo U, entonces
A-B=ANB.
Por definicion A — B = {x/x € (A — B)}, entonces
A-B={x/x e Ayx ¢ B}.
Comox ¢ B, entoncesx e ByA-B={x/xc Ayx € B’}
A-B=xe ANB.
Luego, A— Bc ANB'. (1)
Del mismo modo, por definicion AnB’ ={x/x e Ay x € B'}.
Como x € B, entoncesx ¢ BYyANB ={x/x c Ayx ¢ B}=A—-B.
Luego AnB'cA—B. (2)
Finalmente, de (1) y (2),
A—B=ANnB" implica A—BcANB' 'y AnB'c(A-B)y
A —BcANB' y AnB’'c(A — B). Entonces
A-B=ANB < A-BcCANB yANB'c(A - B).

En el diagrama de Venn se muestra este resultado con doble raya. Ver la figura siguiente:

U
ALY ~B
V4 7'\ \
/ 7\ \
l [ ] |
\ \ / /
\ \/ /
N /
A-B=ANB
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Por lo tanto, A— B = AnB’ es una proposiciéon verdadera.

Otra forma de llegar a la misma conclusion.

SeanA={a, b},B=1{b,c}y U={aq, b, c, d}; por definicion
A—-B={a}, B ={a,d}yAnB’ ={a}.

Por consiguiente, A— B =ANB.

Esta conclusion se muestra en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

)

A-B=AnB
Continuando, sean A y B subconjuntos de U, entonces
(A-B)uU (B—A)=(AUB) — (ANB).
Por definicidon
(A=B) U (B-A) ={x/x € (A—B) U (B-A)}, entonces
(A-B)u (B-A)={x/x e (A-B)ox e (B—A)}.
Por definicion de diferencia,
(A-B)u(B-A)={x/xc Ayx¢ Boxe Byx g A}.
En cualquier caso

(A-B)U(B—-A) ={x/x € (AUB) y x ¢ (ANB)} = AUB — ANB.
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Luego, (A—-B) U (B—A) c (AuUB—-ANB) (1)
Del mismo modo, por definicion
(AUB) — (AMB) = {x/x € (AUB) — (AnB)}, entonces
AUB — (ANB) = {x/x € (AUB) y x ¢ ANB}.
Ahora,ox € Ay x ¢ B, o bienx € By x ¢ B, entonces
AUB—(ANB) ={x/x € (A-B)U (B—A)}=x € (A-B)U(B-A).
En consecuencia, (AUB—ANB) c (A - B)U(B - A). (2)
Finalmente, de (1) y (2),
(A-B)u(B—-A)=(AUB) - (ANB) = (A—-B)U(B—-A) c (AUB—ANB) y
(AUB—ANB) = (A—B)U(B-A)y

(A-B)u(B—A)c (AUB—ANB)y (AUB—-ANB)c (A-B)U(B—-A) =
(A—-B)u(B—-A)=AUB—-ANB. Entonces

(A-B)U(B-A)=AUB—-ANB < (A-B)U(B—-A)c (AUB—-ANB)y
(AUB—-ANB) < (A—B)U(B—-A).

Por consiguiente, la proposicion dada es verdadera, es decir todo elemento de (A —
B)U(B — A) es elemento de AUB — AnBy a la inversa.

La proposiciéon puede comprobarse de otra forma. Sea A={a, b}, B={b,c}yU={a, b,
¢, d}; por definicion AuB ={a, b, c} y AnB = {b}, entonces AUB—-AnB={a,c}. (1)

Por definicion, A— B = {a} y B— A = {c}, entonces
(A-B)u(B-A)={a, c}. (2)
Por lo tanto, de (1) y (2),

(A—=B)U(B-A)=AUB—-ANB.

77



Algebra de conjuntos

Este resultado se muestra en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

(A= B)U(B-A)=AUB—BNA
Sean Ay B subconjuntos de U, entonces A — B = B’ — A’. Esta proposicion asegura que
el conjunto de los elementos de A que no pertenecen a B es igual al conjunto de los
elementos de B complemento que no pertenecen al conjunto A complemento.
Por definicidn,
A - B={x/x € (A- B)}, entonces
A-B={x/x e Ayx ¢ B}.
Comoxec Ayx ¢ B,entoncesxg A'yxe B,y
A-B={x/xe B yxgA}
A-B=x¢e (B -A).
En consecuencia, A—Bc B’ — A’ (1)
Del mismo modo, por definicion B’ — A’ = {x/x € (B’ — A’)}, entonces
B-A={x/xeByxegAl
Comoxe B yxgA, entoncesxec Ayx ¢ By
B-A={x/xcAyxgB}={x/xc(A-B)}=x € (A-B).

En consecuencia, B'— A’ < (A— B). (2)
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Finalmente, de (1) y (2)
A-B=B -A = (A-B)c (B -A)yB —Ac(A-B)y
(A-B)c (B -A)y(B-A)c(A-B)=B -A'=A-B.
Entonces
A-B=B-A & (A-B)c(B'-A)y (B —A')c(A-B).

Por lo tanto, la proposicién dada es verdadera, esto es todo elemento de A — B es
elemento de B’ — A’ y a la inversa.

Otra forma de comprobar esta proposicion. Sea A ={a, b}, B=1{b, c}y U ={a, b, c, d};
por definicion

A-B={a}, (1)

A’ ={c, d}y B’ ={a, d}, entonces

B - A ={a}. (2)

Por consiguiente, de (1) y (2), A—B=B"-A"

Este resultado se aprecia mejor en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

U

A-B=ANB

Ahora, sea A, By C subconjuntos de U, entonces

A-(BuC)=(A-B)n(A-0).
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Por definicion A — (BUC) = {x/x (A — (Bw())}, entonces
={x/x e Ayx ¢ (BUC)}.
Como x ¢ (BUC), entonces x € (BUC)' y
A—(BUC)={x/x € Ay x € (BUC)'}.
Como x € (BUC), entonces x € BBNC'y
A-(BUC) ={x/x e Ayx e BBNC}.
Por definicidn,
A-(BUC)={x/x e Ayxe B yxe(C},
={x/x e(A-B)yxe (A-C)}=x €(A-B)N(A-C).
En consecuencia,
A—(BUC)c (A-B)N(A-C).
Reciprocamente se llega a lo mismo.
Consecuentemente,
A—(BUC)=(A-B)N(A-C) < (A—-(BUQ))c(A-B)N(A-C),y
(A=B)N(A - C)c(A — (BLQ)).

Por lo tanto, la proposicién dada es verdadera, es decir, todo elemento de A — (BUC) es
elemento de (A—B)"(A - C) y a la inversa.

Este resultado se muestra en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:
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Otra forma de comprobar la proposicién. SeaA={a, b, c, e}, B=1{b,c, d, f}, C={c, e, f,
gtyU={a,b,cd,ef, g h}

Por definicidn,
BuUC=1{b, ¢, d, e, f, g}, entonces
A-BUC = {a}. (1)
Por definicién,
A—-B={a,e}yA—-C={a, b}, entonces
(A—-B)N(A-C) ={a}. (2)
En consecuencia, de (1) y (2),
A-BUC=(A-B)N(A-C()

Justo lo que se deseaba comprobar.
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Problemas

Los problemas que siguen te pueden servir para incorporar conocimientos, reafirmar
la operacion de diferencia y sus propiedades y, de paso, desarrollar o reafirmar
capacidades.

Resuelve los problemas siguientes.

a) Comprobarque B—A=A'NnB

b) éB—-(AUC) = (B-AN(B-C()?

c) éA—-B=ANB -A’nB? donde Ay B son conjuntos disjuntos

d) éA-BNA=ANB"?

e) SeaA={a,b}yU={a, b,c, d}, éaquéesigual A-A"?

f) SeanA={a,b,c,d, e},B={d, e, f,gtyU={a, b,c,d,e,f, g, h}; hallar
a. U-AUB,
b. U-A'NB,
c. AUB-By
d. B-B'NA.

g) SeanA={a,b},B={a,b,c,d, e}yU={a,b,c,d, e, f}; hallar
a. U-AUB,
b. AnB'U(B-A),

. (A=B)U(ANB),

(o]

d. (B—A)U(ANB),
e. (B—AUA'NB)y

f. (A-B)U(A N B).
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h) SeanA={a,b,c,d},B=1{b,c,e, f},C={c,d,f,gtyU={a, b,c,d,e,f g, h}; hallar
a. AnB-ANBNC,
b. ANC—ANBNC,
c. BNC—-ANBNC,
d. AUB-BUC,
e. AnNB'NC -A'NBNC'y

f. AnB—-ANC.
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QR Cepitulo 13

Relaciones, combinaciones de
operaciones y calculo de elementos

se pueden obtener otros conjuntos y otras relaciones. Por ejemplo, si Ay B son

dos conjuntos no comparables con elementos en comun, se puede escribir los
conjuntos AUB, ANB, (AUB), A—B, B—A, AnB’ y A’nB; y establecer algunas relaciones
como AUB=BUA,ANB=BNA,A-B=ANB,B-A=A'nB,AnBC A,AnBC B, AUBCU,
ANBcU, (AUB) = A’'nB’, (A — B)U(B — A)U(ANB) = AUB, (A — B)\NANB)N\(B—A) = @,
ANB'U(ANB) = A, (ANB) = A'UB’, AgB y BZA, y AU(ANB) = A, por citar algunas. Ver
la figura:

Si se combinan las operaciones de complemento, unién, interseccién y diferencia,

Conjuntos no comparables

Para conjuntos disjuntos y comparables, ¢{Qué operaciones y qué relaciones podrias
establecer?

Sean U={a, b, ¢, d}, A ={a, b} y B ={b, c}; determinar los conjuntos y observa si las
relaciones propuestas se cumplen.

a) A
b) A'mB
c) (B-A)

d) A’'UB

85



Algebra de conjuntos

e) Uug’
f) (B—A)U(A-B)
g) AN(AUB)CA
h) (A - B)U(B-A) cAUB
i) (AAnB)U(ANB) =8B
) vug=U
Por definicién y de acuerdo con los conjuntos dados,
a) A’ ={c, d},
b) A’nB ={c},
c) (B=A)={a, b, d},
d) AAUB=1{b, c, d},
e) Uu@’ =U,
f) (B—A)YU(A-B) ={a,b,c, d}y
g) AN(AUB)CA.
Por definicion, A = {a, b} y AUB ={a, b, c}, entonces
AN(AUB) ={a, b}.
Por lo tanto, An(AUB)CA. Esto significa que la relacidn se cumple.
h) (A - B)U(B - A)cAUB.
Por definicion A = {a, b}, A— B ={a}y B— A = {c}, entonces

(A-B)u(B-A) ={a, c}.
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Por lo tanto, (A — B)U(B — A) CAUB. La relacién propuesta se cumple.
i) (A'mB)U(ANB) =B.
Por definicion A’ = {c, d}, A’mB )= {c} y AnB = {b}, entonces
(A'mB)UANB = {b, c}.
Por lo tanto, la proposicidon propuesta se cumple.

Estos resultados se muestran en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

U

Los problemas siguientes te pueden servir para incorporar conocimiento, reafirmar las
operaciones de complemento, unién, interseccién y diferencia, y, de paso, fortalecery
desarrollar capacidades.

1. Sean A={a}, B={b}y U={a, b, c}; determine los conjuntos siguientes y comprobar
las relaciones.

a. B f. (B=A)YN(A-B)

b. AnB’ g. BN(AUB) =8B

c. (A-B) h. (A—B)cA

d. AUB i. (AAnB)U(ANB’)=AUB
e. Ung’
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2. SeanA={a},B={a, b}y U={a, b, c}; determinar los conjuntos siguientes y verifique
las relaciones.

a. (A-BY f. (AUB)=B
b. ALU g (A-B)
c. BUU h. (B—AY
d. AU i. BCAUB
e. APB=A

Para calcular los elementos de una region o de un conjunto generado por una operacion,
se emplea la cardinalidad de cada conjunto que interviene y las regiones en que cada
tipo de conjuntos dividen a un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

9) U U
A B A B
B
2
I rs 3
Conjuntos no comparables Conjuntos disjuntos Conjuntos comparables
9) U U

I4

Conjuntos no comparables Conjuntos disjuntos Conjuntos comparables
Ahora, se formula la pregunta ¢cémo se calcula n(AUB) si Ay B son conjuntos disjuntos?

Después de calcular n(A) y n(B), se suman, es decir,

n(AUB) = n(A) + n(B).
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Los conjuntos disjuntos generan las regiones r, r,, r_; siendo
r,.=AnB ={x/x e Ayx € B’},
r,=A'MB={x/xe A’yx € B}y
r,=A"NB' ={x/xe Ay x e B}.
Estos resultados se muestran en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

U

A'NB’

Del diagrama
n(AUB) = n(ANB’) + n(A’mB) y como n(ANB’) = n(A) y n(A’B)
= n(B), entonces n(AUB) = n(A) + n(B)
Esto constituye otra forma de calcular n(AUB)
Continuamos, ¢A qué es igual n(AUB)siA={a, b,c,d}B={e,f,gtyU={a,b,c, d,e,f g}?

Sabiendo que A y B son disjuntos, y que n(A) = 4 y n(B) = 3, entonces n(AUB) = n(A) +
nB)=4+3=7.

Para proseguir se hace la pregunta icémo se determina la cardinalidad de AUB para
conjuntos no comparables?

En el diagrama de Venn se observan las regiones rl, r2, r3, y r4; las cuales se definen
como:

r=AnB ={x/xcAyxe B}

rR=ANB={x/xcAyx e B},
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rR=AnNB={x/xe A yxeB}ly
rA=A"NB ={x/x e Ayx e B}

Ver la figura siguiente:

A'NB’

Del diagrama de Venn y sabiendo que AnB’, AnNB y A’mB son conjuntos disjuntos;
n(ANB’) + n(ANB) + n(A’B) = n(AUB).

En esta expresion cada conjunto debe ser expresada en términos de la cardinalidad de
los conjuntos dados, es decir, si

n(AnB’) =n(A) —n(AnB) y
n(A’mB) = n(B) — n(ANB),
entonces,
n(AUB) = n(A) — n(ANB) + n(B) — n(AnB) + n(ANB) o
n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB).
Por ejemplo, éA qué es igual n(AUB) si
U={a,b,c, d, e f g, h,i}
A={a,b,cd e}y

B={c, d, g, h}?
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Conociendo que n(A) =5, n(B) =4 y n(AnB) = n({c, d}) = 2; entonces
n(AuUB) =n(A) + n(B) —n(AnB)=5+4-2=7.
¢Cémo se calcula n(AUB) para conjuntos comparables?
Ahora, para tres conjuntos disjuntos écomo se calcula n(AuBUC)?
En el diagrama de Venn se distinguen geométricamente las regiones o secciones rl, r2,
r3y r4; las cuales se definencomorl={x/x c Ayxec B yxeC},r2={x/xc A yxecB

yxeClr3=x/xcAyxeByxecClyrd={x/xc A yxe B yxec C} Verlafigura
siguiente:

A B

A'NB'NC

En el diagrama de Venn se observa que AnB’'NC, A’\nBNC y A’nB’C son conjuntos
disjuntos, entonces n(AUBNC) = n(ANB'NC’) + n(A’NBNC’) + n(A'nB’'NC) .

Esta expresion debe ser escrita en términos de la cardinalidad de cada conjunto dado,
esto es, si

n(ANB’'NC) = n(A), n(A’mBNC’) = n(B) y n(A’nB’C) = n(C);
entonces n(AUBUC) = n(A) + n(B) + n(C).

Enseguida se hace la pregunta ¢cdmo se calcula n(AUBUC) si A, By C son conjuntos no
comparables?

Geométricamente en un diagrama de Venn, los tres conjuntos no comparables generan
las regiones rl, r2,r3,r4, 5, r6, r7,y r8.
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Estas regiones se definen como
ri={x/xcAyxeB yxeC(C}
rR={x/xeAyxeByxe(C},
rB={x/xecAyxeByxe(},
rA={x/xcAyxeByxeC},
r5={x/xe AyxeByxeC(}
re={x/xecAyxe B yxe(}
r7={x/xecAyxe ByxeC}y

r8={x/xecAyxeByxeC}

ANBNC
r4
ré
ANB'NC
A NB'NC

De acuerdo con el diagrama de Venn AnB'NC, A’\nBNC y A’nB’'"C; AnBNC, A’nBNC,
ANB'NC y AnNBNC son conjuntos disjuntos. Entonces n(AuBUC) = n(ANB'NC') +
n(A’NBNC’) + n(A’NB’NC) + n(ANBNC') + n(A’NBNC) + n(ANB'NC) + n(ANBNC)

Ver la figura siguiente:

Esta expresidn puede ser escrita en términos de la cardinalidad de A, By C; AnB, ANC,
BNCy AnBNC; esto es, si

n(ANB'NC’) = n(A) — n(ANB) — n(ANC) + n(ANBNC),
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n(A’mBNC’) = n(B) — n(ANB) — n(BNC) + n(ANBNC) y
n(A’mB’'NC) = n(C) — n(ANC) — n(BNC) + n(ANBNC);

n(ANBNC') = n(ANB) — n(AnBNC),

n(A’mBNC) = n(BNC) — n(ANBNC) y

n(ANB’NC) = n(ANC) — n(ANBNC).
En consecuencia,

n(AUBUC) = n(A) — n(ANB) — n(ANC) + n(ANBNC) + n(B) — n(ANB) — n(BNC) +
n(ANBNC) + n(C) — n(ANC) — n(BNC) + n(ANBNC) + n(ANB) — n(AnBNC) + n(BNC) —
n(ANBNC) + n(ANC) — n(ANBNC) + n(ANBNC)
=n(A) + n(B) + n(C) — n(AnB) — n(ANC) — n(BNC) + n(ANBNC).

Se obtiene el mismo resultado si se parte de

n(AUBUC) = n(AUB) + n(A’nB’'NC),

n(AUBUC) = n(AUC) + n(A’nBNC') 6

n(AUBUC) = n(BUC) + n(ANB'NC).
Por ejemplo, si se utiliza la primera, esto es, donde

n(AUB) = n(A) + n(B) —n(ANB) y
n(A’UB’UC) = n(C) — n(ANC) — n(BNC) + n(AnNBNC), entonces
n(AuBUC) = n(A) + n(B) + n(C) — n(AnB) — n(ANC) — n(BNC) + n(AnBNC).
Ahora, éa qué es igual n(AUBUC) si
U={a,b,c,d, e f,ghij k!l mn,iop,q,r,s,t u,v}

A={a,b,cd e f g, h mn,n}
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B={d, e f,g,h,ij k1 o0, p}y
C={f,g,h,m,n i, opq,rs,t}h
donde A, By C son conjuntos no comparables?
Conociendo que n(A) =11, n(B) = 11, n(C) = 12;
AnB={d, e, f, g, h}, n(AnB) = 5;
ANC={f, g, h, m, n, i}, n(ANC) = 6;
BNC={f,g, h, o, p}, n(BNC)=5;y
ANBNC={f, g, h}, n(AnBNC) = 3.
Entonces
n(AuBUC) = n(A) + n(B) + n(C) —n(AnB) — n (ANC) — n(BNC) + n(ANBNC)
=11+11+12-5-6-5+3=21.

Si A, B, Cy U son los conjuntos definidos en el problema anterior. Calcular a) sélo los
elementos de A, b) sélo los elementos de Ay B, y c) los elementos de A o B.

Sin(A) =11, n(AnB) =5, n(ANC) = 6, n(AnBNC) = 3. Entonces sdlo los elementos de A
son n(ANB'NC')=11-5-6+ 3 =3, porque

n(ANB’'NC’) = n(A) — n(ANB) — n(ANC) + n(ANBNC).

Del mismo modo, si n(AnB) =5y n(AnBNC) = 3, entonces sdlo los elementos de Ay B
son n(ANBNC')=5-3 =2, porque n(ANBNC') = n(ANB) — n(AnBNC).

Finalmente, si n(A) = 11, n(B) = 11 y n(AnB) = 5. Entonces los elementos de A o B son
n(AUB) =11+ 11-5=17, porque n(AuUB) = n(A) + n(B) — n(ANB).

¢A qué es igual n(AuBUC), sélo los elementos de C, sélo los elementos de Ay C, y los
elementos que no son de A 6 B; si los conjuntos A, By C son comparables?
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Los problemas siguientes te pueden servir para incorporar conocimientos, apropiarte
del procedimiento para calcular el nimero de elementos de un conjunto y, de paso,
reafirmar y desarrollar capacidades.

Problemas

Resuelve los problemas que se proponen.

1. ¢Cémo se calcula sélo los elementos de A, sdlo los elementos de By los elementos
quenosondeAoB;siA={1,2,3,4,56,7?,B={5,6,7,8,9,10,11}yU={1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13}?

2. ¢A qué esigual a) sélo los elementos B, b) sélo los elementos de C, c) los elementos
de A6 C,B6C d)sélolos elementosde Ay C, By C;

siA={1,2,3,4,5,6,7,13},B=1{4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12}, C={7, 11, 12, 13, 14, 15}
yU={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17}?

3. éCémo se calcula
a) Sodlo los elementos de A, B, C;
b) sodlo los elementosde AyB,AyC, ByC;
c) loselementosde A6B,A6C,B6Cy
d) los elementosde A6 B4 C;
Si
A={a, b},
B={a, b,c,d,e}
C={a,b,c,d, e f,ghily

U={a,b,c,d e f,a h,ijk}?
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Método para comprobar
propiedades

¢En qué consiste este método?

O mejor, si A, By C son subconjuntos del conjunto universo U, écémo comprobar que
AU(BNC) = (AUB)N(AULC)?

Geométricamente, al representar los conjuntos no comparables en un diagrama de
Venn, se originan las regiones rl, r2,r3, rd, r5, r6, r7, y r8. Ver la figura siguiente.

De acuerdo con las regiones,
A=1rl,r4,r6,r7],
B=1[r2,r4,r5,r7],
C=1[r3,r5,r6,r7]y
U=1r1,r2,r3,r4,r5,r6,r7, r8].
Por definicion, A=[rl, r4, r6, r7] y BNC = [r5, r7], entonces

AU(BNC) =[r1, r4, r5, 16, r7]. (1)
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Del mismo modo, por definicion
A=[rl,rd,r6,r7],B=1[r2,r4,r5,r71y C=[r3,r5,r6, r7];
AUB=1[rl,r2,rd,r5,r6,r7]y
AUC=rl, r3, rd, r5, r6, r7]. Entonces
(AUB) N (AUC) =[r1, rd, 15, r6, r7] (2)

Finalmente, de (1) y (2),

AU(BNC) = (AUB)N(AUC), puesto que ambos conjuntos consisten de las mismas
regiones.

Este resultado se ilustra en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:

>
o

>

AN
GER|
\\l
S RIX

VAV WAVII I /57>

AU(BNC) (AUB)N(ALC)

Para comprobar la validez de esta propiedad se usé el método de “marcar con letras o
numerar partes” y los diagramas de Venn.

Método de “marcar con letra o numerar regiones”

Se representa los conjuntos en un diagrama de Venn y se marca con letras 6 nimeros
las regiones generadas.

Cada conjunto se expresa en términos de sus regiones, las cuales se disponen dentro
de corchetes.
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De acuerdo con las operaciones de los conjuntos, se determinan las regiones de cada
miembro de la propiedad y se observa si son iguales o diferentes.

Se concluye.

Ahora, cambiando las regiones por elementos, el problema ya no es geométrico, pero
se llega a la misma conclusién. En efecto, sean

A={rl,r4,r6,r7},
B={r2,r4,r5,r7},
C={r3,r5,r6,r7}y
U={r1,r2,r3,r4,r5, r6, r7, r8}.
Por definicidn,
A={rl, r4, r6, r7}y BNC={r5, r7}, entonces
AU(BNC) ={r1, r4, r5, r6, r7}. (1)
Del mismo modo, por definicidon
AUB={rl,r2,rd,r5,r6,r7}y
AUC={rl1,r3,r4, 5, r6, r7} , entonces
(AUB) N (ALC) ={r1, ra, r5, r6, r7}.

Por lo tanto, AU(BNC) = (AUB)N(AUC), puesto que ambos conjuntos tienen los mismos
elementos.

Continuamos con la comprobacion de (AnB’)’ = A"UB.

En un diagrama de Venn se muestran los conjuntos no comparables y las regiones. Ver
la figura siguiente:

99



r4

De acuerdo con el diagrama de Venn,
A=1]rl, r2],
B=[r2,r3]y
U=1[r1,r2,r3, ra].

Por definicidn,

B =[rl1,rd]ly

ANB’ =[rl], entonces

(ANB’) =1r2, r3, ra].
Por definicidn,

A=[rl, r2]y

A’ =[r3, r4], entonces

A'UB=1r2,r3, r4].

En consecuencia, de (1) y (2),

Algebra de conjuntos

(1)

(2)

(AnB’)’ = A’UB, lo que significa que ambos conjuntos consisten de las mismas regiones.

Este resultado se muestra en un diagrama de Venn. Ver la figura siguiente:
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(ANB’) = A’'UB

Si cambiamos las regiones por elementos,

A={rl, r2},

B={r2,r3}yU={r1,r2,r3, rd}.
Por definicion, B’ = {r1, r4d} y AnB’ = {rl}, entonces

(AnB’) ={r2, r3, ra}. (1)
Por definicién,

A={rl, r2}y

A’ ={r3, r4}, entonces

A"UB ={r2, r3, rd}. (2)
Por lo tanto, de (1) y (2),
(AnB’)’ = A’UB, porque ambos conjuntos tienen los mismos elementos.

Para incorporar conocimientos, reafirmar el método y fortalecer y desarrollar
capacidades, se propone resolver los problemas siguientes.

1. Sean Ay B subconjuntos de U, comprobar cada una de las expresiones dadas.

a) AN(BUC) = (AnB)U(ANC), C=B
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b) (AuUB’) =A'NB
c) AN(A'UB) = (AnA")U(ANB)
d) AN(A"UB) = (AnA")U(ANB)
e) (AnB’)U(ANB)=A
f) (UUB) N (AUG) = A
2. SeanA, By Csubconjuntos de U; comprobar cada una de las propiedades propuestas.
a) B-(AuC)=(B—-A)n(B-C)
a) AUB-C=ANnB'NCUANBNCUA'NBNC
a) (AnB)uC=AUBUC—-ANB'NCUA'NBNC
No olvides que la apropiacidn del conocimiento es individual, pero eso no impide que la
solucién de problemas la intentes en equipo. Recuerda que en cada intento, individual

0 en equipo, va la incorporacién, adquisicidn y reafirmacién de conceptos; asi como el
fortalecimiento y desarrollo de tus capacidades. jInténtalo!
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Problemas

Resuelve cada problema que se propone

1. ¢Qué denotan los simbolos siguientes y qué va antes, después o antes y después de
cada uno de ellos?

a,A € ¢,5%¢cz{Lun(')-,= < C
2. ¢Qué puedes afirmar de cada uno de las siguientes parejas?
qy{ghoy{}0y{0} {B}y®D;
AyBAYA,BY{LA YU, @y U AYA; @y @ Uy U,
PyU; @ yU.

3. éQué condicién debe cumplirse para que los conjuntos dados en parejas sean
iguales?

a. A={x/p(x)}, B=10, 1,7}, p(x) es un polinomio;
b. A={x/ax—6=0},B={3};

c. A={x/ax*-5x=0},B={0,5)

d. A={x/ax-9x+11}, B={3, 6}y

e. A={x/0<x<8},B={x/p(x)} p(x) es una proposicion.

4. Si A={1, 2, 3, 4, 5}, éicuantos y cuales son los subconjuntos de A que se pueden
formar?

5. SiA={a, b, c, d, e, f}, icudles son los subconjuntos de A se pueden formar?
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6. Si A = {x/x un nimero natural menor que 30}. Escribir todos los subconjuntos de A

gue cumplan con la restriccion

a. todos los nimeros primos,

b. todos los nimeros compuestos,
c. todos los niUmeros impares,

d. todos los numeros paresy

e. formar los conjuntos Ay C tal que B & Cy C & B, pero tienen elementos en
comun;

f.  formar los conjuntos By C tal que B & Cy C & B, pero no tienen elementos en
comun;

g. B={x/x#x},

h. formar los conjuntos By Ctal que Bc G
i. formar los conjuntos By Ctal que B — C;
j. B ={x/x es un niumero entero};

k. B={x/8<x<40}y

I. formar Btal que B=U.

. Sean A = {x/x es un nimero primo menor que 100}, B = {x/x es un nUmero par

positivo menor o igual que 100}, C ={x/x es un cuadrado de 3 lados}, D = {x/x es un
nuameroreal}, E={a, b, c, d, e, f, g} y F = {arbol, silla, Juan}.

a. ¢Cuales de estos conjuntos son finitos e infinitos? épor qué?
b. ¢Cual es el nimero de elementos del conjunto C?
¢. ¢éHay un conjunto vacio?

d. éSon todos los de A también elementos de D?
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e. ¢De qué conjunto todos los elementos de B son también elementos?

f.  éEs recomendable el método por comprension para especificar el conjunto F?
g. ¢Qué otro método se puede usar para especificar el conjunto E?

h. éaeD?¢i-2 e D?

i. ¢éCudl es el numero de elementos de A?

. @=>U

k. A<B

. SeanA={1,3,5,7,9,11}, B=1{2, 4,6, 8, 10, 12}, C=1{2, 3,5, 7, 11, 13}, D= {1, 2,

3,

IYE={.,-2,-1,0,1,2,..}.

¢Cuales de estos conjuntos son finitos y cudles infinitos?, ¢por qué?
Por parejas, écuales son disjuntos, no comparables y comparables?
De los conjuntos dados écual podria ser el conjunto universo?

éA implica B, A implica Cy AimplicaD;B=C,B=DyB=E C=DyC=E
D= E?

¢AcB, AcC, AcD y AcE; BcC, BcD y BcE; CcD y CcD; DcE?

¢Los elementos de A estdn también en el conjunto B?

¢Qué conjuntos se pueden escribir antes y después de =?

¢A es un subconjunto propio de D y B es un subconjunto propio de D?
¢CcDy DcCE, entonces CCE?

¢—5 a 15 en qué conjuntos estan?

¢De qué otra manera se pueden especificar los conjuntos A, B, C, Dy E?
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9. Sean N = {x/x es un numero natural}, Z = {x/x es un nimero entero}, Q = {x/x es un

ndmero racional} e I = {x/x es un nimero irracional }.

a. ¢Qué tipos de conjuntosson N, Z, Q, I?

b. Por parejas, ¢ Cudles son conjuntos no comparables, disjuntos y comparables?

c. ¢Se puede decir que N=Z, N=Q y N=I; Z=Q, Z=1y Q=1 ? ipor qué?

d. ¢Es posible el <? épor qué?

e. ¢Qué elementos de N son también elementos de Z?

f.  éQué elementos de Ny Z son también elementos de Q?

g. ¢En qué conjuntos estan 1,13, -8, 2/5, 8,17, 1/5, 9, 13?

h. éNcQ, NcQ, Ncl, ZcQ, Z<l, Qcl?

i. ¢élcQ, Qcl, IcR, QcR?

10. Sean N, Z, Q e |, respectivamente, los numeros naturales, enteros, racionales,
irracionales y R los nimeros reales. Hallar los siguientes conjuntos.

a. Nuz . Qnl
b. NuQ m. NMR
c. NuI/ n. ZUR
d. zuQ 0. QUR
e. ZuUl p. IUR
f. Qul g. RUR
g. NnZ r. Qul
h. NnQ s. NmR
i. NMI t. ZNR
j- ZNQ u. QMR
k. Znl v. Qnl
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11.Sean U={a, b, c,d, e, f g, h, i}, A={a, b, c}, B={d, e, f, g}. Hallar los conjuntos
siguientes

a. A j. B-A

b. B’ k. (AnBY

c. U . B—-A
d @ m. AUA

e. AnA’ n. AnU

f. AUA o. (AuB)UU
g. BnA p. (ANB)ND
h. A’-8’ g. (AuB)LU@
i. BNA’ r. (AnB)NU

12.SeanU={a,b,c,d,e, f,g,h,i,jk},A={a, b, c,d elyB={c d, e,f, g, h}. Encuentre
los siguientes conjuntos

a. A f. BnA’
b. B’ g. B—A
c. U h. A-B
d @ i. ANB’
e. AAUA
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13. DadoU={a, b,c,d,e,f, g, h},A={a,b,c,d}yB={a, b, c,d, e, f}. Hallar los siguientes

conjuntos

a. A

b. B

c. AnA’
d. B'UA
e. B'UA’
f. BNA
g. BNA
h. BNnA’
i. B -A

j- (AuB)NU

k.

(AnA)NU

(AUB)N(AUB)

m. (AUB)U@

n.

0.

(Ayu(sy
(AUBY NA'UB’
(ANA)U(BMB)
(AUB)U(A'NB’)
(A-BY)

(AnB’)U(ANB)

14. En cada uno de los diagramas de Venn, rayar

a. A,B f. (ANB’Y
b. AnB g (AuB)
c. AUB h. (A-BY
d. A-B i @
e. (A, (BY v
U U U
A B
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15. En cada uno de los diagramas de Venn, rayar

a. AnB’ f. (AnB’)u (ANB)
b. AnB g. A-BNA
c. AnB h. A-A
d. A'UB i. (AnB’) U (AnB)uU (A’NB)
e. pUU

u u
A B

(s
16. En cada uno de los diagramas de Venn, raya

a. AnB'NC h. U-AuBUC
b. AnBNC i. AUB
c. AAnB'NC j. AUC
d. AnBNC k. BUC
e. ANBNC . (AuBUC)
f. AnB'NC m. A—-BNC
g. AANBNC

u u

A B
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17. En cada diagrama de Venn, rayar

a. AUB-C d. AU(BNC)
b. A-(BUC() e. AN(BU()
c. (B-AN(B-0)

U U U

L&) | E

18.DadoU={a,b,c,d,e,f,g,h,i,j, k I},A={a, b, c},B={d, e, f, gty C=1h, i, j}. Hallar
los siguientes conjuntos

a. A h. ¢nC

b. B i. (AnBNCY
c. U j. (AuBUC)
d @ k. A'uB'LC
e. BB’ . AnB'NC
f. BUA’ m. A’NBNC
g. CUA n. A—(BNC)
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19. DadoU={a,b,c,d,e,f,g,h,i,j},A={a,b,c},B={a,b,c,d, e,f}yC={a,b,c,d, e,

f, g, h, i, j}. Enumerar los conjuntos

a.

b.

A
B

c
vugy
ANB'NC

A'NBNC

g. AAnBNC
h. (AnBNC)
i. An(BUC)
j. BN(AUCY

k. U-(AnNBNC)

20.SeanU={a, b,c,d,e,f,g,h,i,j,k|,m,n,f,o,p,q,rs},A={a,b,cd ekl m,n}
B={c,d, e f, g h,ijl,yC={e i j k|, m n,i,o,p}. éCudlesson los elementos que
estan en cada uno de los siguientes conjuntos?

a.

b.

AUB

AUC

BUC
AuBUC
AuU

AUD
(AuBLC)LU
(AuBUC)UP

ANB

j. ANC
k. BNC
. ANBNC

m. ANnU, BNU, CuU
n. An@, BN@, NP
0. (AnBNC)NU

p. (ANBNC)N@

q. AUAUA

r. ANANA

21.SeanU={a,b,c,d, e, f, g}, A={a, b, c}yB={a, b, c, d, e}. Calcular

a.

b.

C.

solo los elementos de A,
sélo los elementos de By

los elementos de A o B.
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22. DadoU={a,b,c,d,e,f,g,h,ijk},A={a,b,c,d e}yB={d, e,f, g, h,i} Determinar:
a. solo los elementos de A,
b. sélo los elementos de By
c. los elementos de A o B.
23.DadoU={a, b,c,d, e, f, g, h,ij},A={a, b, c d}yB={e,f g} Calcular
a. solo los elementos de A,
b. sodlo los elementos de By
c. los elementos de A 6 B.

24.DadoU={a,b,c,d, e, f,q,h,i,j,km1n A o,pqrst,bA={ab,cdefqh,
n,fA,o},B={e, f,9,h,ijk I,myyC={g, h,k I,m,n, A, o,p,q,r} Encontrar

a. sélolos elementos de A, f. sdlolos elementos de By C,
b. sdlo los elementos de B, g. los elementos de A B,

c. soélolos elementos de C, h. los elementosde A6 C,

d. sdloloselementosde Ay B, i. loselementosdeBo6Cy

e. sololos elementosde Ay C, j. loselementosde A6 B4 C.

25.SeanU={a, b,c,d, e, f,g,h,ij k},A={a,b,c},B={d, e, f, gty C={h,i}. Calcular

a. sololos elementos de A, f. loselementosde B4 C,

b. sdlo los elementos de B, g. sololos elementosde Ay B,
c. sblolos elementos de C, h. sélo los elementos de Ay C,
d. los elementos de A 6 B, i. sobloloselementosdeByC,y
e. loselementosdeAdC, j. loselementosde A6B6C.
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Capitulo 15 - Problemas

26.DadoU={a,b,c,d, e f,g,h,ij kI, mnfop,qr,A={ab,cde},B={de,f,
g, hijklyyC={jk I, mn,#,o,p} Determinar:

a. sololos elementos de A, f. sélolos elementos de By C,
b. sélo los elementos de B, g. loselementosdeAd B,

c. sblolos elementos de C, h. los elementosde A6 C,

d. sélolos elementosde Ay B, i. loselementosdeBo6Cy

e. sololos elementosde Ay C, j. loselementosde A6B6C.

27.Comprobar
a. (A’'UB) =ANB
b. (AnB)UC = CU(ANBNC')
c. A—(BUC)=ANB'NC
d. (AUB)N(ANB)=ANB

e. AUB-C=(AnB'NC)U(ANBNC)U(A'NBNC)
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Capitulo 16

Incidencia de los conjuntos

os conjuntos son Uutiles para comprender y expresar conceptos matematicos

y, consecuentemente, desarrollar temas relacionados con éstos. Entre otros,

los conjuntos inciden en los numeros reales y nimeros complejos; relaciones y
funciones; ecuaciones lineales y sistemas; ecuacion de segundo orden y polinomios;
probabilidad y combinatoria; estadistica descriptiva e inferencial; valores maximo
y valores minimos, y optimizacion; cdlculo diferencial e integral, y ecuaciones
diferenciales; asi como en quimica e ingenieria quimica; laboratorio y reactores;
encuestas para definir preferencias y clasificaciones.

De acuerdo con la idea intuitiva de conjuntos, los nimeros reales estan formados por
los numeros racionales e irracionales, los cuales son precisamente dos subconjuntos
diferentes del conjunto de los nimeros reales.

Tanto en una relacion como en una funcién de una variable es posible distinguir
variables y constantes; de éstas, la variable independiente es a la que se le asigna
valores y la variable dependiente es aquélla cuyo valor viene determinado por el que
toma la variable independiente. Los valores de ambas generan conjuntos. También

en éstas se pueden diferenciar la regla de correspondencia, dominio, rango y pares
ordenados; para expresar las tres ultimas se emplean conjuntos.

16.1 Funciones y Relaciones

En cada caso, determinar dominio, rango y grafica.
a) f(x)=5
b) f(x)=x

c) f(x)=x+2




Algebra de conjuntos

a) Paradeterminareldominiode f(x) =5, se calculanlos valores de correspondientes
a los valores de x, por ejemplo, x = -2, -1, 0, 1, 2, el cual es un conjunto de
numeros reales que definen un dominio. Ver la tabla y grafica:

X y (x,y) y=95
-2 | 5 (-2,5)
-2, 5) (2.9
—1 5 (_11 5) N
ol s | (5 |
1 5 (1,5)
2 5 (2,5) 543219 1 2 3 4 s
3 5 (3,5)

Se puede observar que el dominio natural de esta funcion es el conjunto de los
nuameros reales, el rango el conjunto unitario {5} y, desde el punto de vista parejas,
ésta es un conjunto infinito de pares ordenados que geométricamente es un
conjunto de puntos en R%. Ademas, se observa que este conjunto de puntos estan
ubicados en una linea recta horizontal de pendiente cero y de cero grados de
inclinacion, la cual es la grafica de y =5 en R2

b) f(x) = x. El dominio de esta funcién es el conjunto de los nimeros reales. Para
calcular algunos valores de y correspondientes a x, se define un conjunto de
valores de x. En efecto, A ={-2,-1, 0, 1, 2}. Ver la tabla y grafica siguientes:

X y (x,y)
2| 2| (-2,-2)
-1 | -1 | (-1,-1)

o| o (0, 0) |
1|1 (1,1) 5 4 - 5
2 | 2 2,2)

3 3 (3,3) . 3.3)

Segun se puede observar, el rango es el conjunto de los nimeros reales y la grafica
es un conjunto de pares ordenados que geométricamente es un conjunto de puntos
en R2. La grafica es una recta con pendiente 1 e inclinacidn de 45°. Esta funcidén es
inyectiva, biyectiva, sobreyectiva e interseca con los ejes en el origen.
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Capitulo 16 - Incidencia de los conjuntos

¢) f(x) = x+ 2. El dominio de f(x) = x + 2 es el conjunto de los nimeros reales, es
decir, x € (oo, o0), mientras que el rango es también el conjunto de los nimeros
reales, el cual se denota como € R. El conjunto de puntos (x, y) en R? genera la
grafica de f(x) = x + 2, la cual se muestra enseguida.

X y (%, y)

-2 | -1 (3,-1) | y=x+2

-2 (=2, 0) .

-1 (-1, 1) ¢
(0,2)

(1, 3) / |
(2,4) i 4 B0 v -_1 : 4: s
55) | 5 }/'2 ; 2 3

W IN|F—|O
i lwWIN]|IF-L|O

Analiticamente, la linea recta es una ecuacidn lineal o de primer grado en dos
variables, es decir y = x + 2. Se puede observar que cada punto es solucidon de
ésta. También se puede ver que la representacion grafica del lugar geométrico
corresponde a la ecuacidn de primer grado y =x+ 2 y a la inversa.

Aparte de ser inyectiva, biyectiva y tener inversa, es creciente y los puntos comunes
a éstayalos ejesson (0, 2)y(-2,0), yla pendiente es 1.

En consecuencia, équé se puede decir de f(x) =2x -5, f(x) =—7x, f(x) =-3x+ 7y
f(x)=-3x-7?

Las expresiones cuadraticas definen relaciones y funciones, y, corresponden a,
lugares geométricos como, por ejemplo, la parabola, la circunferenciay la hipérbola;
asi como ecuaciones propiamente. En cada caso, écudl es el dominio, rango y
grafico?

a) y=x?

b) y=x*+4

c) y=x>—-6x+9

d y=(x-2)*+2
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a) f(x) = x2. El dominio de esta funcion es el conjunto de los nimeros reales y el rango

b)

es el conjunto de los niumeros reales especificados por el intervalo y € [0,2°].

Como los valores de x estdn comprendidos entre -eo y oo, para obtener un
subconjunto de puntos de y = x* y poder trazar parcialmente la gréfica de ésta, se
define el dominio X = {-4,-3,-2,-1, 0, 1, 2, 3, 4} y se calculan los valores de y. Ver la
tabla y gréfica.

X y (x,y)
-2 | 4 (-2, 4)
-1 | 1 (-1,1)

01| o0 (0, 0)

1|1 (1,1)

2 | 4 (2, 4) e :
3109 (3,9)

Segun la grafica, el lugar geométrico es una pardbola simétrica con respecto al eje
y. La grafica de esta funcién, segln se puede observar, corta al eje de simetria en el
vértice, es decir, en el punto mads bajo y el cual, en este caso, coincide con el origen.
En su dominio, esta funcidn no es biyectiva, por lo que no tiene inversa, pero, por
ejemplo, para el conjunto definido por x > 0 tal funcidn si tiene inversa. Ahora,
équé sucede si el dominio es el conjunto definido por x < 0? Como esta funcién es
simétrica con respecto a un eje, entonces es par y positiva, por lo que su grafica se
abre hacia arriba. Consecuentemente, ¢ Qué se puede decir de y = —x*y de y? = +4x?

y = x* + 4. Para calcular un subconjunto de puntos (x, y), se calculan los valores de
correspondiente a los valores de x que estan en el subconjunto X = {-4,-3,-2,-1, O,
1, 2, 3, 4} de numeros reales que pertenecen al dominio de la funcién dada. Ver la
tabla y gréfica siguiente.
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Capitulo 16 - Incidencia de los conjuntos

X y (x,y)
-4 20 (-4, 20) [

yif) M N
-3 | 13 | (-3,13) AN I

T -l
-2 8 (_2’ 8) At
_1 5 (_1[ 5) :: _.-:. : P S L A S - - :
0 4 (0, 4) =1 ]
1 5 (1,5) I '

ppl [ ]
2 8 (2, 8) al 1l

41 & ! |
3 13 (3,13) 3 10
4 | 20 | (4,20)

El dominio natural es el conjunto de los nimeros reales y el rango es el conjunto
de los nimeros reales definido por y > 4. El vértice es el punto (0, 4) y éste es la
interseccidn de la grafica con el eje de simetria y es el mds bajo o minimo.

La expresidn analitica de este lugar geométricos es y = x> + 4 y a la inversa. Se puede
observar que cada punto (x, y) es solucidén de la ecuaciony=x>+4,yquey=x>+ 4
es una funcién par, porque f(—x) = (-x)? + 4 = f(x). También se puede observar que
la grafica de esta funcion no tiene ningln punto comun con el eje, lo cual significa
que la ecuacién x2 + 4 no es posible resolverla en los reales.

Sise comparay=x*+4cony=x>—8,y=-x*+2, y=—x>-8; iqué diferencias se
pueden distinguir?

c) y=x?>—6x+9. Esta expresion también se puede escribir como y = (x—3)2 Después
de definir el dominio con—2 < x <5 se calcula los valores de correspondientes a los
valores de x que estan en el dominio. Los puntos (x, y) calculados se encuentran
registrados en la tabla siguiente y representados geométricamente en la grafica
gue sigue. En la gréfica se ve que el rango restringidoes 0 <y < 13.
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Ty o) TR —
-2 | 25 | (=2,25)
-1 | 16 | (-1, 16)
9 (0,9)
4 (1,4)
1 (2,1)
2
1
4

br]

]

e
| =T

&

-

- b L de U8~ OB WD

(3,2)
(4,1) 5 432109 1 2 3
(5,4

| 4 4

TS

L4,

Mientras que el dominio natural es el conjunto de los nimeros reales y el rango
es el conjunto de los nimeros reales definidos por y = 0. y = (x — 3)? representa
una pardbola simétrica a la recta x = 3 y con vértice (3, 0), el cual es un minimo. De
acuerdo con el dominio y rango, esta funcidn se interseca con el eje y en el punto
(0, 9) y su minimo estd a la derecha del origen.

¢Qué se puede afirmardey=x*+4x+4,y=—x*+8x—16,y =x*-2x + 4, y = x> —6x
+11?

y = x> —4x + 6. Para determinar el dominio, rango y grafica, esta expresidn se puede
escribir como y = (x — 2)? + 2. Para calcular valores de y, se define el conjunto X =
{-1, 0, 1, 2, 3, 4}, el cual es un dominio util para determinar algunos puntos (x, y)
de la funcidn. La tabla siguiente contiene los puntos calculados y su representacion
grafica se puede observar en la gréfica.

y=x?-4x+6
|

13 ——t—t- —— —

12 :

1 r
X y (x,y) 0 ]- \

9 t
-1 | 11 | (-1,11) 8 —+— \

T
o[ 6] (s s — "g\ /
1| 3 (1,3) 4 5
2 | 2 2,2) : !

[ | |
3 3 (3,3) 5 432412 3 45
4 6 (4, 6)
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Capitulo 16 - Incidencia de los conjuntos

El dominio natural es el conjunto de los nimeros reales, x € R, y el rango es el
conjunto de los numeros especificado como y 2 2 6 y €[2,o°). La grafica es una
parabola abierta hacia arriba y con vértice en el primer cuadrante, cuyo punto
corresponde a un minimo de y = x2 —4x + 6. Se puede observar que la gréfica se
intercepta con el eje en (0, 6) y que con el eje no existe tal interseccion.

¢Qué se puede afirmardey =x?+6x+11,y=1—6x—x% y =6 + 4x — x*?

Mediante las intersecciones y la forma de y = x?, que es una parabola, se puede
construir la grafica de y = x* —4x + 6, por ejemplo. En efecto, parax =0,y =6, de
donde la interseccién con el eje y es (0, 6); paray =0, (x —2)>+ 2 = 0, de donde la
interseccidn con el eje x es imposible. Para encontrar el punto minimo, se hace x
=2, de donde el tal punto es (2, 2). Después de conocer los puntos (0, 6) y (2, 2), y
sabiendo que no se intercepta con el eje x y su forma es una pardbola, la grafica es

y=(n-2F+2

X y (x,y)
-2 | 18 | (-2,18)
-1 | 11| (-1,12)
0| 6 (0, 6)

1| 3 (1,3)

2 | 2 (2,2)

3 | 3 (3,3)

Desde este punto de vista, écual es el dominio, rango y graficade y =4x, y=2x+4,
y=-3x+6,y=—4x-8,y=x"+4,y=—x"+4,y=-x=16,y = (x—4)", y=—(x—4)%, y =
(x+8)2 y=—(x+8)%y=(x+6)2+5y=(x—3)2+4,y=—(x—-2)>+8,y=—(x—4)*—-4?

Continuamos con la determinacién del dominio, rango y grafica de x> + y?> = 25.Si y
=0, el intervalo de variacién de x es =5 < x < 5, es decir éste es el dominioy six =0,
y varia de =5 a 5, lo cual significa que -5 <y <5 es el rango de x? + y* = 25, la cual no
es funcién, sino relacién. De x2 + y2 = 25, se puede escribir y = +\[(25 — x?). Para que
y sea real, se requiere que 25— x> > 0 0 sea x> <25 < -5 < x < 5. Los valores para y
en este intervalo y el calculo de (x, y), asi como su representacion grafica se muestra
enseguida.

121



Algebra de conjuntos

X y (x,y)
-5 0 (-5, 0)
-4 +3 (-4, 3)
-3 +4 (-3, 4)
-2 | +4.582 | (-2, 4.582)
-1 | +4.899 | (-1, 4.899)

0 5 (0,5)

1 | +4.899 | (1,4.899)

2 | +4.582 | (2,4.582)

3 +4 (3,4)

4 +3 (4,3)

5 +0 (5,0)

Se observa que la figura representa una circunferencia centrada en el origen y con
radio 5.

¢A qué conjunto de nimeros reales es igual el dominio y rango de x* + y* = 1y cual
su grafica?

Igualmente, determine dominio, rango y grafica de (x — 4)? + (y — 4)? = 4. En efecto,
la expresién dada se puede escribir como y = 4 + (4 — (x — 4)2, de donde (x — 4)* <
4 < 2 <x <6, lo cual significa que el dominio es el conjunto expresado como 2 < x
<66 x €[2, 6]. De la misma manera el rango es conjunto de nimeros reales escrito
como 2 £y < 6. Para cualquier otro nimero que esté en (-o=, 2)U(6, =°), el valor de
y serd un numero complejo.

Los valores utiles para dibujar la relacion (x — 4)? + (y — 4)? = 4 figuran en la tabla
siguiente.
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X y (X, y) * N ]

2 4 (2, 4) \ d \‘1

3 | 4+V3 | (3,4£V3) \ )

4 | 4+2 | (4,412 . \._h],./

5 | 4+V3 | (54+V3)

6 4 (6, 4) |; 102 3 4 5 B T

Segun la grafica, la curva obtenida es una circunferencia con centro en el primer
cuadrante. También se puede observar que ésta no se intercepta con ningun de los
ejes, ni con el origen y que si se traza una vertical en cada punto del dominio, ésta
toca dos puntos de la gréfica, lo cual significa que es una relacién.

Para encontrar los puntos de intercepcién de la grafica con los ejes, se hace x=0y
y=0,estoes,six=0,y=4+\(4—(0-4) es un nimero complejo, lo cual significa
que no es posible la intercepcién de la grafica con el eje y. Igualmente, siy=0,x=4
+V(4 = (0—4)? es un nimero complejo, lo cual permite afirmar que la grafica no se
intercepta con el eje x.

En general, (x—h)? + (y— k)? = r* es una circunferencia, la cual queda completamente
determinada por el centro (h, k) y el radio r.

¢Qué conjunto de nimeros reales son el dominio y rango, y cudl su grafica de x? + y?
+6x+8y+16=0,x>+y*+8x—6y+16=0,x*+y*+4x—4y—1=0,x*+y*—6x—1=
0,X*+y*+6x+2=0,x*+y*—2y—4=0?

Ahora, determinar el conjunto de los nimeros reales que, respectivamente, son el
dominio y rango de 4x* + 9y? = 36; y dibujar su grafica.

— 2
La ecuacién 4x? + 9y? = 36, se puede escribir como y = * ,’36% de donde el

dominio es el conjunto de los nimeros especificados por-3<x<3ox e [-3,3] yel
rango esta dado por el conjunto -2 < y < 2. Como en el dominio y es real, entonces
en (—o=, —3)U(3, =) y no es real. La tabla siguiente contiene los valores reales de x e
y, los cuales son Utiles para construir los puntos (x, y) que se emplearan para dibujar
la grafica. Ver la figura siguiente.
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X y (x,y)
2 2_
-3 0 (_3[ 0) . 4% +gy =36
2 | £ | (-2,£1.490) .
1| £ | (-1,£1.3885) T
0 +2 (0, £ 2) 2l
1| £f2 | (1,£1885 ! f/
1 t >
2 2 (2, £1.490) :
3 0 (3,0) X3 2 4 0 1 2 8

Se puede observar que la figura adjunta es una elipse o lugar geométrico de los
puntos cuya suma de distancia a dos puntos fijos es constante. Ademas, se puede ver
gue la curva es simétrica con respecto a los ejes y con respecto al origen. También
se observa que el centro de esta elipse es el origen, el eje mayor esta sobre el eje x
y el menor sobre el eje y. Ademds, como a =3y b =2, entonces las coordenadas de

los focos son (5, 0) y (V5 , 0), ya que c = \(a> - b?) .
¢Qué cambia si la ecuacion de la elipse es 9x* + 4y? = 36?

¢Qué conjunto de numeros reales es, respectivamente, el dominio y rango; y
grafica de

9x% + 25y% = 225y 25x% + 9y? = 225;
16x2 + 25y% = 400 y 25x% + 16y* = 400;
25x% + 36y? =900 y 36x> + 25y% = 9007?
Para continuar se determina el conjunto de numeros reales que, respectivamente,

es el dominio y rango; asi como el conjunto de puntos suficientes para dibujar la
grafica de

(x=2)* (y=3)_
16 + 3 =1.

La ecuacidn dada también se puede escribir como 9x* + 16y* —36x—96y + 36 =0 6
también como
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yo3s [L44-9(x=2) 4 X=2+J144—16(y—3)2
- 16 - 9

El dominio es tal que x €[-2, 6] y el rango es tal que y €[0, 6]. Ver figura siguiente y
la tabla de valores.

X y (x,y)

-3 nc (-3, nc)

—2 3 (=2,3) y =3 £[144-9x2f
-1 | 3+1.984 | (-1,3+1.984) L

0o | 3+2598 | (0,3+2598) 5 -

1 | 3+2.9047 | (1,3 +2.9047) = 1|

2 3+3 (2,3+3) .

3 | 3£2.9047 | (3,3+2.9047)

4 | 3+2598 | (4,3+2.598) LT

5 | 3+1.984 | (53+1.984) \L |

6 3 (6, 3) _

7 nc (7, nc) 2 4 08 1 2 3 4 5 6 7

Segun la grafica, el centro de la elipse estd en el primer cuadrante, el eje mayor es
paralelo al eje x y el eje menor es paralelo al eje y. La elipse es una relacidon y no una
funcion.

144 — 9(x — 2)?

> después de
16 20V p

El dominio de esta relacidon se obtiene haciendo
hacer operaciones el resultado es

(x—2)<16<=-4<x-2<4 0
(x—2)’<16<-2<x<6.
Mientras que para obtener el rango, se hace lo siguiente
144 -16(y-3)*20,
(v=3)2<9<-3<y-3<3o0

(y—-3)0<9<0<y<6.
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La forma general de la ecuacién de la elipse es Ax*> + By? + Dx + Ey + F = 0, siempre
gue Ay B sean del mismo signo.
¢Cual es el dominio, rango y grafica de

(x+4) (y=3)"_ (x=4), (y+3)°_

9 7 1Y g 7z b
()(—45)2 NV IGZ)Z “1y (x 165)2 . ()’—42)2 -1,
(X’f92)2 N ()/;55)2 “1y (X;SZ)2 . (y+95)2 =1,
(x I63)2 L ;53)2 “1y (x ;53)2 L 163)2 =1
(x 164)2 v ;65)2 2y & I64)2 v ;65)2 -1,
(x —43)2 N ()/;60)2 “1y (X;63)2 N ()’—40)2 -1,

(x+0)* (y=3)_ (x+0) (y=3)P_..
g tTa5 1Y T o ttg L

Ahora, determinar respectivamente, el conjunto de los nimeros reales que son el
dominio y rango de 4x* — 9y? = 36; y su grafica.

Esta ecuacion se puede escribir como
x)?/9-(y)?/4=1,

(X_)2+(y_)2:1

9 4

2_ . . . ’
0 mejor, y = ,’%, de donde el dominio es el conjunto de numeros reales

declarado por x> 29 < x 2 3 6 x < -3, el cual también se puede escribir como x €
(—eo, =3]UI[3, °), 0 en su lugar, x & (-3, 3).
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Capitulo 16 - Incidencia de los conjuntos

En x = -6, -5, -4, -3, 3, 4, 5, 6, los valores de y son reales y en -3 < x < 3 son
2 _
complejos, lo cual significa que no estan en el dominiode y =+ % En la tabla

siguiente se muestran los valores calculados y en la grafica los puntos (x, y).

X y (x,y)

—6 | +3.4641 | (-6, +3.4641)

-5 | +2.6666 | (-5, 2.6666) ] 5
-4 | +£1.7638 (-4, 1.7638) =] M A
-3 0 (-3, 0) AW E

3 0 (3,0) ) \

4 | +17638 | (4 +1.7638) | 7/ .- \\
5 | +2.6666 | (5,+2.6666) s N
6 | 34641 | (6, +3.4641) EREERERERERERE

De conformidad con la grafica, el rango es el conjunto de nimeros reales declarado por
y€&(-o0,20). Se ve que la grafica es una hipérbola con centro en el origen, focos y vértices
en el eje x; como los vértices reales de la hipérbola son los puntos en los que la curva
corta al eje real, entonces las coordenadas de éstos son (-3, 0) y (3, 0), y la de los focos

son (-V13,0) y (V13, 0).

De acuerdo con las potencias pares de x e y; calculos y grafica, la curva es simétrica con
respecto a los ejes x e y y con respecto al origen.

El eje real o transversal se denota por A’A y su longitud es |-3 -3 |=|3 - (-3)| = 2(3). El
eje imaginario se denota por B'B y su longitud es |-2 -2|=]|2 - (-2)]| = 2(2).

-" 2 2
La excentricidad es e = c/a =13 / 3, porque e = Jaa;bz, enlaquea=3yb=2.

Las ecuaciones de las directrices son x = + a/e =9 /\[13 y las ecuaciones de las asintotas
sony=z(b/a)x=%2x/3.

La hipérbola no es una funcién, es una relacion y si los focos pertenecen al eje x, la
expresion general de ésta es Ax"2-By”*2=1y si éstos pertenecen al eje y, la expresion
general de ésta es

Ax?—By*=-1
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¢Bajo qué condiciones una hipérbola puede ser una funcion?

En cambio, si los ejes de la hipérbola son paralelos a los ejes x e y, la expresion general
de éstaes Ax2—By?+ Dx + Ey + F=0, en la que A y B son del mismo signo.

¢Qué conjunto de nimeros reales es dominio y rango, y cual la grafica de
a) 9x2—4y*>=36
b) 16x*—25y* =400
c) 36y?—9x*=324
d) 4x*-25y*=100
e) 25x? - 16y*=4007?
Determinar ahora el dominio, rango y grafica de

x=2)* (y=1)"_
3 + 7 =1.

Esta ecuacion también se puede escribir como 4x?—9y?—16x + 18y — 29 = 0, o bien,

’4(x -2)*-36
=1+ (£ <] 9
y=1% 9 .

De donde, el dominio es el conjunto de nimeros reales especificada por (x—2)?29 <
x2506x<-1yelrango es el conjunto de nimeros reales tal que y € (—oo,0).

En la tabla siguiente aparecen los valores x, los valores reales de y y los puntos (x, y)
utiles para dibujar la grafica.
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2 _ -
X y= 1+ W (X, y)
s o1+ 160 _ {+5.2164 (-5, 5.2164)
N9 —3.2163 (-5,-3.2163)
4 o1+ 108 _ {+4.4641 (-4, 4.4641)
Vo -2.4641 (-4, -2.4641)
3 o1+ 64 _ {+3.6666 (-3, 3.6666)
N9 -1.6666 (-3,-1.6666)
S o1+ 28 _ {+2.7638 (-2, 2.7638)
"NV o -0.7638 (-2,-0.7638)
-1 y=1t% \Ig =1.000 (-1, 1.000)
5 y=1% % =1.000 (5, 1.000)
6 o1+ 28 _ {+2.7638 (6,2.7638)
Vo -0.7638 (6, -0.7638)
; o1+ 64 _ {+3.6666 (7, 3.6666)
"\ o9 -1.6666 (7,-1.6666)
N
i \1 r/
, BN 7
1] - l'j
, | / N
I 4-‘/ \r
=4
f"
. e
‘ & -4 -“.l 2 1 5] i 2 4 5 & T
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En x € (-1, 5), el valor de y es complejo, por lo que este intervalo no es dominio de la
relacion, pero si parte de la hipérbola, como lo es el eje imaginario y el eje real.

(x=2)* (y—-1)°
9 4
real.

=1, pero si parte de la hipérbola, como lo es el eje imaginario y el eje

La curva es una hipérbola con centro en (2, 1), vértices en (-1, 1), (5, 1) y con focos
(2-V13, 1) y (2 + V13, 1). Como el eje real de esta hipérbola es paralela al eje x,
el centro esta en el primer cuadrante, a = 3 y b=2; entonces las ecuaciones de las

asintotas sony = i% (x—2).

Por ultimo y por principio, la hipérbola es una relacién y no una funcion. (De una
hipérbola se puede definir una funcion?

En cada caso, écudl es el dominio, rango y grafica de

2 2 2 2
(x;rsz) +(yI63) “1y (y;53) +(XIGZ) -1,
(x=2) (y+4)_ y+4) (x=2)°_,.

3% 25 Y3 tTgs U

2 — 2 _ 2 2

(x;r53) v 94) “1y (y254) +(X+93) =1
— §)2 2 2 —£)\2
e SlS) S V20 S N V0 G . )

16 4 16 4
Seay =x3—12x+ 15, éicudl es dominio, rango y grafica?

Segln se puede observar, la funcién dada no tiene rupturas, por lo que el dominio es
el conjunto de los nimeros reales, lo cual se puede expresar como x € R 6 x € (—oo,o0).
Igualmente el rango es también el conjunto de los nimeros reales, oseay e Roy €

(—oo'oo)_

Para dibujar la grafica de esta funcidn, se define un dominio y enseguida, se calcula
Yy, ¥, consecuentemente, los puntos (x, y). Esta informacion figura en la tabla y gréfica
siguientes.
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y=x—-12x+15

X y (x,y)
-4 | -1 | (-4,-1)
-3 | 24 | (-3,24)
-2 | 31| (-2,31)
-1 |26 | (-1,26)

0o | 15 | (0,16)
1| 4| (a4
2 [ 1] 2 i
3 | 6| (36

Segun la gréfica, en el punto (-2, 31), se tiene un maximo relativo con respecto a
los puntos situados a ambos lados de éste. Mientras en el punto (2, —1), se tiene un
minimo relativo. La gréfica, como puede observarse, se intercepta con los ejes, las
intercepciones con el eje x, corresponden a raices reales de la funcion dada, mismas
qgue no fueron calculadas.
¢Cual es el dominio, rango y grafica de

a) f(x)=x*-2x*+6,

b) f(x)=(x*+6x+9) (x+2),

c) f(x)=(x*+10x + 25) (x),

d) f(x)=(x*—4) (x+5),

e) f(x)=(x*—4x+4) (x-3),

f) f(x) =x*—8x,

g) f(x) = (x+5) (x=3) (x +2)?

Ahora, dibujar la grafica de la funcién definida por y = In x y determinar el dominio y
rango.

El dominio es el conjunto de nimeros reales definidos por x > 0 y rango es el conjunto
de los numeros reales.
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En la tabla siguiente estan los nimeros reales de y para un dominio definido de la
funcién dada, asi como los puntos (x, y), los cuales se utilizaran para delinear la gréfica.

X y (x, y)
0.01 | —-4.605 | (0.01,-4.605)
0.1 | -2.302 | (0.1,-2.302)

1 0 (1,0)

2 | 06931 | (2,06931)
3 | 1.0986 | (3,1.0986)
4 | 1.3863 | (4,1.3863)
5 | 1.6094 | (5,1.6094)
6 | 1.7918 | (6,1.7918)

y=Inx

La grafica de esta funcidn sélo se intercepta con el eje x y lo hace en el punto (1, 0).

De la misma manera, determinar dominio, rango y grafica de y = In (x + 5).

La funcién dada ya no es la funcidn logaritmica natural. Conforme con esto, el dominio
es el conjunto de numeros reales especificado por x > -5 y el rango es el conjunto de
los nimeros reales.

Los valores de x e y para trazar la grafica de y = In (x + 5) figuran en la tabla siguiente.

X y (x,y)
-4.9 | -2.303 | (-4.9,-2.303)
-4.6 | -0.916 | (-4.6,-0.916)

-3 | 0.6931 | (-3,0.6931)
-2 | 1.0986 | (-2,1.0986)
-1 | 1.3863 | (-1,1.3863)

0 | 1.6094 | (0,1.6094)

1 | 17918 | (1,1.7918)

2 | 1.9459 | (2,1.9459)

3 | 2.0794 | (3,2.0794)

y=In(x+5)

La graficade y = In (x + 5) intercepta al eje x en (-4, 0) y al eje y en (0, 1.6094).

132



Capitulo 16 - Incidencia de los conjuntos
Dey=In(3x),y=In(x—=8),y=In(x+8),y=In(2x+3),y=In(3x—4),y=In (x/3 +4),
y=1In(x/2-8),y=1In(8—-x),y=1In(10-x/2); écudl es el dominio, rango y grafica?

Determine lo mismodey=In(x)+8,y=In(x)-2,y=In(x+3)+5,y=In(x—-4) -4,y =
2In(x+3)+6ey=2In(2x-5)—6.

Ahora, después de determinar el dominio y rango de y = e*, delinear su grafica.

El dominio son todos los numeros reales y el rango son tales que y > 006 y € (0, o).
Su gréfica puede observarse en la figura siguiente.

X y (x,y)
-2 | 01353 | (=2, 0.1353) y = exp(x)

-1 | 03679 | (-1,0.3679)

0 1 0, 1)

1 | 27183 | (1,2.7183)

2 | 73801 | (2,7.3891)

3 | 20.086 | (3,20.086)

4 | 54598 | (4,54.598) P R
5 148.41 (5, 148.41) =

6 | 403.42 | (6,403.42) d

Representar graficamente a y = e + 5 y determinar su dominio y rango.

El dominio son todos los nimeros reales y el rango es el conjunto de niumeros definidos
pory>00y € (5, =°). Larepresentacion grafica se puede observar en la figura siguiente.
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X y (x,y)

2 | 51353 | (=2,5.1353) y=explx) +5

-1 | 53679 | (-1,5.3679) 1 e
0 6 (0, 6) /
1 | 7.7183 | (1,7.7183) e 4 /"

2 | 12389 | (2,12.3891) - :

3 | 25.086 | (3,25.086) =t

4 | 59.598 | (4,59.598) e I I

5 | 153.41 | (5,153.41) i

6 | 408.42 | (6,408.42) =

éCudl es el dominio, rango y graficadey=—e*, y=e*, y=2e,y=—-2¢e,y=€+2,y=
e*+4,y=—e*+5,y=e*-3?

Se continta con la determinacion del dominio, rango y grafica de f(x) = sen x.
El dominio de esta funcién son todos los nimeros reales y el rango es el conjunto de

numeros reales definidos por el intervalo [-1, 1]. La gréfica se puede ver en la figura
siguiente.

y =senx
y = sen(x)
1.5
X y (X, y) !
0.5
0 sen (0) (0,0)
n/2 sen (rt/2) (r/2,1) ;: = | = e ™z
T sen () (T, 0) _1'
3r/2 | sen(3m/2) | (3m/2,-1) i
2n sen (2rm) (2, 0)

Segun la gréfica, y = sen x, tiene un maximo relativo en (11/2,1) y un minimo relativo en
(311/2, —1). Como el periodo de esta funcion es 2, ésta repite sus valores cada 2. Ver
la figura siguiente.
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y=senx, seanulaennk, k=0, 1, 2,3, ... Dicho de otra manera, 0, 1, 2m, ..., kit, son las
raices reales de y = sen x. La periodicidad también se cumple a la izquierda del origen.

Ahora, después de establecer el dominio y rango, dibujar la grafica de y = cos x.

El dominio natural de y = cos x, son los numeros reales y el rango es el conjunto de
numeros reales definidos por [-1, 1]. La grafica se muestra en la figura siguiente.

y = cos (x)

1.5 - I S T T —
X y (x, ¥) 1 i I Ve BN )
0 sen (0) (O' 1) Ds\ N N ‘:/ \ ==
/2 sen (rt/2) (1t/2, 0) 01— T TS pre

1 1 1
m‘?\ |
0.5

oty

n sen () (r, -1) -
3n/2 | sen(3n/2) | (3n/2,0) M |
2 sen (2m) (2mt, 1)

Segun la grafica, y = cos x, tiene un maximo relativo en (0, 1) y un minimo relativo en
(rr, —1). Como esta funcidén es periddica, de periodo 25, los valores de ésta, se repiten
en cada periodo. Ver la figura siguiente.
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y = cos (x)

m AT a2
E e | 2F s 3 A

SN NA

A5

Las raices de y = cos x, son los nimeros reales dados por km/2, para k impar. La
periodicidad de esta funcién también se cumple a la izquierda del origen.

16.2 Desigualdades

En cada caso, hallar el conjunto solucién

1. x+2<2x+1. De acuerdo con las propiedades de las desigualdades, se tiene que
X—2x<1-2,
—x<-1,
x>1.
x € (1, 90) 6 x € (—oo, 1], 0 bien,
2-1<2x—-xy1<x, por definicion de desigualdad,
x> 1.

2. x/5-1/3 < 2x/3 + 1/5. Después de resolver, se obtiene que
(3x—5)/15 < (10x + 3)/15,

3x—-5<10x+3,
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-5-3<10x-3x,

-8 < 7x,

—8/7 < x, o bien, x >—8/7, lo cual también se puede expresar como

R

También multiplicando por 15, se obtiene
3x—-5<10x+ 3,

3x—10x<3+5,

—7x< 8,

7x>-28,

x >—28/7, lo cual significa que

X e (—%, o) 6 X & (—oo,—% .

¢Qué conjunto de numeros reales satisfacen a
3x-5>x-3,

6—-2x>5-x,

3x/2-5/7<x/3+7/2,

2x/5—-4<x/4+7,

x/3—2<5x/2-2/5,

7x/2 +2/3 < x/5—-3/4,
5/2-27/3>7/2-x/3y

3/4 +x/3 >5/3 —x/4?
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3. (x+1)/(x - 3) < 4. El conjunto solucién depende de la condicidn que impone el

cociente, es decir, para evitar el cero, se formulan las dos condiciones siguientes.
i)Six—3<0, 6x< 3. Entonces
x+1>4(x-3)
X+1>4x-12
1+12>3x
13/3>x
x<13/3.
ii)x—3>0,x>3
ii) Six—3>0, 6 x> 3. Entonces
x+1<4(x—3)
x+1<4x-12
13 <3x
13/3 < x

x>13/3.

El conjunto solucion para la condicion x < 3, es la interseccion de x < 13/3 y x< 3, o sea,
X € (—oe, 3). El conjunto solucidn para x > 3, también es la interseccion de x >13/3 y x> 3,
es decir, x € (13/3, o=). Consecuentemente, el conjunto solucion para la desigualdad
planteada es la unién de los dos conjuntos solucién o de las dos soluciones parciales, la
cual es x € (—oo, 3)U(13/3, =) 6 x ¢ [3, 13/3]. Ver la figura siguiente
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x+1

¢En qué se modifica el conjunto solucidn si

¢Qué valores de x satisface a
(2x+1)/(x=2)>1,
(2x—=1)/(x+5) =2,
(x+2)/(x-8)<3,
(2x—=1)/(x+9) <5,
(3x+2)/(2x-10) > 5,
(5x—4)/(2x-12)27y
(3x—2)/(3x+15) < 2?

4. |2x+ 5]<10. Segun las propiedades del valor absoluto,

[2x+5]|<10<=>-10<2x+5< 10
-15<2x<5
-15/2 <x<5/2

Por consiguiente, el conjunto solucidn es el intervalo abierto (—15/2, 5/2). La solucidn
también se puede expresar como x ¢ (—ee, —15/2]U[5/2, ==) 6 x ¢ (—15/2, 5/2).
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Sib>0, |x| <b< —b<x<b. Esta propiedad de la desigualdad es fundamental para
resolver lo planteado. No olvidar que otra propiedad es: sib >0, |x| > b < x> b o bien
X< —b.

¢En qué se modifica el conjunto solucion si |2x + 5] < 10?

5. |3x—1| > 5. El conjunto solucion de esta desigualdad es 3x—1>5 6 bien, 3x—1
<=5

x> 2 o bien x <—4/3. Ver la figura siguiente.

= 4% =3

43

0
5 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

De aqui, el conjunto solucidn es tal que x € (—eo, —4/3)U(2, =) 6 x ¢ [-4/3, 2]
¢Cual es el conjunto solucién si |3x—1| 25?
¢Qué valores de x satisfacen a

[x+7]|>8,

|2x + 3| 26,

[x—=5] >2,

[x—8| >6,

[2x/3+2| 23y |x/3-6]|2>1;

|x+10]| <4,

[2x+ 3] <9,

|2x-3] <2,
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[3x-5] <5,
|x/2-3/5]| <7,
|2x/5-%| <7,
|5-8x| <3,

|8 —x]| <0,

[10-3x| <2vy |2/3—-x/6]| 2?

6. |(x+6)/(x—5)| < 4. Sabiendo que |x| £a < —a<x<a,entonces |(x+6)/(x—5)]

<4 esequivalentea-4<(x+6)/(x—5)<46

—-4<(x+6)/(x=5), (x+6)/(x—5)<4

Como la divisién entre cero no esta definida, entonces para resolver esta desigualdad
se deben considerar las restricciones

i) x—5<006 bien, x<5;

ii) x—5>0, 6 bien, x> 5; asi como la propiedad: sia, b € R tal que —a <—b, entonces

a > b. En consecuencia se tiene que

Six < 5. Entonces

—-4(x-5)2x+6 X+62>4(x-5)
—-4x+202x+6 X+624x-20
20-6 2 5x 26 2 3x

14 > 5x 26/3 2 x

14/5 2 x x<26/3
x<14/5
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ii) Six>5. Entonces

—4(x—5)<x+6 X+6<4(x-5)
—4x+20<x+6 X+6<4x-20
20-6<5x 6+20<4x—x
14 < 5x 26 < 3x
14/5 < x 26/3 <x
x214/5 x226/3

De donde, si x < 5, la solucion parcial es la interseccion de x < 5, x < 14/5y x < 26/3,
es decir se tiene como conjunto solucién, el intervalo (—ee, 14/5]. Si x > 5, la solucién
parcial es la interseccidén de x > 5, x > 14/5 y x = 26/3, esto es, se tiene como conjunto
solucidn, el intervalo [26/3, o).

Como (—=°, 14/5] y [26/3, ==) son soluciones parciales de la desigualdad original,
entonces la solucién de ésta, es la unidn de éstas, la cual es

x € (—eo, 14/5]U[26/3, =) 6 x ¢ (14/5, 26/3). Ver la figura siguiente.

X = 2603

| X<5

P X < 14/5 1]

W
. N
th
[= 8
=4 L
[= 3

5 4 3 210 1 2

x> 26/8
X=5 |

X = 145

En x=14/5y x = 26/3, se cumple la igualdad; y en (—eo, 14/5) y (26/3, =) se cumple la
desigualdad; mientras que en (14/5, 26/3) lo propuesto no se cumple. En efecto, para
x =14/5,
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E+6
154 =4, o bien, —(-4) = 4; y para x = 26/3,
=_5
5
§+6
236 =4, o bien, |44/11]| = 4.
?_5

Para x €(—e=, 14/5), a medida que x decrece, |(x + 6)/(x — 5)| se acerca a 1, a través
de valores menores que 4, lo cual significa que la desigualdad se cumple; del mismo
modo, para x € (26/3, e=), a medida que x crece, |(x + 6)/(x—5)]| tiende a 1, a través de
valores menores, lo que significa que la desigualdad original es verdadera.

¢En qué se modifica la solucién si |(x + 6)/(x—5)| < 4?

7. |(x+6)/(x—5)| = 4. Sabiendo quesib>0, |x| 2b<> x>b 6—x 2= b, entonces por
semejanza
X+6 x+6

> i _—2 y > i
> 4 es equivalente a o 246 E >4, o bien,

X+6
X—=5

X+6
X—=5

X+6

< —
X=5 <-4

246

<-4,

La solucion de esta desigualdad depende de las restricciones i) x < 5 y ii) x > 5.
Luego de tomar en cuenta este hecho y organizar el proceso de solucidn, ésta es:

i) Six<5. Entonces

X+6<4(x-5) X+62-4(x-5)
X+6<4x-20 x+62-4x+20
26 < 3x 5x>220-6
26/3 <x 5x>14
x>26/3 x214/5
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ii) Six>5. Entonces

X +624(x-5) X+6<-4(x-5)
X+624x-20 X+6<-4x+20
26 24x—x X+6<—4x+ 20x
26 2 3x X+4x<20-6
26/32x 5x<14

X <26/3; x <14/5.

Para determinar la solucidon de esta desigualdad, se hace graficamente, o sea, las
restricciones e intervalos solucién se trazan sobre la recta numérica; siendo una
solucidn parcial la interseccion, si existe, de x < 5, x 2 26/3 y x = 14/5; mientras que
la otra solucidn es, si existe, la interseccion de x > 5, x < 26/3 y x < 14/5. En ambos
casos, se observa que las restricciones no se interceptan con los dos intervalos que se
obtienen como solucion. Ver la figura siguiente:

X = 14/5

X = 26/3 .
X=5 [ =

_5-4-3-'2-1012P45_57'891o

\ K NI

K>S

M
\.‘f

=263

De acuerdo con la grafica, si una solucidn es la interseccion de x <5y x 2 14/5, entonces
es tal que x € [14/5, 5); mientras que la otra es el conjunto de nimeros determinados
por la interseccidn de x > 5y x < 26/3, es decir, x € (5, 26/3), por consiguiente, la

solucion de la desigualdad dada es tal que x [%, ?] —{5} 6 x ¢ (-, 14/5)U(26/3,

oo) + {5}.
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14
—+6
En x = 14/5, se cumple la igualdad, es decir, 1 = 4, o bien, 411| 4. Lo mismo
<5
?+6
ocurre en x = 26/3, o sea, e =4, o mejor, |—|=
-

x+6
x—5 se acerca a uno, por

También, se observa que en (23 oo) y a medida que x crece,
|> 4. Algo semejante ocurre en

lo que en tal intervalo no es posible que se cumpla |X+ 6
(oo, 14/3).

Asimismo, debe notarse que mientras x < 5 no se intercepta con x > 26/3, x > 5 tampoco
se intercepta con x < 14/5.

> 4, la desigualdad que se

éQué cambia en la solucién si en lugar de resolver |X 5|

resuelve es[**8|> 47

¢Cuéles son los valores de x que satisfacen a
[(x=5)/(x=4)| <7, |(x=3)/(x=2)| <5,
|(2x+3)/(x—-3)| <6, |(3x+4)/(x—5)| <6,
[(5x—7)/(x +4)| <9, |(6x—5)/(x +3)| <7,
|(2x+3)/(3x+7)| <9y | (3x - 5)/(2x—5)| < 7;
|(x+3)/(x +5)| >7, |(x +5)/(x +3)| 25
[(x=7)/(x+2)] >7, |(x=1)/(x +2)| 28,
|(2x+5)/(x-3)| >4y |(4x+1)/(2x—5)| 2 9;
18/(x+5)| < 10, |7/(2x + 10)| > 4,
19/(2x—4)| <5, [10/(3x— 6)| 2 4,
5<|(3x+5)/(2x—1)|, 6 2 |(2x + 9)/(2x - 8) |,

[3/(x+4)| >5y |7/(2x—10)| = 3?
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16.3 Desigualdades cuadraticas

¢Qué conjunto de nimeros reales satisfacen a las desigualdades cuadraticas siguientes?

Toda desigualdad que se puede reduciraQ<0yQ<0;Q>0y Q=0, donde Q es un
polinomio de segundo orden, es una desigualdad cuadratica.

1. x*< 4. Para hallar el conjunto solucidn se aplicaa’<b<>—\b<a<Vb,b>0,es

decir, X’ <4 < -2<x<2.

De esta manera, la solucidn es el intervalo (-2, 2), o bien, x ¢ (—oo, —=2]U[2, °°].
Ver la figura siguiente:

R |11 AR
T T T T L T

R
5 4 -3 2 140 1 2 3 4 5

Otra forma de resolver x* < 4. Después de tener cero en un lado del signo de
desigualdad y factorizar, se obtiene x> =4 <0

(x=2)(x+2)<0

Esta desigualdad solo se satisface cuando los dos factores tengan signos
diferentes, o sea,x—2<0yx+2>0, esdecirx<2yx>-2. Las dos desigualdades
son validas en (-2, 2), lo que significa que este intervalo es la solucion, o bien, x
¢ (—o0, —2]UJ[2, =°), lo cual equivaleax—-2>0yx+2<0.

2. x*216. Sabiendo que a®> > b equivaleaa=\Vb 6 a<—1\b, con b > 0. Entonces, x

>16 equivaleax246x<-4.

De aqui que la solucién es la unidn de estos dos conjuntos, esto es, x €(—o°,
—4]U[4, =) 6 x & (-4, 4).

Para hallar el conjunto solucion de otro modo, luego de que un lado del signo de
la desigualdad dada tenga un cero y factorizar, se tiene que

x*—16206

(x—4) (x+4)=0.
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De acuerdo con la regla de los signos, esta desigualdad sélo se cumple cuando los dos
factores tengan el mismo signo, osea,x—420yx+420,0bien,x—4<0yx+4<0.

Dex—420yx+420;x24yx2-4.Se observa que las dos desigualdades son validas
en el intervalo en el que ambas se interceptan, es decir, en x >4, cuyo intervalo es una
solucion parcial. Ahora, six—4<0yx+4<0.Estoes,x<4yx<-4.Se ve que las dos
desigualdades se cumplen en la intercepcion de ambos, o sea, en x <-4, cuyo intervalo
es una solucién parcial. Ver la figura siguiente:

De aqui, la solucion de la desigualdad dada es la unién de los conjuntos x 24 y x
< —4, es decir, tal conjunto es (—eo, —4]U[4, =°), 0 bien, x ¢ (-4, 4).

¢Qué conjunto de nimeros reales es solucidn de (2x)2< 4y (3x)2<9; x* <3y x* <
5; (4x)? >6y (5x)22100; x> >7yx*213?

3. x* < —3x + 18. Para hallar el conjunto solucidn, la desigualdad dada se expresa
como x> +3x—18 <06 (x—3) (x + 6) < 0. Conforme a la regla de los signos, la
desigualdad es satisfecha si, y sélosix—3<0yx+6>0,0bien,x—3>0yx+6<0.

Cuandox—-3<0yx+6>0,x<3yx>-6.De donde, el conjunto solucion son los
numeros reales comunes a x < 3 y x > —6, es decir, x € (-6, 3).

Paracuandox—3>0yx+6<0, se tiene que x >3 y x <—6. Se puede observar
que entre estos conjuntos no hay interseccidn, por lo que el conjunto solucion
corresponde al vacio.

Por consiguiente, el conjunto solucién de la desigualdad es el conjunto —6 < x <
3, porque {x|-6 < x<3}U @ = {x|-6 < x < 3} 0 bien, x ¢ (—oo, —=6]U[3, °). Ver la
figura siguiente:
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X=>—0

9

-a-TJa-54-3-2_'1u123456?391'9

X <3

4.

‘l\

x2>-—x+ 12. Para hallar los valores de x que satisfagan la desigualdad dada, ésta
se expresa como

xX*+x-12>06
(x=3)(x+4)>0

Segun la regla de los signos, el producto de dos factores es positivo si, y sélo si
ambos tienen el mismo signo. Luego, la desigualdad se satisface si, y sélo si x—3
>0yx+4>0,0bien,x—3<0yx+4<0.

Cuandox—3>0yx+4>0; x>3yx>-4. Estas desigualdades son vilidas en la

interseccidn de éstas, esto es, en x > 3, en consecuencia, el conjunto solucién es
€ (3, =°).

Cuandox—-3<0yx+4<0,x<3yx<—4.Se puede ver que estas desigualdades
son verdaderas en x < —4, cuyo intervalo es la interseccién de éstas, de donde, el
conjunto solucion es x € (—oo, —4).

Por consiguiente, el conjunto solucién de la desigualdad es la unién de los
conjuntos {x|x > 3}U{x|x < -4}, o0 sea, x €(—oo, —4)U(3, =) 6 x ¢ [-4, 3]. Ver la
figura siguiente:

X<—4 X=3

ITIIIT I M |||||

L i i i L i i
T

-Q

5.

-8-?-65-4-3-2-‘10'1234EE?EQ‘IU

(3x = 2)/(x + 5) < 6. Para hallar los valores de x que satisfagan la desigualdad
propuesta, ambos lados de ésta se multiplican por (x + 5)%, o sea,
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(3x—2) (x+5)?
(x+5)

< 6(x +5)?
(3x—=2) (x + 5) < 6(x*> +10x + 25)

3x*+ 15x—2x—10 < 6x% + 60x + 150
3x?+13x—10< 6x2 + 60x + 150

3x2—6x>+13x—60x—10—-150<0

3x>+47x+160>0

(3x + 15)3(3x +32) 50

(x+5)(3x+32)>0

Esta desigualdad se cumple si ambos factores son positivos o negativos. Para
cuandox+5>0y 3x+32>0, x>-5y x >-32/3. En este caso, el conjunto
solucion es la interseccién de estos conjuntos, es decir, x > -5 6 x € (-5, o). Ver

"H il

.1
-20 -15 —10 -5 5

J

K= —

Para cuando x + 5< 0y 3x+32<0, x<-5yx<-32/3. En este caso se puede
observar que estas desigualdades se cumplen en x < —32/3, es decir, en los
valores comunes a estos conjuntos. En consecuencia, el conjunto solucidn es el
intervalo (—ee, —=32/3).

Por lo tanto, el conjunto solucién de la desigualdad dada es la unidn de los
conjuntos (—ee, —32/3) y (-5, =°), es decir, (—e°, —32/3)U(-5, =) 6 x ¢ [-32/3,
—5]. Ver la figura siguiente:
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-
[T
10O
L L
T T

45 40 5 0 5 10 15 20 25

) i|||||| T

x<-%
|

X<—35

Otra forma de encontrar el conjunto solucién de la desigualdad dada. Se observa,
respectivamente, que cuando x es =5 y —32/3, los factores x + 5 y 3x + 32, son cero.
Estos nimeros definen los intervalos (—ee, —32/3), (-32/3, =5) y (-5, ¢°), los cuales no
se traslapan. Ver la figura siguiente:

X=-32/3 x=-35 x=0

Mediante valores de prueba se pueden determinar los signos de x+ 5y 3x + 32 en cada
intervalo y, consecuentemente, aplicando las leyes de los signos, se obtiene el signo
resultante. La forma de cdmo hacerle, se muestra en seguida.

x -3:«2:_1 x :-5

-20 15 -10 5 0 5
signosde x+5 9] L% (*)
signosde 3x+ 32| (9 +) (+)

signo resultante | {-)-)=+ i) =- (#){+)=+
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Como las soluciones de (x + 5) (3x + 32) > 0 son los valores de x para los cuales el
signo resultante es positivo, entonces la solucién de (3x—2)/(x + 5) < 6 es, segun
se puede ver en la figura anterior, la union (—ee, —=32/3)U(-5, =°) 6 x ¢[-32/3,
-5], en cuyo intervalo [-32/3, -5] la solucién es @.

¢Qué valores de x satisfacen a

X+9x+20>0yx2+9x+20<0;

X +4x<-3yx*>-4x-3;

X —4x<0yx*—4x>0;

X+ 2x<15y x>+ 2x > 15;

X2<—x+20yx*+x>20;

x+2)/(x=7)<2y(x+2)/(x=-7)=22;

(3x+5)/(2x—-1)<6Yy(2x+6)/(2x—1) >5?

16.4 Ecuaciones con valor absoluto

Si a es un numero real, entonces de acuerdo con la definicién de valor absoluto,

asia=0
la| =

—asia<0.

En esta definicién a puede ser x, o bien, una expresién algebraica, entre otras. Por

ejemplo
xsix20
Ix| = y

—xsSix<0.
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EsiE=20
|E| =
—-EsiE<O.
donde E es una expresion diferente al simbolo ay ala x.

En cada caso, équé valores de x satisfacen la ecuacién?

1. |x| = a. Segun se puede ver, esta ecuacion se satisface si x = g, o bien, si—x=a.
En consecuencia, el conjunto solucién es {—a, a}.

2. |x+ 4| =5. Esta ecuacion se satisface si x + 4 =5, o bien, si—(x + 4) = 5.

Luego de resolver cada ecuacidn, se tiene que x =1y x =—-9.
Por consiguiente, el conjunto solucion de |x+ 4| =5 es {-9, 1}.

3. |2x+3]| =x—3. Como el valor absoluto no puede ser igual a un nimero negativo,

entonces el lado derecho debe ser tal que x — 3 2 0, lo cual significa que si la
ecuacién tiene solucidn, los valores de x que la satisfagan, estaran en x > 3.
Esta ecuacion puede ser satisfecha por 2x + 3 =x— 3, o bien, por —(2x + 3) = x— 3.
Como los valores de x que, respectivamente, satisfacen a estas ecuaciones son x
=—-6yx =0, no estdn en x 2 3, entonces la ecuacién dada no tiene solucion, por
lo que ésta es una proposicién falsa.

4. |3x — 6| = |7 — 4x]|. Esta ecuacion puede ser satisfecha por 3x — 6 = |7 — 4x|,
o bien, por —(3x -6) = |7 — 4x|. De igual manera, la primera de las dos ultimas

ecuaciones puede ser satisfecha por 7 —4x =3x -6, o bien, por —(7 —4x) = 3x - 6.
Enseguida, se resuelven las dos Ultimas ecuaciones

3x-6=7-4x -7 +4x=3x—-6
7x=13 x=1
x=13/7

Igualmente, la ecuacidon 6 —3x = | 7 — 4x| puede ser satisfecha por 7 —4x = 6 — 3x,
o bien, por —(7 — 4x) = 6 — 3x.
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A continuacion se resuelven las dos uUltimas ecuaciones

7-4x=6-3x —7+4x=6-3x

x=1 x=13/7

Como x = 1 satisface a las ecuaciones 7—4x=6—-3x,6—3x=|7—-4x| ya |3x—6]

=|7-4x|;yx=13/7 satisfacea—7+4x=6—-3x,6—3x=|7—-4x| ya |3x—6]| = |7

—4x|; en consecuencia, el conjunto solucién de |3x—6]| = |7 —4x]| es {1, 13/7}.
5. |(x—8)/(x+8)| = 2. A esta ecuacion la satisface

(x—8)/(x+8)=2, 0bien,—(x—8)/(x +8) =2

Después de resolver estas ecuaciones se obtiene el conjunto solucién.

(x—8)/(x+8)=2 (x—8)/(x+8)==2
xX—8=2x+16 X—8=-2x-16
-8-16=x 3x=-16+8
x=-24 x=-8/3

En consecuencia, {24, —8/3} es el conjunto solucién.
6. |[(x—4)/(x+4)] =x—2. Esta ecuacidn es equivalente a
(x=4)/(x+4)=x-2y—((x—4)/(x+4)) =x—-2

En seguida se resuelve cada ecuacion

x—4=(x-2)(x+4) —(x—4)=x>+2x-8
X—4=x>+2x—8 —X+4=x>+2x-8
0=x>+x-4 0=x>+3x-12
X+x—-4=0 xX¥*+3x-12=0

—(x—4)=(x—2)(x+4)
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A continuacidn se encuentra las raices de cada ecuacién. Para que los nimeros
obtenidos sean solucidn de (x — 4)/(x + 4) = x — 2 deben pertenecer a x > 2.

xX*+x—-4=0 x> +3x—12=0
_—1+\lﬁ _—3+\l§
- 2 B 2
-1-V17
x=i 3_\57
2 X=—s—

De los dos y dos niumeros que, respectivamente satisfacenax?*+x—-4=0y x* +
3x—12 =0, el Gnico que estd en x> 2 y que satisfaceax*+3x—12=0y a | (x-4)/

-3+157
(x+4)] =x-2, esx=——s—.
Comprobacion.
-3+157
7 4 -3+\57 ,
-3+157 - 2
> +4

‘—112+ 16\/5_7‘ -7 +\57
32 2

-7+V57 —7+\57
2 2

¢Qué conjunto de numeros reales satisfacen a
[2x - 3|=8y |3x+9|=10;
[3x+1]| =5-8x y |5x-5]|=2x-3;
[5x+2| =|2x-10| y |x-3| =|2x-4];
[(2x-6)/(x-4)[ =2y |(3x+4)/(x+3)| =3;
[(x+5)/(x-5)| =6y [(2x-3)/(x+8)| =7;
[(2x=5)/(x=7)| =x+4 y [(x+7)/(2x-9)| =8 -x;

[6x] =9-xy |3x] =x-67
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16.5 Sistema de ecuaciones lineales
Toda expresién de la forma

allxl + alZXZ + al3x3 o alnxn = bl

alel + aZZXZ + aZ3X3 ot aZan = b2

anlxl + anZXZ + an3x3 ot annxn = bn
dondea,i=1,2,3,.,nyb,i=1,2,3, .. nson constantes, se denomina sistema
de ecuaciones lineales simultaneas no homogénea. No necesariamente deben ser no
homogéneas, ni el nimero de ecuaciones deben ser igual al nimero de variables.

Este sistema de ecuaciones define los conjuntos

S, ={lx,x, ..., x)/a x +a.x +ax+..+a x =b}

S, ={lx, %, o, x )a,x, +a,x, +a,x, +..+a,x =b}

S ={(x,x, ...x)/a x +a x,+a x.+..+a x =b}

En este sistema, el conjunto solucién, S, de a, x, +a, x,+a, x,+..+a, x =b esun

subconjunto de R"y, como tal, un conjunto infinito de (x,, x,, x ).

Lo mismo se puede decirde S, S, ...,y S .

n

Para un sistema de n ecuaciones lineales simultdneas de n variables, S subconjunto de
R" es el conjunto solucién definido por

§=5 NS, Nn.NnS.

n
donde S, es el conjunto solucion de la i-enésima ecuacion. Graficamente, las ecuaciones
en dos variables es una recta, en tres variables es un plano y en cuatro variables, como

no hay representacion visual, éste representa un hiperplano.

Existen mds de un método para resolver un sistema de ecuaciones de este tipo.

155



Algebra de conjuntos

¢Cudl es el conjunto solucién de cada sistema indicado?
{3x +6y=24
1.
4x -2y =2.

Antes de resolver el sistema dado, éste se escribe como
X+2y=8
2x—y=1

siendo ambos equivalentes, porque tienen el mismo conjunto solucion.

El sistema define los conjuntos

S, ={x,y) | x+2y=8}
S,={(x,y) | 2x-y=1}y

para hallar el conjunto solucion, es decir, la interseccion entre S, y S,, , el cual consiste
en un par ordenado, se calculan los suficientes de estos pares ordenados.

Las tablas siguientes contienen tales pares calculados.

xX+2y=8 2x-y=1
X y S, X y S,
0 4 (0, 4) 0 -1 (0,-1)
1 7/2 (1,7/2) 1 1 (1,1)
2 3 (2,3) 2 3 (2,3)
3 5/2 (3,5/2) 3 5 (3,5)
4 2 (4,2) 4 7 (4,7)
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De las tablas,

$=5,n5S,={(2,3)} 6 {(x, y)|3x + 6y = 24} n {(x, y) | 4x — 2y = 2} = {(2, 3)}. Ver la grafica
siguiente:

X Y1 Y2 7
-10 | -3 4.5 :
-05 | -2 | 4.25
00 | -1 4
0.5 0 3.75 S
1.0 1 3.5 s
1.5 2 3.25
2.0 3 3 24
2.5 4 2.75
3.0 5 2.5
3.5 6 2.25 -
2x=2y+3z=7

2.4 3x+4y—-2z=5
7x-5y+4z=9

Estas ecuaciones definen tres conjuntos, S,S,¥S,.
S, ={(x,y,2)| 2x—-2y +3z=7}
S,={(x,y,2)| 3x+4y—2z=5}
S,={(x, ¥, 2)| 5x—5y + 4z =9}
donde cada ecuacién, geométricamente, es un plano.
Para encontrar la terna solucion del sistema dado, es decir, la interseccion entre S, S,y
S,; se calculan algunas ternas solucion de cualquiera de las tres ecuaciones del sistema.

De estas ternas, sélo una sera solucidn del sistema. Desde luego, no es facil encontrar
la terna solucidn, porque el conjunto solucién al cual pertenece ésta es infinito.
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Luego de considerar la ecuacidon 2x — 2y + 3z = 7 del sistema para calcular la terna, se
procede a suponer ternas solucion y hacer operacién. Para que la terna solucion de
2x — 2y + 3z = 7 sea también solucién del sistema, ésta debe satisfacer a las otras dos
ecuaciones.

Las ternas (1, 14, 11), (1, 11,9), (1, 8, 7),(1, 5, 5), (1, 2, 3), (0, 4, 5), (5, 6, 3), entre otras
muchas, satisfacen a la ecuacion 2x — 2y + 3z = 7 porque

2(1)-2(14) +3(11) = 7
2(1)-2(11) +3(9) = 7
2(1)-2(8)+3(7)=7
2(1)-2(5)+3(5)=7
2(0)-2(4)+3(5)=7
2(1)-2(2)+3(3)=7
2(5)-2(6) +3(3) = 7.
De estas ternas ordenadas, la tnica que satisface el sistema es (1, 2, 3) porque
2(1)-2(2)+3(3)=7
3(1) +4(2)-2(3) =5
7(1) - 5(2) +4(3) = 9.
Por consiguiente, la solucion S del sistema es
$=5,n5,nS ={(1,2,3)} o0 bien,
{(x,v,2)/ 2x=2y +32=7} 0 {(x, y,2) / 3x + by — 22 =5} n {(x, y, 2)/ 7x — 5y + 4z = 9}

=1{1, 2, 3}.
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3x-5y+z-2w=-3
—2x+3y—-4z+3w=-4
5x+4y—-5z—-6w=16
-3x+6y+7z+w=21

Incidencia de los conjuntos

Como se vid, para resolver los sistemas propuestos, no se recurrié a ningin método
algebraico.

¢Qué conjunto solucidn satisface a

2. {

3x+5y=21
5x-3y=1

{—4x+ 3y=-1

c){

d).

f).

8).

{2x+ 3y+4z=29

2x—=2y=-2

x+2y=17
3x+4y=9
—4x +2y=-12
5x-3y=11

—3x+4y—-5z=-14
—5x+6y—2z=0

S5x—4y+5z=24
-2x+3y—-z=1
Adx—-2y+3z=19

—2x+5y—4z=-7
3x-2y+2z=4
—-4x+3y—-z=-7
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—Sx+4y-2z=-3
h).{4x—-5y+3z=3
—-6x+4y—4z=-10

—-2x+4y—3z+5w=-3
3x-5y+6z—-7w=-7
i) |2x+y-2z+4w=-11
dx—6y +5z—-6w=-2

3x—=5y+2z-7w=-6
- J2x+3y—-5z+2w=9
) —X—-2y+5z-3w=-3
—Ax+6y—7z+10w=-2

160
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Aplicaciones

17.1 Problemas de conteo y calculo de probabilidades

ea una clase que consta de los estudiantes A, B, C, D, E, F. Si se conforma un comité
de tres personas, seleccionadas al azar de ésta, encontrar la probabilidad de que

a) A pertenezca al comité

b) B pertenezca al comité

c) Ay B pertenezcan al comitéy

d) A o B pertenezca al comité
Sea M = {estudiantes de la clase}

={A,B,C,D,E,F}

Hay (6/3) = 6!/313! = (6:5:4-31)/(6-3!) = 120/6 = 20 maneras de formar los comités, o sea

ABC, ABD, ABE, ABF

ACD, ACE, ACF

ADE, ADF

AEF

BCD, BCE, BCF

BDE, BDF

BEF

CDE, CDF

CEF

DEF
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Conforme a las 20 formas de constituir los Comités, se observa que cada estudiante
tiene 10 posibilidades de pertenecer al comité y que la probabilidad de que, al igual
gue los otros estudiantes, A pertenezca al comité es

a) P(A)=10/20=1/2

b) P(B) = 10/20 = 1/2

c) P(ANB)=4/20=1/5y

d) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 1/2 + 1/2 — 1/5 = 4/5

De 60 estudiantes, la mitad practica futbol y 20 volibol, y 10 practican futbol y volibol.
Si se selecciona un estudiante al azar, determinar la probabilidad de que éste

a) esté practicando futbol o volibol,
b) esté practicando futbol y volibol,

¢) no esté practicando ni futbol ni volibol.

20

n=60
F = {estudiantes que practica futbol}
n(F) = 30,
V = {estudiantes que practica volibol}
n(V)=20y

n(FAV) = 10.
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Por consiguiente,
P(F) =30/60 = 1/2,
P(V)=20/60=1/3y
P(FAV) = 10/60 = 1/6.
Por dltimo
a) P(FLV) = P(F) + P(V) — P(FAV)
=1/2+1/3-1/6=(3+2-1)/6=2/3,
b) P(FAV)=10/60=1/6y

c) P=20/60=1/3

17.2 Problemas de encuestas

A. Para conocer la preferencia por dos tipos de cafés se realiza una encuesta a 1000
personas. Los resultados de ésta fueron: 460 personas prefieren el café tipo A,
560 personas prefieren el café tipo B y 140 personas no prefieren ninguno de

éstos.

a) ¢éCudntas personas prefieren ambos tipos?

b) ¢Cuantas personas prefieren solo el tipo B?

c) éCudntas personas prefieren solo el tipo A?
Sean U conjunto universo,

A = {personas que prefieren el café tipo A},

B = {personas que prefieren el café tipo B} y

C = {personas que prefieren otro tipo de café}
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Cardinalidad de los conjuntos, segun la informacién dada.
n(U) = 1000, n(A) = 460, n(B) = 560 y n(C) = 140.
Como se conoce n(U) y n(AUB)’, entonces
n(AUB) = n(U) — n(AUB)' = 1000 - 140 = 860

De igual manera, si se conoce n(AUB), n(A), n(B) y n(AUB) = n(A) + n(A) - 2n(AB)
+ n(AnB), entonces

n(AMB) = n(A) + n(B) - n(AUB) = 460 + 560 - 860 = 160.
Cdlculo de las personas que prefieren sélo el café de tipo A.
n(ANB’) = n(A) - n(AnB) = 460 - 160 = 300.
Calculo de las personas que prefieren solamente el café de tipo B.
n(A'nB) = n(B) - n(AMB) = 560 - 160 = 400.

Ver el siguiente diagrama de Venn

300

Debe notarse que 140 es el conjunto de personas que gustan de otro tipo de café.
Por ultimo,

a) Las personas que prefieren ambos tipos de café, son 160;

b) Las personas que prefieren sélo el café tipo B, son 400 y

c) Las personas que prefieren Unicamente el café tipo A, son 300.
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B. Para clasificar 400 articulos producidos en una fdbrica, éstos se agrupan de
acuerdo con tres caracteristicas. Los resultados son:

175 tienen la caracteristica p, 199 la d y 204, la g; 95 tienen las caracteristicas p
yd; 94 lasdyq; 90 la p y g; mientras 21 carecen de estas caracteristicas.

a) éCuantos de estos sdlo tiene la caracteristica p?
b) éCuantos tienen las caracteristicas p, d y q?
¢) éCudntos Unicamente d y q?
d) éCuantos tienen p 6 d?
e) ¢Cuantos tienen Unicamente 2 caracteristicas?
f) ¢ Cuantos tienen solamente una caracteristica?
g) éCudntos tienen al menos una caracteristica?
Especificacion de conjuntos:
U: Conjunto universo
A = {articulos con la caracteristica p}
B = {articulos con la caracteristica d}
C = {articulos con la caracteristica q}

Cardinalidad de los conjuntos:

n(U) = 400,
n(A) = 175
n(B)=199y
n(C) = 204.
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n(AnB) =95,
n(BNC) =94y
n(ANC) = 90;

n(AUBUC)' = 21.
Calculo de los datos para construir el diagrama de Venn
Numero de articulos que tiene las mismas caracteristicas.
Como n(U) = n(AuBUC) + n(AUBUC)' entonces
n(AuBUC) = n(U) — n(AUBUC)' y
n(A) + n(B) + n(C) — n(AnB) — n(ANC) — n(BNC) + n(AnBNC) = n(U) — n(AnBNC)',
de donde
n(ANBNC) = n(U) — n(AuBUC)' — n(A) — n(B) — n(C) + n(ANB)
+n(AnC) + n(BNC)
=400-21-175-199-204 + 95 + 90 + 94 = 80.
Numero de articulos que tienen una sola caracteristica
n(ANB'NC' ) = n(A) — n(AnB) — n(ANC) + n(ANBNC)
=175-95-90+80=706
n(ANB'NC' ) = n(A) — [n(AnB) — n(ANBNC)] — [n(ANC) — n(ANBNC)]
-n(ANBNC) =175 —[95 - 80] — [90 — 80] — 80
=175-15-10-80=70.
n(A'mBNC" ) = n(B) — n(BNA) — n(BNC) + n(AnBNC)

=199-95-94+80=9006
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n(A'mBNC") = n(B) — [n(AnB) — n(ANBNC)]
—[n(BNC) — n(ANBNC)] — n(ANBNC)
=199 —[95-80] — [94 — 80] — 80 = 90.
n(A'NB'NC) = n(C) — n(ANC) — n(BNC) + n(AnBNC)
=204-90-94+80=10006
n(A'mB'NC) = n(C) — [n(ANC) — n(ANBNC)]
— [n(BNC) — n(AnBNC)] — n(AnBNC)
=204 —-[90 - 80] — {94 - 80} -80
=204 -10-14-80=100.
Numero de articulos Unicamente con dos propiedades
n(ANBNC') = n(AnB) — n(ANBNC) =95 - 80 = 15,
n(ANBA'NC) = n(ANC) —n(ANBNC) =90-80=10y
n(A'"BNC) = n(BNC) — n(ANBNC) = 94 — 80 = 14.
Numero de articulos que no tienen ninguna de estas caracteristicas
n(AnNBNC)' =21

En consecuencia, el diagrama de Venn es:
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Por consiguiente,
a) Los articulos que sdlo tienen la caracteristica p, son 70 = n(AnB'NC')
b) Los articulos que tienen ambas caracteristicas son n(AnNBNC) = 80
c) n(A'mBNC) =14
d) n(AUB) =n(A) + n(B) —n(AnB) =175 + 199 — 95 = 279
n(AUB) = n(A) + n(B) — [n(AnB) — n(ANBNC)] — n(ANBNC)
=175+ 199 —[95 — 80]-80
=175+199-15-80=279
e) n(AnBNC') + n(ANB'NC) + n(A'mBNC)
=n(ANB) — n(ANBNC) + n(ANC) — n(AnBNC) + n(BNC) — n(AnBNC)
=n(ANB) + n(ANC) + n(BNC) — 3n(AnBNC)
=95+90+94-3(80)=39
f) n(ANB'NC') + n(A'NBNC') + n(A'mB'NC)
= n(A) — n(AnB) — n(ANC) + n(ANBNC)
+n(B) — n(ANB) — n(BNC) + n(ANBNC)
+n(C) = n(ANC) — n(BNC) + n(ANBNC)
= n(A) + n(B) + n(C) — 2n(ANB) — 2n(ANC) — 2n(BNC)
+3n(ANBNC)
=175 + 199 + 204 — 2(95) — 2(90) — 2(94) + 3(80) = 260
g) n(AuBUC) = n(A) + n(B) + n(C) — n(ANB) — n(ANC) — n(BNC)

+n(ANBNC) =175+ 199 + 204 — 95 -90 - 94 + 80 = 379
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Problemas

Los estudiantes A, B, C, D, E, F, G, H pertenecen a una clase. Si se conforma un comité
de tres personas, seleccionados al azar de ésta, determinar la probabilidad de que

a) E pertenece al comité,
b) F pertenece al comité,
c) Evy F pertenecen al comité,
d) E o F pertenece al comité.
¢Qué ocurre si en lugar de Ey F, se eligen C, D?

De 100 tarjetas numeradas del 1 al 100 se seca una. Encontrar la probabilidad de que
el nimero sea

a) divisible por 2,

b) primo,

c) termine en el digito 5y
d) sea multiplo de 3.

De 150 estudiantes, 100 estudian guitarra y 50 violin, y 20 guitarra y violin. Después
de elegir un estudiante al azar, encontrar la probabilidad de que éste, esté estudiando

a) guitarra y violin;
b) guitarra o violiny

c) no esté estudiando ni musica ni violin.
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Para conocer la opinidon sobre tres tipos de café A, By C, se realiza una encuesta a 260
personas. El resultado de ésta es: 170 personas eligen el café tipo A, 140 personas
escogen el café tipo B y 160 personas prefieren el café tipo C; 100 personas prefieren
de los tipos Ay B; 110 de los tipos Ay C; 95 de los tipos By C; y 15 prefieren otros tipos
de café.

a) éCuantas personas prefieren sélo el tipo C?
b) ¢ Cuantas personas prefieren sélo dos tipos?
c) éCuéntas personas prefieren ambos tipos?
d) éCudntas personas prefieren el tipo B 6 C?

Para saber la preferencia por dos marcas de playeras se efectla una encuesta. Los
resultados de ésta se muestra enseguida:

300 personas prefieren soélo la marca A y 100 prefieren ambas marcas; y 30 prefieren
otras marcas y 300 prefieren la marca B.

a) é¢Cuantas personas se encuestaron?

b) é Cuantas personas solo prefieren la marca B?

c) éCuéntas personas prefieren la marca A o la marca B?
Después de efectuar una encuesta, los resultados de ésta fueron: 305 personas
prefieren el basquetbol, 180 eligen el volibol y 175 optan por la natacién; 100
basquetbol y volibol; 65, basquetbol y natacidn; 70, volibol y natacién; 60 ninguno de
estos deportes. Si se encuestan 525 personas, de éstas:

a) éCudntas personas solamente prefieren basquetbol?

b) ¢ Cuantas prefieren ambos deportes?

c) éCudntas personas prefieren Unicamente un deporte?

d) éCuantas personas prefieren solamente dos deportes?

e) éCuantas personas prefieren la natacion o volibol?
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A los estudiantes de una escuela se les solicitd su opinién acerca de los contenidos de
dos libros de matematicas que preferirian estudiar. Los resultados son: 100 prefieren el
libro Ay 20, el libro Ay el libro B; 80 el libro B y 30, prefieren otros libros.

a) ¢A cudntas personas se encuestaron?

b) ¢ Cuantas personas prefieren solo el libro B?

c¢) éCuéntas personas prefieren al menos un libro?

d) éCuantas personas prefieren el libro A o el libro B?
En una escuela se hizo una encuesta para conocer qué libro de matematicas se prefiere.
Los resultados fueron: 100 prefieren el libro Ay el libro B; 90 el libro By el libro C; 80 el
libro Ay el libro C; 200 el libro A; 170 el libro C y Unicamente 70 prefieren los 3 libros.
Si se entrevistaron a 375 personas y 5 prefieren otros libros,

a) ¢ Cuantas personas prefieren sélo el libro A?

b) é Cuantas prefieren sélo el libro B?

c) éCudntas prefieren sdlo un libro?

d) éCuantas prefieren Unicamente dos libros?

e) éCudntas personas prefieren al menos uno de los libros?

f) é Cuantas prefieren el libro A o el libro C?
Se hace una encuesta a 900 personas para saber qué actividades prefieren hacer en
un fin de semana. De las muchas actividades que éstas pueden hacer, se escogieron
las siguientes: escuchar musica, practicar futbol o leer. Los resultados fueron: 420
personas prefieren escuchar musica, 448 practicar futbol y 458 leer; 190 prefieren
musica y futbol; 188 futbol y leer y 180 musica y leer; y sélo 100 personas prefieren
realizar las tres actividades.

a) ¢ Cuantas personas prefieren solo leer?

b) é Cuantas personas prefieren escuchar musica o practicar futbol?
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c) éCudntas personas prefieren al menos una actividad?

d) ¢Cuantas personas realizan exactamente dos actividades?

e) éCudntas personas realizan exactamente una actividad?

f) ¢ Cuantas personas no hacen ninguna de estas actividades?
Después de encuestar a 900 estudiantes, se obtuvo la siguiente informacién: 430
estudiantes aprobaron la asignatura de quimica, 380 aprobaron matematicas y 450
aprobaron biologia; 180 aprobaron quimica y matemadticas; 190 matematicas y biologia;
200 quimica y biologia; y 60 no aprobaron asignatura alguna.

a) éCuantos estudiantes aprobaron sélo matematicas?

b) ¢ Cuantos aprobaron sélo una materia?

c¢) éCudntos aprobaron Unicamente matematicas y biologia?

d) ¢ Cuantos estudiantes aprobaron Unicamente dos asignaturas?

e) éCudntos aprobaron al menos una asignatura?

f) é Cudntos aprobaron ambas materias?

g) éCudntos aprobaron quimica o biologia?
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Conceptualmente, los conjuntos estan formados, entre otros, por conceptos basicos,
definiciones, operaciones y axiomas. Estos son fundamentales para comprender otros conceptos
de matematicas mas avanzadas.

Sin olvidar el aspecto ldgico, los conjuntos pueden desarrollarse desde dos enfoques distintos:
intuitivo y ‘axiomatico. A pesar de que se-enuncien-axiomas 'y se ilustren o verifiquen
proposiciones, aqui los conjuntos se trataran sobre todo intuitivamente; aunque esto no evita
que los axiomas relacionen términos no definidos (elementos y conjuntos), las relaciones no
definidas (relacion de pertenencia) 'y que, consecuentemente, se formulen proposiciones
(teoremas) basados en los axiomas y definiciones.

La presentacion de conceptos, verificaciones, ilustraciones y la solucion de problemas planteados
tendran relacion con los conjuntos como una algebra (orientacion dada por Boole) y serdn una
herramienta util para incidir en el desarrollo de capacidades para que el ‘alumno comprenda
procedimientos que lo lleven a obtener resultados y a la elaboracion de métodos y situaciones
que le ‘permitan entre otras competencias. Plantear y resolver problemas; argumentar y
comunicar; pensar y razonar; utilizar lenguaje y operaciones simbdlicas; por citar algunas.
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