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1 estudio de los recursos bidticos que permita una mejor comprensién de sus ciclos de

vida, asi como una mejor administracién para su aprovechamiento es sin duda una tarea
permanente y continua, debido a las diversas condiciones y necesidades que la humanidad
impone y enfrenta. Para el caso particular de recursos pesqueros el reto es grande dada
las dificultades que el ambiente establece, asi como las caracteristicas de movilidad de la
mayoria de las especies y el marco de acceso abierto para multiples usuarios.

La sociedad humana se beneficia de muchas maneras de los servicios a los ecosistemas
generados por los recursos pesqueros, ademas de los beneficios econdmicos directos. Sin
embargo, el incremento en la presién de pesca, contaminacion, destruccion del habitat,
introduccién de especies exdticas y otros factores de estrés contintian ejerciendo una fuerte
presion sobre dichos recursos y sus habitats.

La captura pesquera se apropia de una parte sustancial (8%) de la producciéon primaria
global en el mar y requiere entre 24 y 35% de la producciéon de surgencias y plataforma
continental. Ademads, el objetivo de manejadores pesqueros por altos rendimientos de
unas pocas especies de los limites superiores de las cadenas tréficas ha movido a las
comunidades bidticas hacia una composicion dominada por niveles troficos inferiores los
cuales, obligadamente son capturados por las pesquerias. Todavia es necesario desarrollar
criterios y métodos de valoracién de los distintos bienes y servicios que los diversos
recursos pesqueros nos proporcionan ademas de su uso directo.

Los peces constituyen mas de la mitad de las 54,711 especies de vertebrados existentes
con aproximadamente 29,400 especies vivientes, constituidas en 515 familias y 62 érdenes.
Dentro de los invertebrados, grupos importantes por su explotacion desde tiempos remotos
son los moluscos (con mas de 100,000 especies vivientes) que incluyen principalmente a los
gasteropodos, pelecipodos y cefaldopodos; en ciertas regiones del mundo son apreciados
otros grupos como los equinodermos (equinoideos y holoturoideos). Los aspectos basicos
importantes para la sobrevivencia de estos organismos estan relacionados con la hidrologia
(niveles de oxigeno disuelto, nutrientes, salinidad, penetraciéon de la luz, temperatura
y contaminantes), asi como los parametros bidticos y ecologia del sistema (recursos
alimenticios, depredacion, heterogeneidad de habitat), todo lo cual solo se menciona como
ejemplo de la magnitud del reto en investigacion que se requiere y mas cuando se considera
que en ambientes tropicales se desarrollan las pesquerias multiespecificas.
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La biologia pesquera se ha desarrollado a lo largo del tiempo como la disciplina cientifica
que aborda el estudio de los recursos pesqueros con un enfoque holistico, buscando
desarrollar métodos de evaluacion que generen criterios y argumentos sélidos para un
manejador de recursos. Métodos de muestreo, de integracion de bases de datos, de analisis
estadisticos, de valoracion econémica, de evaluacion socio-ambiental, de gobernanza, entre
otros, han sido desarrollados y aplicados para el manejo de diversos recursos pesqueros
con resultados que muchas veces son solo aproximaciones tedricas.

Actualmente el uso de la tecnologia facilita las diversas tareas involucradas en el desarrollo
de labiologia pesquera, particularmente la integracion de bases de datos robustas, asi como
su analisis y es justo aqui donde la obra “Meétodos cuantitativos computarizados para biologia
pesquera” representa una aportacion tinica ya que hace un recorrido desde el tradicional
andlisis de frecuencia de tallas, las relaciones de alometria, la estimaciéon de edad y su
modelacién mediante diversas funciones, hasta los indices morfofisioldgicos y los estados
de madurez gonédica, temas que muchas veces se encuentran disgregados en la literatura
cientifica especializada.

Es una obra de lectura agil y dinamica que sobre todo esta dirigida a profesionales en
formacion, pero que deberan contar con suficientes antecedentes en dinamica poblacional,
asi como en el uso de programas de computo especializados en estadistica. Una caracteristica
sobresaliente es la aportacion de ejemplos con datos reales que los autores han recabado en
multiples experiencias de investigacion y que sin duda redondean la explicaciéon tedrica.
También es importante destacar que se aportan herramientas conceptuales y metodoldgicas
que manejadores de recursos apreciaran para generar opiniones argumentadas.

En el capitulo uno hay un énfasis particular de los autores en el andlisis de la frecuencia de
tallas como la base para la descripcion de la dinamica poblacional de un recurso. El uso de
los estimadores de densidad por kernel, las reglas para la seleccion de intervalo (ndmero
y amplitud), las pruebas de multimodalidad y sus componentes Gaussianos, constituyen
una propuesta metodoldgica integradora y que se convierte en una herramienta valiosa
con un gran peso estadistico para el analisis de datos no solo de recursos pesqueros, sino
también de especies de relevancia ecoldgica.

Se coincide en sefalar que la adecuada determinacion de los parametros de la funcion de
crecimiento es el eje central en la determinacion del mejor momento para el aprovechamiento
y conservacion del recurso. Y ya sea que tales parametros se estimen mediante el analisis de
la frecuencia de tallas o mediante la determinacion de lineas de crecimiento en estructuras
duras y el andlisis de las fases de maduracién gonadica, los procedimientos requieren
de amplia experiencia y una fuerte inversion de tiempo de dedicacién. Por tanto, los
profesionistas dedicados a la biologia pesquera, tanto para el desarrollo de investigacion
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cientifica como para generar opiniones en la toma de decisiones, invariablemente deberan
contar con bases de datos robustas y adecuadamente estructuradas para su analisis.

Es importante destacar que la presente obra actualiza metodologia tradicionalmente
utilizada en la biologia pesquera con el uso de herramientas de computo y de programas
estadisticos actualizados lo cual facilita enormemente el manejo y analisis de las bases de
datos mencionadas.

La gran experiencia de los autores tanto en la investigacién pesquera como en la formacién
de recursos humanos, particularmente de posgrado, se ve reflejada en este libro, el cual, sin
duda, se convertird en un referente metodolégico tanto para académicos con experiencia en
el tema como para aquellos interesados en incursionar profesionalmente en la evaluacion
pesquera.

Luis Amado Ayala Pérez

Universidad Auténoma Metropolitana
Unidad Xochimilco
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Para la sobrevivencia de la humanidad a largo plazo es inevitable conseguir una relacién
armoniosa con los demas componentes (bidticos y abioticos) de la Biosfera. Para ello
se requiere de la comprensioén profunda de las interacciones entre los participantes de los
ecosistemas. Los humanos, como organismos consumidores, para subsistir necesitan de
otros seres vivientes. En esta relacion de dependencia para la subsistencia se encuentra la
pesca. Desde la antigiiedad mas remota la captura de organismos acuaticos ha permitido
la existencia y el desarrollo de los grupos humanos y sus parientes. Es conocido que el
uso excesivo de los recursos naturales puede llevar al colapso a toda una civilizaciéon. En
tiempos recientes se ha tomado conciencia de que para evitar la extincion de los recursos es
necesario conocerlos a profundidad con el fin de conocer el mejor momento y la cantidad
adecuada de unidades (individuos en la mayoria de los casos) a capturar. Dentro de los
conocimientos necesarios para conseguir una explotacidon que no agote el recurso bidtico
estan, el crecimiento, la reproduccién y la alimentacion.

Por otra parte, el conocimiento acerca de los procesos bioldgicos ha ido haciéndose cada
vez mas cuantitativo y el manejo de la informacion simbdlica y numérica es en la actualidad
de suma complejidad por las intricadas relaciones y su enorme cantidad. De esta forma,
el uso de auxiliares para el computo, en la actualidad es indispensable. No sélo disponer
de computadoras permite avanzar en el conocimiento, es necesario también contar con los
algoritmos en adicion a saber cdmo manejarlos.

Con lo anterior como base se integré la presente obra, la cual pretende introducir
a los interesados en el uso de herramientas computarizadas para el uso de algoritmos
cuantitativos enfocados a la obtenciéon de conocimiento de la informacion recabada en las
investigaciones de la Biologia Pesquera. Se ha incluido en diferentes instancias, el uso de
Excel (hoja de cédlculo), de un ejecutable escrito en Visual Basic, varias rutinas en lenguajes
de Stata y R, complementados con algoritmos traducidos de Turbo-Pascal al lenguaje
actual Python.

El primer capitulo se ha dedicado a un tema que se ha vuelto sumamente importante,
sobre todo en el estudio de los recursos pesqueros de zonas calidas del planeta, el analisis
de la frecuencia de tallas. Se repasan histogramas (H), poligonos de frecuencia (PF) y se
llega a los estimadores de densidad por kernel (EDKs), que son versiones mejoradas de las
graficas tradicionales de la informacién contenida en tablas de frecuencia (es decir, Hs y
FPs). Se presentan, asimismo, algoritmos eficaces (ASH y WARP) de calculo que resuelven
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el problema de la cantidad enorme de calculos que los EDKs requieren. La eleccion de
la amplitud de clase (intervalo, banda en los EDKs) es fundamental para obtener una
estimacién adecuada. Para ello se incluye el uso de reglas précticas y se presentan dos
enfoques de computo intensivo (sélo factibles por la disponibilidad de ordenadores y
programas ex profeso): la validacién cruzada (minimos cuadrados y sesgada) y bootstrap
(muestreo repetitivo con reemplazamiento) suavizado para probar la modalidad de una
distribucion.

En el caso de las distribuciones multimodales, puede ser razonable atribuirlas a la mezcla
de componentes individuales mezclados en la poblacién (cohortes). Para caracterizar a
estos grupos se incluye el clasico método semigrafico de Bhattacharya, el ajuste iterativo
de componentes por maxima verosimilitud (distribuciones mezcladas) e inclusive el uso
de la distribucién multinomial.

En el segundo capitulo se presentan las relaciones entre las dimensiones de los organismos
(Alometria) no sélo enfocada a la relacion entre el peso y la longitud, sino también se
consideran relaciones entre longitudes y pesos entre si con ejemplos de equinoideos y
moluscos (pelecipodos y gasteropodos).

La interpretacion de marcas periddicas en estructuras duras de los organismos para
estimar la edad se presenta en el capitulo tercero en el que se consideran los métodos
para validar primero si la estructura es de utilidad para estudiar el crecimiento (relacion
cuerpo-estructura) y posteriormente la periodicidad (por el andlisis del tipo de borde y su
incremento marginal) con ejemplos en pez y caracol marino.

Ya sea por la identificacién de cohortes (distribuciones de tamafio multimodales) o la
validacion de la periodicidad de marcas en estructuras duras (opérculos) y su relacién con el
tamarfio corporal es posible estimar la forma en que los organismos crecen individualmente.
Tema que se incluye en el capitulo cuatro. Se repasan los tradicionales métodos basados en
la linealizacién del modelo matematico mas usado en Biologia Pesquera (von Bertalanffy) y
el uso del método iterativo de la regresion no lineal que permite el ajuste de otras funciones
como la Logistica y la de Gompertz. Ademas de ejemplificarlo en un caracol marino se
aplica la regresion no lineal a cohortes posibles de un pepino de mar. Este capitulo finaliza
con métodos iterativos para el ajuste de formas de crecimiento variables a lo largo de las
estaciones del afio mediante funciones de crecimiento modificadas del modelo de von
Bertalanffy por la adicion de uno o dos componentes ciclicos (trigonométricos).

La informacion sobre el crecimiento por lo general proviene de varios lugares o bien los
organismos presentan dimorfismo sexual, por lo que es de interés verificar si existen
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diferencias entre las maneras en que crecen grupos diferentes. En el Capitulo 5 se han
incluido varias pruebas para llevar a cabo esta comparacion: La T multivariada de
Hotelling, la prueba de razon de verosimilitud y la de maxima verosimilitud, aplicada
al crecimiento de dos grupos, ajustados por funciones de von Bertalanffy, Logistica y
Gompertz, asi como una prueba para mas de dos funciones.

La reproduccién y la condicion de los organismos son aspectos fundamentales para el
conocimiento bioldgico de los organismos. En el Capitulo 6 se presentan dos enfoques
para su estudio: el uso de los indices morfofisioldgicos tradicionales (factor de condicidn,
indices gonadosomatico y hepatosomatico) comparados con el uso de medias ajustadas por
tamarno corporal provenientes del Analisis Multivariado de Covarianza (ANMUCOVA). Se
ejemplifica su uso con la aplicacion a los datos de un pez de zona templada (“suzuki”) y un
caracol marino del sur de México (“caracol chino”).

En el Capitulo 7 se introducen otros temas de importancia para el estudio de la reproducciéon
como son las escalas de madurez gonadica tanto las basadas en las caracteristicas
macroscopicas de las gonadas, como aquellas derivadas de su estudio histoldgico. También
se consideran funciones logisticas para utilizar la informacién de las escalas en la estimacion
del tamafio de los primeros individuos capaces de reproducirse.

Cabe sefialar que (como el titulo del libro lo indica) en todos los Capitulos y sus secciones
se presentan los comandos para llevar a cabo los procedimientos y obtener los cuadros
y graficas respectivos, no con un solo lenguaje sino por lo general en Stata y en R. La
validacion cruzada se ejemplifica con el uso del programa AED2020 ejecutable de
VisualBasic y el ajuste por maxima verosimilitud de la distribucion multinomial para
caracterizar componentes gaussianos hace uso de la herramienta “Solver” de Excel.

Finalmente, en los Apéndices incluyen una guia para el uso del AED2020, listas de
programas para Stata, de archivos con los datos, de objetos de R, los comandos de Stata
para el ANMUCOVA, hojas de Excel, una guia para el Programa PAC (Programas para el
Analisis del Crecimiento) y el ajuste de componentes gaussianos por maxima verosimilitud
de la distribucién Multinomial (con “Solver” de Excel).

Esta obra puede considerarse como complementaria, revisada, actualizada y aumentada
de los libros publicados anteriormente sobre Suavizacién no paramétrica y Métodos

actualizados para analisis de datos biologico-pesqueros.

Como los escritos anteriores, los autores esperamos que este texto sea de utilidad a
estudiosos de la Biologia Pesquera, ya sea académicos, administradores de recursos,
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estudiantes de licenciatura y posgrado involucrados con la explotacion de los recursos
naturales renovables de México.

Informacion adicional sobre la obra (programas, datos, fe de erratas) esta disponible en el
blog “Biometria y Biologia Pesquera” en la siguiente liga:

https://blogceta.zaragoza.unam.mx/biombiolpesca/
Isaias Hazarmabeth Salgado Ugarte

Veronica Mitsui Saito Quezada
Septiembre de 2020
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Analisis de frecuencia de tallas
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1.1 Histograma

La estructura de tallas de una poblacién de peces (o de otros organismos) representa una
respuesta sintética a factores ecoldgicos propios de las poblaciones o las comunidades
(Ogle, 2016). El analisis de la frecuencia de tallas es una de las herramientas mas utilizadas
en la evaluacion de las poblaciones explotadas por pesca. La distribucion de los tamarfios
de los individuos ofrece una imagen instantanea que muestra las interacciones dindmicas
del reclutamiento, el crecimiento y la mortalidad, por lo que permite reconocer problemas
como inconsistencia en clases anuales, crecimiento lento o alta mortalidad (Neumann y
Allen 2007).

Tradicionalmente, para analizar datos de frecuencia de tallas se han empleado histogramas
y poligonos de frecuencia. De acuerdo con Hardle (1991) y Hérdle y Simar (2015) un
histograma se obtiene dividiendo la linea de los numeros reales en intervalos (B)):

Bj(xo, 1) = [xo + (j =1)h, x, + jh), jel

con amplitud / > 0 y origen en x,. Notar que debido a la especificacién de un intervalo [a,
b) (cerrado-abierto), una observacion en particular en el limite de un intervalo se coloca en
el intervalo superior.

Entonces el histograma como estimador de densidad de la variable x que depende de una
amplitud de intervalo , f, (x) es:

fulx)=n"h" Z Z I{x; € Bj(x,, W)} I {x € Bj(x, h)}

jez (=1

La primera funcion indicadora I{x; € B;(x,, h)} cuenta el niumero de observaciones que
caen dentro del intervalo B,(x,, &), es decir, esta funcion I{ } asigna un valor de 1 a los
elementos pertenecientes al conjunto (especificado por el intervalo) y 0 a los demas. La
segunda funcién indicadora localiza los conteos alrededor del valor “x”. En esta definicién,
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las frecuencias han sido normalizadas (frecuencia del intervalo dividida por el producto
del niimero total de observaciones “n” con la amplitud de clase “h”) para que el area bajo
las barras del histograma sea igual a la unidad (escala de densidad), si bien, en el uso
comun de los histogramas, el eje vertical (“y”) representa el niumero (frecuencia) de las
observaciones que pertenecen a un intervalo (clase) aunque pueden utilizarse escalas de
porcentaje 6 fraccion.

Los histogramas y los poligonos de frecuencia son también estimadores de la distribucion
de densidad del conjunto de datos. A pesar de su amplio uso, estos estimadores de
densidad pueden ser muy generales y faltos de definicion para propodsitos del analisis
detallado de la distribucion (Tarter y Kronmal, 1976). Existen cuatro problemas cuando se
usan histogramas (Fox, 1990):

1. Dependencia del origen. El investigador debe escoger la posiciéon del origen de
los intervalos (a menudo usando numeros redondeados convenientemente). Esta
subjetividad puede llevar a estimaciones confusas debido a que un cambio en el origen
puede cambiar las caracteristicas de la distribucion, como la simetria, el sesgo, asi como
el nimero y posicion de las modas en la estimacion de densidad (Silverman, 1986; Fox,
1990; Scott, 1992; 2015).

Para ejemplificar este problema se utilizaran los datos de longitud estandar (mm)
del bagre estuarino Cathorops melanopus (Ariidae) (83 hembras (cddigo numérico =
2) y 100 organismos de sexo indeterminado (codigo = 3) recolectados en noviembre
de 1980) reportados por Salgado-Ugarte (1985). Los 100 organismos indeterminados
sexualmente son una submuestra aleatoria del total de los 449 en total del archivo y
codificados en la variable “sexa” (breve de sexo ajustado). Lo anterior con el fin de
equilibrar la proporcién de individuos. Con Stata (StataCorp, 2019) es posible construir
cinco histogramas, utilizando la misma amplitud de intervalo (h = 30; la eleccion de
este valor se discutira posteriormente) pero con origen diferente (24, 30, 36, 42 y 48,
respectivamente) mediante el siguiente codigo:

Inicialmente se carga el archivo de datos (en formato Stata)
. use “c:/data/bagretallas”

Posteriormente se construyen los histogramas y se graban en archivos.

. histogram bodlen if sexa==2 | sexa==3, start(24) width (30)
ytitle (™ V) xtitle(™ “) xlab(24(30)300, angle(45) )
xscale (range (0 300)) saving (figl, replace)
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histogram bodlen if sexa==2 | sexa==3, start(30) width(30)
ytitle (™ V) xtitle(™ “) x1lab(30(30)300, angle(45) )
xscale (range (0 300)) saving (fig2, replace)

histogram bodlen if sexa==2 | sexa==3, start(36) width(30)
ytitle (™ V) xtitle(™ “) x1lab(36(30)300, angle(45) )
xscale (range (0 300)) saving (fig3, replace)

histogram bodlen if sexa==2 | sexa==3, start(42) width (30)
ytitle (™ V) xtitle(™ “) x1lab(42(30)300,angle (45) ) ylab(0(.005).015, grid)
yscale (range (0 .015)) xscale(range(0 300)) saving (figd, replace

histogram bodlen if sexa==2 | sexa==3, start(48) width (30)
ytitle (™ V) xtitle(™ “) x1ab(48(30)300, angle(45) ) ylab(0(.005).015)
yscale (range (0 .015)) xscale(range (0 300)) saving (fig, replace)

El daltimo grafico es el promedio de los cinco anteriores y es un estimador de densidad
por kernel. Estos estimadores se explicaran mas adelante. Para obtenerlo se escriben los
siguientes comandos:

warpdenml bodlen if sexa== | sexa==3, b(30) m(5) k(2) gen(den30 mid30)

scatter den30 mid30, ytitle(™ “) xtitle(“™ “) xlab(0(50)300, angle(45))

ms (i) c(J) saving (figh, replace)

Finalmente, los archivos graficos individuales se combinan en uno sélo el cual se graba
para uso posterior:

graph combine figl.gph fig2.gph fig3.gph figd.gph figh.gph fig6.gph, cols(2)
ysize(7) 11 (Densidad) bl (“Longitud estandar (mm)”) saving (figlplt)

Como puede observarse en el grafico combinado (Figura 1.1), existen histogramas
bimodales y trimodales. Seria arbitrario escoger alguno de estos histogramas para
representar la distribucién de longitudes. Infortunadamente, este ejercicio de dibujar
varios histogramas con el origen desplazado puede conducir al analista a seleccionar
(intencionalmente o no) aquél que mejor se ajuste a sus propdsitos.
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Para reproducir la Figura 1.1 con R se deben de usar los siguientes comandos (R Core
Team, 2018):

M 05

oD
ans

T FESIFEFIET L S S EESEOSSS

- = =R
©
'§ 8- g
P EEELEEEEF
§. = P
L T
S ELILIP S CESEFPF S

Longitud estandar (mm)

Figura 1.1. Cinco histogramas con origenes diferentes y el Histograma Desplazado
Promedio (HDP) correspondiente para los datos de longitud de hembras e
indeterminados del bagre Cathorops melanopus (Version Stata).
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> setwd(“c:/data”)

> library(foreign)

> bagtalla <- read.dta(“bagretallaso.dta”)
> names (bagtalla)

[1] “bodlen” “sex” “nalea” “sexa”

> blhemin <- bagtalla$bodlen[bagtalla$sexa==2 | bagtalla$sexa==3]

> library(ash)

Warning message:

package ‘ash’ was built under R version 3.5.2

> op<-par (no.readonly=TRUE)

> par (op)

> par (oma=c(3,3,0,0), mar= c(3,3,2,2))

> layout (matrix(c(1,2,3,4,5,6), byrow=TRUE, ncol=2))

> hist (blhemin,breaks=seq(24,294,30), main=" “, freg=FALSE, ylab=" %,
xlab=" ", xlim=c(0,300))

> hist (blhemin,breaks=seq(30,294,30), main=" “, freg=FALSE, ylab=" “,
xlab=" %, xlim=c(0,300))

> hist (blhemin,breaks=seq(36,294,30), main=" “, freg=FALSE, ylab=" “,
xlab=" “, xlim=c(0,300))

> hist (blhemin,breaks=seq(42,294,30), main=" “, freg=FALSE, ylab=" "%,
xlab=" ", xlim=c(0,300))

> hist (blhemin,breaks=seq(48,294,30), main=" %, freg=FALSE, ylab=" %,
xlab=" ", xlim=c(0,300))

El resultado se muestra en la Figura 1.2

triangle <- c(1l,1) #esta especificacién estd corregida

ab <- c(9,279)

f <- ashl (binl (na.omit (blhemin),ab,45),5, kopt=triangle)

plot( £ , type="n”, xlab=" “, ylab = “ “ ,xlim=c(0,300))

lines (f, type="s")

mtext (text="Longitud estandar (mm)”, side=1, line=0,outer=TRUE)
mtext (text="Densidad”, side=2, line=0,outer=TRUE)

V V. V V V V V
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Figura 1.2. Cinco histogramas con origen diferente y el HDP
correspondiente para los datos de longitud de hembras e
indeterminados del bagre Cathorops melanopus (Version R).
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2. Dependencia en la amplitud y nimero de intervalos. Estos valores relacionados
entre si, se pueden considerar como parametros que determinan la suavidad de la
distribucion de frecuencia (densidad). Al utilizar pocos intervalos se eliminan detalles
de la distribucién, mientras que numerosas clases resultan en estimaciones ruidosas. Es
frecuente que el nimero y la amplitud de los intervalos se determine arbitrariamente a
pesar de lo importante que es esta eleccion (valores de amplitud comtinmente utilizados
son 1y 5, cm o mm). Como ejemplo, considerar las Figuras 1.3 y 1.4 para los datos del
bagre estuarino construidas mediante los comandos siguientes:

. histogram bodlen if sexa== | sexa==3, bin(5) ytitle(“Densidad”)

xtitle (“Longitud estandar (mm)”)

o1

Densidad

005

80 100 150 200 250
Longitud estandar (mm)

Figura 1.3. Histograma con cinco intervalos para los datos de longitud del
bagre estuarino Cathorops melanopus (hembras e indeterminados).

. histogram bodlen if sexa== | sexa==3, bin(20) ytitle (Densidad)

xtitle (“Longitud est andar (mm)”)
El primer histograma con cinco intervalos muestra una distribuciéon trimodal muy

simplificada. El segundo, con 20 clases, despliega una distribucién claramente
multimodal con 4 modas.
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3. Discontinuidad. Las discontinuidades del histograma son una funcién de la localizacién
arbitraria de los intervalos y la discretizacion de los datos mas bien que de la poblacién
que esta siendo muestreada. La densidad local sélo se calcula en el punto medio (marca
de clase) de cada intervalo y entonces se dibujan las barras suponiendo una densidad
constante en cada clase (Chambers et al., 1983).

4. Amplitud fija de intervalo. Si las clases son lo suficientemente angostas como para
capturar el detalle donde la densidad es alta, entonces pueden ser demasiado angostos
para evitar ruido cuando la densidad es baja. Este problema se ataca a menudo variando
la amplitud de clase, pero entonces, la altura de la barra no es proporcional a su area, lo
que conduce interpretaciones incorrectas.

02

Densidad
s

M

T ] T
50 100 150 200 250
Longitud estandar (mm)

Figura 1.4. Histograma con 20 intervalos para los datos de
longitud estandar del bagre estuarino Cathorops melanopus.

28




(apitulo 1. Analisis de frecuencia de tallas

GGG GG TG~ e

1.2 Poligonos de irecuencia

Como se sefiald anteriormente, las discontinuidades del histograma limitan su utilidad
como un estimador de densidad. El poligono de frecuencia (PF) es un estimador de
densidad continuo derivado de lainterpolacién lineal de los centros de clase del histograma.
Scott (1985a) examino las propiedades tedricas de poligonos de frecuencia univariados y
bivariados y encontr6é que poseen mejoras considerables sobre los histogramas.

Vale la pena mencionar que Fisher (1932, 1958) desaprob¢ a los PFs por razones graficas
al considerar que el PF conduce a una curva engafiosa. De acuerdo con El, se debe tener
cuidado de distinguir a la poblacién hipotética continua de tamarfio infinito de la cual
se ha sacado la muestra, de las observaciones finitas y discontinuas contenidas en dicha
muestra. El trabajo de Scott ha probado que la objecidon de Fisher hacia el uso de un
estimador de densidad continuo no es valida, aunque debe remarcarse su preocupaciéon
sobre el uso de técnicas que obscurecen el ruido estadistico con sofisticacion matematica
(Scott, 1992; 2015).

El poligono de frecuencia (PF) univariado es el interpolante lineal de los centros de clase
de un histograma con intervalos de la misma amplitud. El PF se extiende mas alla del
histograma hacia un intervalo vacio a cada extremo y se ha verificado que es una funcion
de densidad bona fide (es positivo con integral igual a la unidad). Considerando que el PF
conecta dos valores adyacentes del histograma f, y £, entre los centros de clase, el PF es
descrito por la ecuacién:

O L R

La aleatoriedad en el poligono de frecuencia deriva enteramente de los intervalos del
histograma.

Del trabajo de Scott (1985a) puede afirmarse que el PF en contraste con el histograma:

* aproxima mejor a densidades continuas por medio de interpolacién lineal de intervalos
mas amplios.

* es menos eficiente cuando la densidad subyacente es discontinua.
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* es mas sensitiva con respecto a errores en la eleccion de la amplitud de intervalo,
particularmente cuando h <#h, .

* requiere un error mayor en la amplitud de intervalo antes de que su error cuadrado
medio integrado (ECMI) sea peor que el mejor ECMI de histograma.

* es mas eficiente para los datos en relacion al histograma al increcementar el tamafio de
muestra.

Como ejemplo se incluyen dos poligonos de frecuencia para los datos de longitud patrén
de bagres. La Figura 1.5 muestra el PF con amplitud de intervalo de 9.6 y origen en 48 como
en el histograma de la Figura 1.3.

Primero se generan los pares de densidad-marca de clase

. twoway histogram gen bodlen if sexa==2 | sexa==3, bin(20) gen (hSp6 m9p6)
Luego se extienden las marcas de clase para incluir la densidad igual a cero

. di 52.8-9.6
43.2

. di 235.2+49.6
244.8

43.2 in 20
made)

replace m9p6 =
(1 real change

0 in 20
made)

replace h9p6 =
(1 real change

replace m9p6 =

(1 real change

replace h9p6
(1 real change
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Y se repite la gréfica pero con rétulos adecuados

. scatter h9p6 m9p6, c(l) sort ytitle(Densidad) xtitle(“Longitud estandar
(mm) )

025

02
—
T e

Dansidad
o ;s
-

005

T T L T
50 100 150 200 250
Langitud astandar (rmm)

Figura 1.5. Poligono de frecuencia para los datos de longitud patrén de bagres.
La amplitud de intervalo es 9.6 (como el histograma de la Figura 1.3).

El PF de la Figura 1.6 tiene una amplitud de intervalo de 45 mm con un origen en 48 mm,
semejante al del histograma de la Figura 1.2.

31



Métodos cuantitativos computarizados para biologia pesquera

L S S L N S S S S S

twoway histogram gen bodlen if sexa==2 | sexa==3, width(45) gen (h45 m45)

1 h45 m45
o +
| h45 mas |
| == |

1. | .011779 70.5 |
2. ] .0018215 115.5 |
3. | .0034001  160.5 |
4. | .004493  205.5 |
5. | .0007286  250.5 |
di 70.5-45

25.5

di 250.5+45
295.5

replace m45 = 25.5 in 6
(1 real change made)

replace h45 = 0 in 6
(1 real change made)

replace m45 = 295.5 in 7
(1 real change made)

replace h45 = 0 in 7
(1 real change made)

scatter h45 m45, c(l) sort ytitle(Densidad) xtitle (“Longitud estéandar
(mm) ”) x1lab (0(50)300)

La suavidad de estas estimaciones en comparacion con los histogramas de las Figuras 1.3
— 1.4 es evidente. Mas ejemplos se describiran en secciones posteriores.
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Figura 1.6. Poligono de frecuencia para los datos de longitud patrén de bagres.
La amplitud de intervalo es 45 (como el histograma de la Figura 1.2)

1.3 Estimadores de densidad por kernel (EDKS)

Se han propuesto varios procedimientos para superar los inconvenientes de los histogramas.
Los problemas del origen y la discontinuidad son atacados al calcular la densidad local en
cada punto de los datos. Esto se logra, en esencia, por la construccion de intervalos de
amplitud fija alrededor de cada punto y no en las marcas de clase.

Desde un punto de vista formal, este intervalo (llamado también ancho de ventana o amplitud
de banda) puede considerarse como una funcién ponderal que asigna un peso positivo a
cada observacion dentro del intervalo y un peso nulo para los datos que caen fuera de éL

En el histograma tradicional, por ejemplo, el peso es un valor constante (funcién uniforme)
en la forma de frecuencia, fraccién, porcentaje o densidad, asignado a cada punto de los
datos incluido en el intervalo. Los valores individuales para la clase se suman y el resultado
puede ser representado geométricamente por un rectangulo (la barra clasica) centrado en
cada marca de clase.
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En el procedimiento alternativo, para estimar la densidad, la discontinuidad se ataca al
considerar funciones ponderales de variacion gradual (como por ejemplo una curva
Gaussiana). De esta forma es posible emplear una figura en forma de campana centrada en
cada valor de los datos y sumar estas curvas individuales para obtener el resultado final
(para detalles consultar a Chambers, et al., 1983; Fox, 1990; Hardle, 1991; Salgado-Ugarte,
2002; Everitt y Hothorn, 2006).

Estas nociones conducen a los estimadores de densidad por kernel (EDKs), atribuidos a
Rosenblat (1956) definidos por la siguiente expresion:

fo) = LK) a1

donde f(x) es la estimacion de densidad de la variable x, X; indica una observacion
particular de x, n es el niumero de observaciones, & es la amplitud de banda (intervalo) o
parametro de suavizacién y K(®) es la funcién kernel, suave, simétrica con integral igual
a la unidad.

El Cuadro 1.1, adaptado de Hardle (1991), enlista algunas funciones kernel mas comunes.
Con excepcién del kernel uniforme, todas estas funciones varian gradualmente con una
altura méxima en el centro y valores minimos hacia los extremos (figura 1.7). Notar que el
sostén de las funciones es de -1 a 1 con excepcion del kernel gaussiano que tedricamente se
calcula desde -0 a +eo, aunque en la practica los algoritmos se limiten a un intervalo menor
(como de -4 a 4).

(uadro 1.1. Algunas funciones kernel comunes.

Kernel K(z)
Uniforme ni(lzl £1)
Triangular (ASH) 1-1zhI(lzl £1)
Epanechnikov Ya(1 - 22) I(lzl <1)
Biponderado (Cuértico) 15/16)(1 - 2') I(1z] <1)
Triponderado (35/32)(1-z°) I(1z] <1)
Coseno (1t/4)cos((1t/2)z) I(1z] <£1)
Gaussiano (1/\/27‘()exp((—1/2)z2

En todos los casos z=(x - X; ) / h.
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Figura 1.7. Funciones ponderales (kerneles) comunes (Salgado-Ugarte, 2013; 2017).

El resultado de aplicar un EDK gaussiano con ancho de banda de 9.5 (este valor se discutira
mas adelante), a los datos de longitud de bagres se presenta en la Figura 1.8.
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El cédigo en Stata es:
tltitle(“Densidad

b(9.5) m(10) k(6)
xtitle (“Longitud

ytitle (Densidad)

warpdenml bodlen if sexa==2 | sexa==3,
WARP (poligonal), bw = 9.5, M = 10, ker = 6”)

patrén (mm)”)

Densidad WARP (poligonal), bw =95 M =10, ker=6

III |I
|
|I II
[
- |
= i
3 [
@ : H
& | |I
§ f \ fr\H
' | \ fF\' f |
/ ' \
_F’-)r '\"\'\.
—,| - T—
0 100 200 300
Longitud patrén (mm)

Figura 1.8. Estimador de densidad por kernel (EDK) para los datos de
longitud patrén de bagres (hembras e indeterminados). El ancho de banda
es 9.5 (semejante al ancho de intervalo del histograma de la Figura 1.2).

Para hacerlo en R primero se importan los datos desde el archivo en formato de datos de

Stata:

> setwd(“c:/data”)

> library(foreign)

> bagtalla <- read.dta(“bagretallaso.dta”)
> names (bagtalla)
[1] “bodlen” “sex”
> length (bagtalla$bodlen)

[1] 641

“nalea” “sexa”
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Posteriormente se genera un objeto con los datos de longitud de hembras y la muestra
(aleatoria) de 100 individuos indeterminados. Estos valores se han especificado por la
variable “sexa” (breve de “sexo ajustado”, es decir solo tiene valor para los 100 ejemplares
indeterminados seleccionados al azar):

> blhemin <- bagtalla$bodlen[bagtalla$sexa==2 | bagtalla$sexa==3]

y se construye el EDK con la funcién “density” incluida en R. Es necesario aplicar la funcién
“na.omit” ya que la seleccion de hembras e indeterminados produce valores faltantes
(IINA’I ):

> plot(density(na.omit (blhemin),bw=9.5),main="EDK, bw=9.5"”, vylab="Densidad”,

xlab="Longitud patrdén (mm)”)

El resultado se muestra en la Figura 1.9.

EDK, bw=05

oo1s

oo

D nsadnd

[elioat]

5q s SR e g
o o L a e

Langi patdn jmm)

Figura 1.9. Estimador de densidad por kernel (EDK) para los datos de longitud patron
de bagres (hembras e indeterminados) obtenido con la funcién “density” de R. El
ancho de banda es 9.5 (semejante al ancho de intervalo del histograma de la Figura 1.2).
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Estos EDK emplean amplitudes fijas de banda. Esta caracteristica hace que las estimaciones
sean sensibles a ruido en las colas o en cualquier otro intervalo de la distribucién con
frecuencia baja.

Para atacar este inconveniente, existen procedimientos que reducen la amplitud de banda
en las regiones con alta concentracién de datos y la incrementa donde la concentracion
es baja. Es asi que estos EDKs de amplitud de banda variable (Jones, 1990) proporcionan
detalle donde se concentran las observaciones y eliminan fluctuaciones ruidosas en donde
los datos son escasos.

1.4 Estimadores de densidad por kernel de amplitud variable

Los estimadores de la densidad por kernel descritos en las secciones anteriores utilizan
amplitud fija de ventana. Esta caracteristica provoca que las estimaciones sean vulnerables
al ruido (variaciones aleatorias) en las colas o en cualquier intervalo con cuenta baja de
observaciones en la distribucion.

Para resolver esta dificultad se han propuesto algunos métodos que utilizan una amplitud
de banda variable. La descrita a continuacion se tomo de Fox (1990) quien a su vez la adapto
de Silverman (1986). Laidea general es el ajustar la amplitud de ventana de tal forma que sea
mas angosta a densidades altas y mas amplia donde existen bajas densidades. El resultado
de este procedimiento de amplitud variable es retener detalle donde las observaciones se
concentran y eliminar fluctuaciones ruidosas donde los datos escasean.

El algoritmo para calcular tales estimadores por kernel de amplitud variable se explica a
continuacion:

1 Calcular una estimacion de densidad preliminar, por ejemplo la proporcionada por
cualquiera de las funciones kernel con amplitud fija de ventana f(x).

2. Con esta estimacion inicial para cada observacion de X, calcular factores locales para las
ventanas wi relacionados inversamente con la densidad:
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donde

1/n

Ai=|f1 (x,)]

es la media geométrica de f(Xi), y por tanto los pesos tienen un producto y media
geométrica de uno.

3. Utilizando los pesos, calcular el estimador de densidad por kernel de amplitud variable.

w; h

Ak
w 1

f=—3

x—Xl-]

Notar que la aplicacion de pesos a i produce ventanas de amplitud variable que resultan
en una amplitud de banda media geométrica igual a h. El factor 1/w se requiere para
asegurar que el area total bajo la estimacion de densidad sea la unidad.

4. Tterar (repetir) los pasos 2 y 3, utilizando f, en lugar de f; para recalcular los pesos. En la
practica, la iteracion produce poco cambio en las estimaciones de densidad (Fox, 1990).

La aplicaciéon de este procedimiento se presenta en la Figura 1.7. Se puede notar que la
moda dominante (con mayor frecuencia) esta mejor definida y que la zona intermedia con
pocos valores se encuentra algo aplanada.

Para Stata se escribieron originalmente dos programas: “varwiker.ado” y “varwike2.
ado”, los cuales se han actualizado a los programas “varwikerl.ado” y “varwike21.ado”.
El primero lleva a cabo el algoritmo de estimacién para todos los datos en el primer y
segundo pasos del método de calculo, por lo que, si el nimero de datos es grande, la
obtencion de los resultados finales llevara mas tiempo. El segundo programa, estima la
densidad para cada dato en el primer paso, pero en el segundo sélo utiliza una serie de
puntos uniformemente espaciados; el valor prestablecido es de 50, pero puede aumentarse
a 100 o mas puntos de calculo. Para el ejemplo se utilizo éste ultimo (“varwike21.ado”):

varwike2l bodlen if sexa== | sexa==3, b(9.5) np(l00) ytitle(Densidad)
xtitle (“Longitud patrdén (mm)”) tltitle (“EDK de banda variable, bw(G) = 9.5, np
= 100")

(Figura 1.10)
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EDK de banda variable, bwi{) = 9.5, np = 100
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Figura 1.10. Estimador de densidad por kernel (EDK) con amplitud de banda
variable para los datos de longitud patron de bagres (hembras e indeterminados)
obtenido con el comando “varwike21.ado” para Stata. El ancho de banda es 9.5
(semejante al ancho de intervalo del histograma de la Figura 1.2).

Debemos recordar que, si la amplitud de banda varia de acuerdo con la frecuencia de los
datos, entonces, para el calculo de la densidad se usan diferentes valores. Por esto, el ancho
de banda inicial, como se indic6 en la explicacion de los pasos de célculo, representa la

media geométrica (G) de todos los valores utilizados para la estimacion.

De acuerdo con Simonoff (1996), este método esta cerca de ser lo mejor para la estimacion
de la distribucién de frecuencia de datos univariados. Detalles y programas para calcular
estos importantes estimadores se incluyen en Salgado-Ugarte et al. (1993), Salgado-Ugarte

(2002) y Salgado-Ugarte y Pérez-Hernandez (2003).
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1.5 Eleccion de amplitud de banda

Si bien arriba se citan alternativas para resolver dos de los inconvenientes del histograma,
el problema de la eleccion de la amplitud de intervalo (banda, /1) permanece. Un enfoque
para la eleccion del ancho de banda sugerido por Tarter y Kronmal (1976) es el variar 1 hasta
obtener un resultado suave “satisfactorio”. Este procedimiento depende de la evaluacion
subjetiva del investigador, pero puede ser adecuado para fines exploratorios (Silverman,
1986) puesto que las caracteristicas de la densidad “aparecen” y “desaparecen” al cambiar
la amplitud de banda (Silverman, 1981a).

La teoria estadistica proporciona alguna guia en la seleccién de una amplitud de banda
optima. Desafortunadamente, por lo general no es posible optimizar la amplitud de banda
sin el conocimiento previo de la forma de la verdadera distribuciéon de densidad. Siguiendo
a Tukey (1977), Scott (1979) y Silverman (1978, 1986), la distribucién Gaussiana puede
emplearse como una referencia estandar al escoger h. Aplicando un kernel Gaussiano y
minimizando el error cuadrado integrado medio (ECIM), la siguiente estimacion de escala
(dispersion ¢ variabilidad) puede calcularse:

= min (Z(Xi -X) )1/2 Dispersion de cuartos ]

n-1 1" 1.349 | (1.2)

donde la Dispersion de cuartos se refiere al cuarto superior menos el cuarto inferior, una
medida resistente de dispersién aproximadamente equivalente al recorrido intercuartilico
(Tukey, 1977). Entonces I puede escogerse como:

_ 0.9s
n' (1.3)

donde s es la menor de dos estimaciones del pardmetro de dispersion de la distribucion
Gaussiana o: la desviacion estandar y la F-pseudosigma (Dispersion de cuartos/1.349)
(Hoaglin, 1983; Iglewics, 1983, Fox, 1990; Salgado-Ugarte, 2016). Este ajuste proporciona
resistencia a colas densas y trabajard bien para una amplia gama de densidades pero,
tiende a sobresuavizar distribuciones muy sesgadas o multimodales (Silverman, 1986). En
este caso, la amplitud ”"optima” de banda puede considerarse como un punto de partida
para un ajuste fino posterior.
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1.6 Calculo eficiente de EDKSs (discretizado y ASH-WARP)

A pesar de que los EDKs eliminan algunos de los problemas del tradicional histograma,
estos estimadores presentan un inconveniente: para su determinacion se requiere un gran
numero de calculos.

Este inconveniente es atenuado por la disponibilidad de las computadoras, las cuales,
precisamente son capaces de realizar numerosas operaciones algebraicas sin errores en un
tiempo muy corto.

No obstante, la aplicacion directa de la féormula de los EDKs es ineficiente, ya que en el caso
de observaciones con el mismo valor se llevan a cabo, de manera repetida, los numerosos
calculos para llegar al mismo resultado. Para evitar el hacer estos calculos repetitivos al
trabajar con lotes numéricos grandes, se han sugerido los procedimientos “discretizados”
que involucran la especificacion de un conjunto de valores uniformemente espaciados (por
ejemplo 50) a lo largo del recorrido de los niimeros y utilizarlos para el céalculo de las
densidades (Chambers, et al. 1983; Fox, 1990; Salgado-Ugarte, 2002).

Scott (1985) sugirié un procedimiento alternativo para superar este problema y a su vez
eliminar la influencia de la eleccion del origen: él propuso promediar varios histogramas
con origenes sistematicamente diferentes con la misma amplitud de clase en lugar de
escoger alguno de ellos.
Estos estimadores son los histogramas desplazados promedio (ASH por sus siglas en
inglés: Averaged Shifted Histograms). Posteriormente, Hardle y Scott (1988), desarrollaron
el concepto mas general llamado promedio ponderado de puntos redondeados, que por
sus siglas en inglés se conocen como WARP (Weighted Averaging of Rounded Points).
El calculo de una estimacion ASH-WARP requiere de tres pasos:

(1) Agrupamiento de los datos;

(2) Calculo de los pesos y

(3) Ponderacion de los intervalos.
La altima grafica de la Figura 1.1 muestra el resultado de promediar los cinco histogramas

incluidos; es evidente la trimodalidad de los datos como resultado de una mejora
significativa en la relacion sefial — ruido obtenida al promediar el origen.
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El método ASH-WARP puede usarse para aproximar a un EDK particular utilizando la
funcién ponderal adecuada. E1 WARP aproxima a la funcién kernel al aumentar el nimero
de histogramas que se promedian (Hardle, 1991).

El siguiente codigo permite el calculo de una estimacion de densidad por kernel gaussiano
discretizada. Se usa la mitad de la amplitud de banda “6ptima” dada por la expresion 1.3):
19/2=9.5 (lo que se explicara mas adelante), la funcién ponderal gaussiana y un nimero de
puntos uniformemente espaciados (100) para el calculo. El resultado se muestra en la Figura
1.11 en la cual los 100 puntos usados para la estimacion se han indicado explicitamente
(simbolos circulares).

. kerneld bodlen if sexa==2 | sexa==3, b(9.5) k(6) np(l00) ylab xlab tl (“EDK

discretizado, bw = 9.5, k = 6, no. puntos = 100”) s (o) 11 (“Densidad”)
b2 (“Longitud patrdédn (mm)”)

Figura 1.11. EDK discretizado para los datos de longitud patrén de bagres
(hembras e indeterminados) con los 100 puntos de calculo indicados.
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La estimacion ASH-WARP para estos datos se presenta en las Figuras 1.12 y 1.13. En la
primera se presenta el histograma desplazado promedio con la mitad de la banda 6ptima.
Debe senalarse que al promediar a los histogramas, la funciéon ponderal uniforme de los
histogramas se hace equivalente a una funcién triangular. Ademas, para la union de los
puntos resultantes se hace uso dela opcién “step” que permite dibujar la version discontinua
para presentar el resultado de promediar cinco histogramas. Detalles adicionales del
calculo de este valor 6ptimo para el kernel triangular y opciones adicionales se presentaran
en secciones posteriores (1.8 y 1.9).

En la segunda (Figura 1.13) por otro lado, se muestra el resultado de aumentar el niimero
de histogramas que se promedian. Utilizando la amplitud de banda de 9.5 (mitad de la
“Optima” de Silverman dada por la expresion 1.3) = 19) y resolviendo para 20 histogramas
obtenemos una estimacion practicamente igual a la version discretizada de la Figura 1.12).
Teoricamente, cuando el niimero de histogramas a promediar (representados por “M”) es
infinito, la estimacion ASH (WARP) es equivalente al EDK correspondiente.

. warpdenml bodlen if sexa==2 | sexa==3, b(23.11) m(5) k(2) st

ytitle (“Densidad”) xtitle (“Longitud patrédn (mm)”) tltitle (“Densidad ASH, bw =
23.11, M = 5, Ker = 2)

Densidad ASH, bw=2311, M =5 Ker=2

.015

.01
1

Densidad

005
1

0 100 200 300
Longitud patron (mmy)

Figura 1.12. Histograma desplazado promedio (ASH) para los datos
de bagre. El ancho de banda se ha transformado para ser la mitad
del optimo (46.22/2) para kernel Triangular.
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1.7 Algunas consideraciones

El uso de la frecuencia de tallas para investigar el crecimiento de los organismos capturados
por pesca, data desde finales del siglo antepasado cuando Petersen (1892) aplico el (en
ese entonces recientemente aparecido) histograma, a las medidas de longitud de peces
y encontrd que, debido a la reproduccién anual de las especies de zonas templadas, la
distribucién resultante era multimodal y que cada una de las modas representaba un
grupo de organismos con tamario (y por tanto edad) semejante, es decir una “cohorte”.

Las cohortes pueden seguirse claramente durante la primera parte de la vida del organismo
conectando las modas correspondientes en los histogramas de muestras sucesivas. Sin
embargo, cuando los organismos se aproximan a su talla maxima el seguimiento de las
modas se hace dificil (si no imposible) porque para entonces peces de diferentes edades
han alcanzado aproximadamente el mismo tamarfio (Sparre y Venema, 1992).

. warpdenml bodlen if sexa==2 | sexa==3, b(9.5) m(20) k(6) st

ytitle (“Densidad”) xtitle(“Longitud patrdén (mm)”) tltitle(“Densidad ASH, bw =
9.5, M = 20, Ker = 0)

Densidad ASH, bw = 9.5 M = 20, Ker =6

015

Densidad

Longitud patron (mmy)

Figura 1.13. Histograma desplazado promedio (ASH) para los datos de
bagre. El ancho de banda es la mitad del éptimo gaussiano y se han
promediado 20 histogramas con la funcién ponderal Gaussiana.

45




Métodos cuantitativos computarizados para biologia pesquera

7 S L S K L S S S

El procedimiento estadistico para mostrar la distribucion de las longitudes (histograma) es
un suavizador de datos con la amplitud del intervalo como el parametro de suavizacion
(Hardle, 1991). El nimero de modas es una caracteristica de los datos pero depende de la
amplitud del intervalo.

De esta forma, en la investigacion pesquera una pregunta fundamental es “;Cual es la
amplitud de intervalo que manifiesta claramente la estructura modal de los datos?” A este
respecto, podemos recordar varias sugerencias de la literatura.

Se usan en general intervalos de 0.5 cm para especies pequefias (< 30 cm) y 1.0 6 2.0 cm
para especies mayores. Wolff (1989) propuso una formula derivada empiricamente para la
determinacion del ancho 6ptimo de intervalo con base en el tamafio maximo observado y
el nimero estimado de clases de edad en la muestra.

Se ha notado que en el estudio de pesquerias se tiene que hacer a menudo un compromiso
entre medir lenta y cuidadosamente un niimero reducido de individuos o agrupar nimeros
mayores de medidas en intervalos mayores; en este sentido se ha sugerido que la amplitud
del intervalo deberia ser lo suficientemente angosto para que los picos de frecuencia
sucesivos queden separados por cinco o seis clases (Caddy, 1986).

Erzini (1990) argumenta que el tamafio 6ptimo de intervalo para el agrupamiento de datos
de longitud es una funcién del tamafio de muestra y que las caracteristicas bioldgicas
tales como la variabilidad de la longitud a cierta edad, el patrén de reclutamiento, la
tasa de crecimiento y el tamafio maximo, afectan a la claridad con la que se pueden
distinguir las modas en la distribucion de tallas. El articulo de Erzini apoya la sugerencia
de Caddy citada arriba y ademas encontré que los métodos con base empirica para
determinar la amplitud de intervalo pueden servir s6lo para proporcionar estimaciones
gruesas.

Es sorprendente que el efecto del origen de los intervalos en los histogramas resultantes no
haya recibido atencion en la literatura de investigacion pesquera.

El ASH da una versién mas detallada de la distribucion de frecuencia (Figura 1.13). Como
se senald arriba, este estimador, sobre todo en su version interpolante, converge a un EDK
al incrementarse el nimero de histogramas desplazados que se promedian y con el uso
de la funcién ponderal adecuada. En la practica, es suficiente promediar entre 10 y 15
histogramas desplazados para llegar a los mismos resultados que un EDK (Hérdle, 1991).
Esta propiedad se utiliza para ahorrar un nimero considerable de operaciones algebraicas
individuales en el calculo de los estimadores de densidad por kernel.
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Los EDKs resuelven algunos de los problemas del histograma y son adecuados para el
analisis de datos de frecuencia de longitudes. Todas las funciones kernel incluidas en el
Cuadro 1.1 tienen una eficiencia cercana a la maxima del kernel de Epanechnikov (1969)
(Silverman, 1986; Salgado-Ugarte, 2002). Como consecuencia de esto, la funcién kernel
puede escogerse con base en otras razones, como por ejemplo, el esfuerzo de computo
requerido para su célculo (Silverman, 1986).

Al trabajar con estimadores de densidad por kernel, el efecto del origen en la estimacién
desaparece, aunque el problema de la eleccién del parametro de suavizacién (amplitud
de banda) permanece. No obstante, se dispone de varias guias estadisticas al respecto. La
regla para la selecciéon de amplitud de banda presentada anteriormente se ha desarrollado
para el caso de una sola distribucién subyacente.

En distribuciones mezcladas, existen varios componentes (Gaussianos o de otro tipo), cada
uno con parametros diferentes (tales como la media y la desviacion estandar en el caso de
distribuciones Gaussianas). El nimero o amplitud de intervalo éptimos puede ser diferente
para cada componente. Los grupos dominantes (con muchos individuos) permiten el uso
de un nimero grande de intervalos angostos; componentes con menos individuos pueden
soportar solamente unos pocos intervalos amplios.

El histograma clasico utiliza intervalos de amplitud fija, de aqui que en algunas instancias
no puede presentar adecuadamente componentes dominantes y menores al mismo tiempo.
Bajo estas circunstancias parece particularmente apropiado el uso de los EDKs de amplitud
de banda variable, los cuales ajustan el intervalo para proporcionar detalle (decreciendo h
en regiones de alta concentracion de datos) y eliminar el ruido (incrementando / donde la
cantidad de observaciones es escasa).

Sin embargo, como con los histogramas, es importante medir las longitudes con la precisién
mas alta posible para poder utilizar una gama amplia de amplitudes de intervalo.

Los EDKs permiten la aplicacion de métodos para la determinacién de componentes
individuales en distribuciones mezcladas (Cassie, 1954; Tanaka, 1962; Morrison Cassie,
1962; Bhattacharya, 1963) de manera mas clara y sencilla (ver por ejemplo, Salgado-Ugarte,
et al. 1994; Salgado-Ugarte, et al. 2005). Asimismo, proporcionan valores iniciales adecuados
para los métodos iterativos de ajuste de componentes por medio de criterios de maxima
verosimilitud (Akamine, 1985; Macdonald y Green, 1988; Fournier, ef al., 1990).

Finalmente, los EDKSs proporcionan varias formas de probar y evaluar la multimodalidad
(para detalles ver Silverman, 1981b, 1983, 1986). Un ejemplo utilizando el método de
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bootstrap suavizado de Silverman (1981b) se presenta en Salgado-Ugarte et al. (1997) y
mas recientemente en Salgado-Ugarte (2002). El uso de este método se especificara en la
seccion 1.9 mas adelante. Otros enfoques se han sugerido por Cox (1966), Good y Gaskins
(1980) y Wong (1985). Los programas para el calculo de los EDKs se han incluido en los
programas EDK2000, adjunto con el texto de Salgado-Ugarte (2002), con el programa
AED2010, incluido con Salgado-Ugarte (2013) y la version actualizada AED2020 incluido
en la presente obra.

1.8 Reglas practicas para seleccion de intervalo/bhanda
1.8.1. Introduccion

La eleccion de la amplitud del intervalo/banda (parametro de suavizacién) es uno de
los problemas mas relevantes de la estimacion de la densidad. Como se discuti6 en las
secciones anteriores, existen varios procedimientos para establecer un valor adecuado para
este parametro en histogramas, poligonos de frecuencia (PF), histogramas desplazados
promedio (estimadores ASH-WARP) y estimadores de densidad por kernel (EDKs).

Algunos de estos métodos de seleccion se enfocan al niimero “Optimo” de intervalos,
mientras que otros producen aproximaciones a la amplitud “éptima” de intervalo al
minimizar alguna medida del error estadistico bajo ciertas condiciones y suposiciones.

En esta seccion se presentan varias reglas que proporcionan algunos valores de referencia
utiles para la eleccion del parametro de suavizacién en el analisis de la densidad por
histogramas, poligonos de frecuencia y estimadores de densidad por kernel, incluyendo
a los histogramas desplazados promedio (ASH) y su generalizacién en el promedio
ponderado de puntos redondeados (WARP).

1.8.2. Reglas para eleccion del niamero de intervalos en histogramas

Probablemente la regla mas famosa para determinar el niimero de intervalos para la
estimacion de densidad del histograma fue propuesta por Sturges (1926). Al aplicar estaregla
se espera que una variable normalmente distribuida pueda ser dividida apropiadamente
de tal forma que las clases de frecuencia abarquen una serie binomial para todos los valores
de N los cuales son potencias pares de dos (Doane, 1976).
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Es interesante notar que no obstante en su contribucion original Sturges se refiere
explicitamente a la eleccion del intervalo de clase, técnicamente su regla es mas bien un
procedimiento para escoger el numero de intervalos (Scott, 1992; 2015).

De acuerdo a la sugerencia de Sturges, el nimero de intervalos puede calcularse como:
k=1+log*n (1.4)
donde k es el nimero de intervalos, y 1 se refiere al nimero de observaciones.

La formulacién de Sturges es ampliamente recomendada en textos introductorios de
estadistica. Se ha vuelto una guia para los investigadores y a menudo es utilizada como
valor pre-establecido en programas estadisticos atin cuando en varios casos no es apropiada:
esta regla no es aplicable a datos con distribucion asimétrica, no Gaussiana o multimodal,
los cuales ocurren la mayor parte del tiempo (Doane, 1976; Scott, 1992; 2015).

Una forma de ajustar por sesgo es agregar intervalos en (1.4) de acuerdo a 1+ 9 (1/6),
donde 7 es un estimador del coeficiente de sesgo estandar (Doane, 1976). Para fines
exploratorios, Emerson y Hoaglin (1983) consideran que este ajuste adicional involucra
muchos célculos que podrian ser problematicos sin una computadora. Una dificultad mas
seria es la no resistencia del coeficiente de sesgo.

1.8.3. Reglas para eleccion de amplitud de intervalo en histogramas

Como se ha citado en otros trabajos (Salgado-Ugarte, et al. 1993), Scott (1979) derivo una
féormula para calcular la amplitud optima asintdtica resultante en un error cuadrado
integrado medio minimo (ECIM) para histogramas. La féormula de Scott involucra el
conocimiento previo de la verdadera funcién de densidad, un evento mas bien raro en
el andlisis de datos en la realidad. Por lo tanto, adoptando a la densidad Gaussiana como
referencia, €l propuso:

h=356n78 (1.5)

donde 1 es la amplitud de banda estimada y & es una estimacién de la desviacion estandar
de los datos.
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En su contribucion original, Scott, ademas analizo6 el desempefio de esta regla cuando se
aplica a tres distribuciones no Gaussianas adoptadas como modelos de referencia.

¢ Sesgada (densidad log-normal).
¢ Colas potentes (f de Student).
¢ Bimodal (mezcla de dos distribuciones Gaussianas).

A partir de las simulaciones realizadas, este autor concluy6 que la regla de referencia
Gaussiana produce un parametro de suavizacion que:

* Sobresuaviza a una distribucién log-normal, pero para indices de sesgo tan grandes como
uno, la diferencia con la amplitud de intervalo 6ptima verdadera es menos del 30 %.

¢ Esinsensible a curtosis moderada.

* Sobresuaviza datos bimodales cuando la distancia entre las modas es mayor que 2. Con
datos claramente bimodales, esta regla no es adecuada (Scott, 1979).

Recientemente, este autor ha proporcionado factores de correccién para i tomando en
cuenta al sesgo y la curtosis (Scott, 1992).

Una regla mas robusta ha sido propuesta por Freedman y Diaconis (1981a,b), en la que
se reemplaza la estimacion de la desviacidon estandar por un mdultiplo del recorrido
intercuartilico (RIC). La regla F-D se define como:

h=2 (RIC) n'? (1.6)
Varios autores han comparado el desempefio de las reglas (1.4), (1.5) y (1.6) (Emerson y
Hoaglin, 1983; Scott, 1992; 2015; ver también la nota técnica en el Manual de Referencia del

paquete estadistico Stata, 1995; 2019) llegando a las siguientes generalizaciones:

* Las reglas de Scott y Sturges concuerdan cercanamente para tamafios de muestra entre
50 y 500.

¢ Para tamanos de muestra mayores, la regla de Sturges da muy pocos intervalos
(produciendo una sobresuavizacion que desperdicia mucha de la informacién de los
datos).
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¢ En general, las densidades no Gaussianas requieren de mas intervalos.

* La regla F-D resulta en intervalos mas angostos (35% mas intervalos que la regla de
Scott).

* Desde un punto de vista exploratorio, la caracteristica mas interesante de las reglas
de Scott y F-D es que ambas dependen principalmente de n 4. Considerando el
correspondiente nimero de intervalos, se comportaria como 7', una forma funcional
intermedia entre log(n) y (.

1.8.4. Reglas sobresuavizadas

Las reglas anteriormente descritas proporcionan un punto de partida simple y util para
su afinacion posterior, si bien no son la respuesta definitiva al problema. Recientemente la
busqueda de procedimientos basados en los datos para minimizar el ECIM (o cantidades
relacionadas como el error cuadrado integrado medio asintético ECIMA) es el tema de
considerables estudios. Los procedimientos descritos a continuacion son algunos ejemplos
de esta investigacion (una explicacion mas amplia es dada por Scott, 1992; 2015).

Terrell y Scott (1985) mostraron que dependiendo del conocimiento de la escala de la
densidad desconocida con base en los datos, existen limites superiores para la amplitud de
intervalo de los histogramas. Por otra parte, en principio, no existe un limite inferior para
h ya que la densidad desconocida puede ser arbitrariamente ruidosa. Considerando este
limite superior estos autores arribaron a la siguiente expresion:

ho=t=8>p,
N2n 1.7

Donde F, es la amplitud de intervalo 6ptima, h,, es el limite superior para i (la amplitud
sobresuavizada de intervalo) y b — a es el recorrido de la muestra. Re-arreglando (1.7) es
posible obtener una regla para nimero sobresuavizado de intervalos:

b-a_b-a

Numero sobresuavizado de intervalos = =3\2n (1.8)
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Eligiendo una amplitud de intervalo igual o mayor que h, producird una estimacion
sobresuavizada asi como utilizando un nimero de intervalos menor o igual al dado por la
expresion (1.8).

Como concluyen Terrell y Scott (1985), las expresiones (1.7) y (1.8) dan resultados casi
optimos para una amplia variedad de densidades y proporcionan buenas estimaciones de
densidad.

Estas reglas son muy simples y tienen valor mnemonico. Estan encaminadas al hallazgo
de un limite inferior para el niimero de intervalos. Sin embargo, en la estimacion de la
densidad el objetivo es encontrar al parametro de suavizacién h, mas bien que el nimero
de intervalos. Una solucion en este contexto fue propuesta por Terrell (1990) en su Principio
de Suavizacién Mdxima. Restringiendo a la varianza como fija, su solucion es:

h, homosceddstica = 3.729 0 n”'* > h, (1.9)

La version que utiliza al RIC es particularmente robusta, y por tanto especialmente til
en el caso de datos sesgados:

hos homosceddstica robusta = 2.603 (RIC)n™'3 (1.10)

Las estimaciones conservativas sobresuavizadas proporcionadas por estas reglas pueden
conducir a evitar aseveraciones prematuras sobre la estructura en las muestras. Por el
contrario, la ocurrencia de caracteristicas estructurales en estimaciones conservadoras
representa una evidencia solida de su existencia. Si tales estructuras no ocurren en
estimaciones sobresuavizadas, entonces se requieren pruebas mas especializadas o
muestras adicionales para establecer su ocurrencia (Terrell, 1990).

1.8.5. Reglas para eleccion de niimero y amplitud de intervalos en poligonos de
frecuencia

A pesar de comentarios iniciales (Fisher, 1932, 1958) desfavorables para el interpolante
lineal de las marcas de clase de un histograma con amplitud uniforme de intervalo (es decir
el poligono de frecuencia), el trabajo de Scott (1985a) acerca de las propiedades tedricas de
poligonos de frecuencia (PF) uni y bivariados ha demostrado que produce estimaciones
notablemente mejores en comparacion con el histograma (Scott, 1992).
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Los resultados mejorados producidos por el PF facilitan sustancialmente la localizacién
del minimo en el ECIMA, y por tanto en la estimacién del nimero y amplitud de intervalo
optimas.

En contraste con el histograma puede afirmarse que el PF:

* aproxima mejor a densidades continuas mediante interpolacion lineal con intervalos
mas amplios.

* es menos eficiente cuando la densidad subyacente es discontinua.

* es mas sensitivo con respecto a los errores en la eleccion de amplitud de intervalo,
particularmente cuando h > hy; por otra parte, se requiere un error considerablemente
grande en la amplitud de intervalo del PF antes de que su ECIM sea peor que el del
mejor histograma (Scott, 1992).

Estas diferencias se reflejan en la resultante regla de referencia Gaussiana para el PF:

Regla de referencia Gaussiana para PF: h=2.15 6 n™'° (1.11)

La estimacion de la desviacién estdndar puede ser una robusta, como RIC/1.349 (la

Pseudosigma). Esta regla puede modificarse también tomando en cuenta factores de ajuste

por sesgo y curtosis (Scott, 1992).

Como en el caso de los histogramas es posible definir limites inferiores para la amplitud

de intervalo o limites superiores para el niimero de clases. La expresidon para ntimero

sobresuavizado de intervalos para PF equivalente a la (1.8) de histogramas es:

Numero sobresuavizado de intervalos para PF:

bi;a © (1§7 n)“ 1.12)

Una version diferente para el problema de sobresuavizacion conduce a la correspondiente
regla para amplitud de intervalo:

hpo=2.33 61715 (1.13)
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La diferencia entre la regla sobresuavizada (1.13) y la regla éptima Gaussiana (1.11) para PF
es aproximadamente 8% lo que sugiere que la regla de referencia gaussiana sobresuaviza
en la practica (Scott, 1992; 2015).

1.8.6. Reglas para eleccion de amplitud de banda en EDKs

En su monografia sobre estimacién de densidad, Silverman (1986) discute varias reglas
para elegir h al trabajar con estimadores de densidad por kernel (EDK). Uno es el método
grifico de prueba (Silverman, 1978) el cual consiste en dibujar la segunda derivada de la
estimacién de densidad (f) para varios valores de /1 y después elegir la amplitud de banda
correspondiente a la grafica con “fluctuaciones rapidas bien definidas que no ocultan por
completo la variacion sistematica”. Aunque algo de subjetividad esta involucrada, en la
practica parece que las graficas de prueba amplifican la variacidon de la estimacién de
densidad y de tal forma la eleccion de una amplitud de banda apropiada no es muy dificil.
No obstante, el mismo autor reconoce que la subjectividad de este procedimiento origina
que su uso principal sea una forma de verificar los resultados con otros métodos.

Ademas del método grafico bosquejado arriba, Silverman (1986) propuso utilizar una
distribucién estandar como referencia (de forma semejante a como hizo Scott, 1979 para los
histogramas). Si se emplea un kernel Gaussiano, la amplitud éptima de banda es estimada
por medio de:

h=1.06 6n5 (1.14)

Este autor compara el resultado de su expresion con distribuciones no Gaussianas
arribando a conclusiones semejantes a las de Scott (1979): la amplitud de banda resultante
de (1.14) sobresuaviza datos marcadamente sesgados, es notablemente insensible a la
curtosis (usando a distribuciones log-normal, y de familia t como modelos) y sobresuaviza
cada vez més al volverse la distribucién mas bimodal. El sugiri6 usar una medida robusta
de la dispersion tal como el recorrido intercuartilico (RIC):

h=0.79 Rn"? (1.15)
Esta expresion da mejores resultados en distribuciones sesgadas y de cola larga pero para

el caso bimodal sobresuaviza en forma adicional. Mas adelante Silverman sugiere utilizar
una estimacion adaptativa para la dispersion en lugar de G en la ecuacién (1.14):
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1.349 (1.16)
(Notar que esta expresion es la misma que la (1.2) de la Seccién 1.5.) lo que resulta en:
h=1.06 A ns (1.17)

Hardle prefiere esta regla optima adaptativa (su “regla mejorada del pulgar” en Hardle,
1991).

Puede valer la pena recordar que el RIC = Dispersién de los cuartos (definida como en Tukey,
1977 y Hoaglin, 1983) dependiendo del método para el calculo de los cuartiles (ver detalles
en Frigge, et al., 1989 o Hamilton, 1992). En Stata, la diferencia entre el RIC y la dispersién de
los cuartos disminuye gradualmente hasta desaparecer al aumentar el tamafio de muestra
(Hamilton, 1992).

Silverman sugiere la aplicacion de un ajuste adicional al reducir el factor 1.06 en la ecuacién
(1.17) hasta 0.9 de la forma siguiente:

h=09 An's (1.18)

De acuerdo a sus simulaciones, para un kernel Gaussiano, esta regla proporcionard un
ECIM dentro del 10% del valor éptimo para las distribuciones de cola larga, asimétricas y
bimodales que us6 como referencia (Silverman, 1976).

1.8.7. Reglas sobresuavizadas para EDKS

Scott (1992), basado en trabajos previos (Scott y Terrell, 1987; Terrell, 1990), y considerando
a la varianza como medidor de escala, derivd la siguiente regla de sobresuavizacién para
los estimadores de densidad por kernel:

1/5

RK)® s

350¢

hos=3[

(1.19)
Donde R(K) es la “rugosidad del kernel” y ok es la varianza cuadrada del kernel los cuales

son constantes y caracteristicos de cada kernel. El cuadro 1.5.1 contiene los valores de
rugosidad y varianza para algunos kerneles comunes.
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Utilizando este cuadro es posible calcular la regla de sobresuavizacidon para los kerneles
incluidos. De esta forma, con un kernel biponderado (cuartico) la amplitud de banda
sobresuavizada es exactamente h,, = 3 0 n'; para el kernel Gaussiano, h,, = 1.144 ¢ n™'~.
Esta regla es ligeramente mas amplia (8%) que la regla de referencia dptima Gaussiana,
(1.14) citada anteriormente la cual usa un factor de 1.06.

(uadro 1.2. Valores de Rugosidad y varianza para kerneles
comunes (adaptado de Scott, 1992; 2015).

Kernel R(K) o}
Uniforme 1/2 1/3
Triangular 2/3 1/6
Epanechnikov 3/5 1/5
Biponderado 5/7 1/7
Triponderado 350/429 1/9
Gaussiano 0.5/\m 1
Coseno /16 1- %

Nota: los kerneles estan soportados en [-1,1] excepto el Gaussiano, de acuerdo a las ecuaciones de Hardle,
1991 y Scott, 1992; 2015.

1.9 Métodos de computo intensivo
1.9.1. Validacion cruzada por minimos cuadrados

La validacion cruzada (VC) es un procedimiento bien conocido para la eleccién automatica
del parametro de suavizacion. Existen dos tipos de VC: VC por mixima verosimilitud y VC
por minimos cuadrados (VCMC). Fue sugerida por Rudemo (1982) y Bowman (1984) y esta
basada en una idea muy simple. Considerando al Error Cuadrado Integrado (ECI) como
una medida de distancia (d) entre el estimador f de la densidad f puede definirse como:
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i) =[(f,~ 7 (o
=[x -2 [(f, f) @dx + [ £2 () (1.20)

Observando la expresion (1.20), podemos notar que el primer término puede calcularse de
los datos, el ultimo término no depende de la estimacién ni del parametro de suavizacion
(h), y solo el término intermedio tiene que ser estimado.

El principio de la VCMC es minimizar el primero y segundo términos con respecto a h.
Para lograr esto, la VCMC toma ventaja de la esperanza calculada con respecto a una
observacion X adicional e independiente:

[(ff) @dx =EyL £, (0

Como por lo general un conjunto de datos adicional no esta disponible, se define a la
estimacion dejando uno fuera como:

Ey [F0(X)] =" Zf(X)

Utilizando las expresiones equivalentes anteriores se obtiene la expresion para la validacién
cruzada por minimos cuadrados:

—_ | #2 _% S f(X.
VC (h) _th (x)dx " ;fh,z (X)) (1.21)

Analizando las propiedades de (1.21) Scott y Terrell (1987) mostraron que es un criterio
insesgado de validacién cruzada. Hardle (1991) da un algoritmo de computacion directa
para la VCMC, notando que el nimero de iteraciones es cuadratico en el namero de
observaciones, un inconveniente que motiva la busqueda de otro método mas eficiente
de calculo.

A esterespecto, Silverman (1986) propuso el uso de un algoritmo basado enla transformacién
rapida de Fourier. Scott y Terrell (1987) utilizaron un procedimiento modificado de HDP.
Basado en la generalizacion del HDP, o sea el promedio ponderado de puntos redondeados
(PPPR), método originalmente propuesto por Hardle y Scott (1988), Hardle (1991)
presenta un algoritmo eficiente para calculo que requiere un nimero lineal de iteraciones
en el nimero de observaciones.
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1.9.2. Validacion cruzada sesgada

Tomando un enfoque diferente, Scott y Terrell (1987) consideraron estimar directamente el
error cuadrado integrado medio asint6tico (ECIMA). Estos autores llegaron a encontrar un
sesgo en la estimacion utilizando la norma L, y por lo tanto lo llamaron validacién cruzada
sesgada (VCS). La expresion general para la VCS es:

h4

VCS(h) =nl—h ||K||%+Zy% (Ky[Ifr ||§—nl?u1<”u§]

(1.22)
Hardle (1991) da un conjunto completo de expresiones y un algoritmo para su calculo.

Scott y Terrell (1987) compararon ala VCMC (un estimador insesgado) y ala VCS aplicadas
a datos simulados encontrando que:

¢ DPara muestras pequenas (n = 25), aproximadamente la mitad de las funciones VCS
estimadas no tuvieron minimos locales, aunque para n > 40 todas las estimaciones los
tuvieron.

¢ La VCS tuvo menor desviacidon estandar conduciendo por tanto a una estimacion
adecuada del ECIMA.

¢ Si la densidad subyacente es asimétrica o con colas gruesas (Cauchy, lognormal o
mezclas Gaussianas), la VCS tiende a sobresuavizar mientras que la VCMC a pesar de
su mayor dispersion, en promedio, produce mejores estimaciones.

Estas generalizaciones dan alguna guia en la eleccion del procedimiento: si la naturaleza
de la verdadera densidad no es simétrica, entonces se recomienda el empleo de la VCMC;
de otra forma, se aconseja el uso de la VCS.

Scott (1992; 2015) concluye que, las reglas de sobresuavizacion, la VCS y la VCMC son
un poderoso conjunto de herramientas para la eleccién de la amplitud de intervalo de
histogramas y PF’s asi como para la seleccion de amplitud de banda en estimadores de
densidad por kernel. Este autor recomienda el uso de un grafico con escala logaritmica
log(h) y sugiere evaluar los resultados buscando fallas (falta de minimos locales para la
VCS o h =0 degenerada para la VCMC); si las amplitudes de banda resultantes difieren,
entonces escoger aquella que conduce a la estimacién con la menor cantidad de ruido local,
especialmente cerca de los picos de densidad. Los tres procedimientos deberan examinarse
simultaneamente atin con muestras de tamafio muy grande.
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1.9.3. Ejemplos de aplicacion

Como puede verse en las ecuaciones para las reglas arriba incluidas, excepto para los
selectores de amplitud de banda por validacion cruzada, es sencillo estructurar algoritmos
computarizados para su calculo ya sea utilizando lenguajes de programacion de alto nivel
o lenguajes de macros de paquetes estadisticos (como Stata). En esta obra se incluyen dos
programas: “bandwl.ado” para Stata y “bandw.R para R) los cuales calculan las reglas
listadas anteriormente y las presentan en un cuadro con (niimero de ecuacion incluido):

e Numero 6ptimo de intervalos en histogramas (1.4)

* Numero sobresuavizado de intervalos en histogramas (1.8)

e Numero sobresuavizado de intervalos en PF's (1.12)

e Amplitud dptima de intervalo en histogramas (1.5), (1.6),

* Amplitud sobresuavizada en histogramas (1.7), (1.9) y (1.10)

* Amplitud de intervalo en PF's (1.11) y (1.13)

¢ Amplitud 6ptima de banda para kernel Gaussiano (1.18) y (1.17)

* Regla para amplitud sobresuavizada de banda para kernel Gaussiano (1.19)

Para mostrar la aplicacién de este programa se utilizan los datos de longitud: a) 316
individuos de la trucha coralina (Plectropomus leopardus, Serranidae), adaptado del reporte
original de Goeden (1978) presentados por Sparre y Venema (1992) y Salgado-Ugarte
et al. (2005), y b) longitud patron de 183 individuos (100 indeterminados y 83 hembras)

presentados en la seccion 1.1 de la presente obra (Salgado-Ugarte, 1985).

Los resultados para los datos longitud de trucha coralina que se presentan en el Cuadro 1.3
pueden obtenerse por

Stata:

. use trocolen
. bandwl length
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por R:

> setwd (“c:/data”)

> library(foreign)

> trocolen <- read.dta(“trocoleno.dta”)
> names (trocolen)

[1] “length”

> length (trocolen$length)

[1] 316

> source (“c:/Rprogs/bandw.R”)

> bandw (trocolen$length, “Gaussian”)

(uadro 1.3. Algunas reglas practicas para eleccién de ntimero y amplitud de
intervalo/banda para estimacion de densidad por histogramas, poligonos de

frecuencia y estimadores por kernel. Datos de trucha coralina.

No. de intervalos de Sturges 9.3038
No. sobresuavizado de intervalos 8.5817
No. sobresuavizado de intervalos en PF 7.4678
Amplitud éptima Gaussiana de Scott 38.0575
Amplitud éptima robusta de Freedman-Diaconis 27.9683
Amplitud sobresuavizada de Terrell y Scott 26.1331
Amplitud sobresuavizada homoscedastica 40.5475
Amplitud sobresuavizada robusta 36.4007
Amplitud éptima Gaussiana en PF 50.3619
Amplitud sobresuavizada en PF 54.5782
Amplitud de banda 6ptima Gaussiana de Silverman 20.0982
Amplitud de banda 6ptima mejorada de Hardle 23.6713
Amplitud de banda sobresuavizada para kernel Gaussiano de Scott 26.7972

En la Figura 1.14 se incluyen el histograma y el poligono de frecuencia con la regla de

amplitud dptima de intervalo para distribucion Gaussiana.
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En Stata, tanto el histograma como el poligono de frecuencia (PF) se calcularon con el
programa actualizado “warpdenml.ado” para estimacion de densidad por ASH-WARP.
Debido a que en la estimacion de densidad por ASH-WARP el origen de la trama
utilizada para el cdlculo no es de importancia al incrementarse el parametro M (ntiimero
de histogramas desplazados), estos programas no permiten su especificacion. Es posible
probar otros histogramas con diferentes origenes utilizando otros procedimientos de
calculo. Observando a los resultados con la amplitud de banda 6ptima de referencia
Gaussiana, hay evidencia inequivoca que sugiere la multimodalidad de la distribucién
de longitudes. El histograma muestra cuatro modas, mientras que el PF tiene dos y un
“hombro” (inflexion siempre de horizontal a negativa) hacia tallas mayores.

Como se sefal6 en la seccién 1.2, el programa “twoway__histogram_gen”, un comando
interno de Stata, permite la generacion de variables con los valores de densidad y de
puntos medios de calculo que pueden considerarse como centros o marcas de clase de
histogramas. Primeramente se generan las variables (“d” y “m”) para graficar al histograma
con la amplitud 6ptima (38); posteriormente se generan las variables “d50” y “m50” para
graficar el poligono de frecuencia con la amplitud dptima (50):

twoway histogram gen length, density start(220) w(38) gen(d m)
twoway histogram gen length, density start(220) w(50) gen(d50 m50)

Luego se extienden las marcas de clase para incluir la densidad igual a cero:

replace m50 = 645 in 10

(1 real change made)

replace d50 = 0 in 10

(1 real change made)

replace d50 = 0 in 9

(1 real change made)
Con estas variables con los resultados puede construirse el grafico:

. twoway bar dm if inrange(m,200,600), barwidth (38) bstyle (histogram) || scatter
d50 m50, c(l) ms(i) sort ytitle(“Densidad”) xtitle(“Longitud”) legend(off)
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Figura 1.14. Histograma y poligono de frecuencia con la regla
de referencia Gaussiana para histogramas (38) y poligonos de

frecuencia (50), datos de longitud de trucha coralina.

A continuacién se generan los datos (“d41 y “m41”) para el histograma sobre-suavizado y
“d54” “m54” para el poligono de frecuencia sobre-suavizado.

twoway histogram gen length, density start(220) w(41l) gen(d4l m4l)
w(54) gen(d54 m54)

twoway histogram gen length, density start(220)

Con estos valores se construyen los graficos sobre-suavizados:
bstyle (histogram) ||

twoway bar d m if inrange(m,200,600), barwidth(41)
sort ytitle(“Densidad”) xtitle (“Longitud”)

scatter d54 m54, c(l) ms (i)

legend (off)
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Figura 1.15. Histograma y poligono de frecuencia con la regla de amplitud
sobresuavizada para histogramas (41) y poligonos de frecuencia (50), datos
de longitud de trucha coralina.

El histograma y el PF correspondientes a las amplitudes sobresuavizadas de banda se
presentan en la Figura 1.15. Para el histograma se utiliz6 la mayor amplitud de banda
(sobresuavizada de Terrell-Scott). Como era de esperar, estas versiones muestran
densidades mas suaves, pero en el PF sobresuavizado hay un indicio de la presencia de
prominencias a cada lado de la moda principal central. Por lo tanto, valdra la pena emplear
otros métodos (por ejemplo el de Silverman, 1981b; 1983) para validar una estructura mas
compleja.

Para uso posterior de los valores generados se recomienda guardar el archivo modificado:
. save trocolen2

El cuadro 1.4 contiene los parametros de suavizacion sugeridos por las reglas practicas
para los datos de longitud de bagres (1 = 183).
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(uadro 1.4. Algunas reglas practicas para eleccién de ntimero y amplitud de intervalo/
banda para estimacion de densidad por histogramas, poligonos de frecuencia y
estimadores por kernel. Datos de longitud patrén de bagres.

No. de intervalos de Sturges 8.5157

No. sobresuavizado de intervalos 7.1531

No. sobresuavizado de intervalos en PF 6.6950

Amplitud éptima Gaussiana de Scott 36.9037
Amplitud éptima robusta de Freedman-Diaconis 36.8126
Amplitud sobresuavizada de Terrell y Scott 26.8415
Amplitud sobresuavizada homocedastica 39.3183
Amplitud sobresuavizada robusta 479115
Amplitud éptima Gaussiana en PF 45.4047
Amplitud sobresuavizada en PF 49.2060
Amplitud de banda 6ptima Gaussiana de Silverman 19.0066
Amplitud de banda 6ptima mejorada de Hardle 22.3856
Amplitud de banda sobresuavizada para kernel Gaussiano de Scott 24.1595

Se muestran a continuacién el histograma y el poligono de frecuencia con la amplitud
optima de intervalo (36 y 45 respectivamente) y los comandos para obtenerlos:

. twoway histogram gen bodlen, density start(40) w(36) gen(d36 m36)

. twoway histogram gen bodlen, density start(40) w(45) gen(d45 m45)

. replace d45 = 0 in 6

(1 real change made)

. replace m45 = 287.5 in 7

(1 real change made)

. replace d45 = 0 in 7

(1 real change made)
. twoway bar d36 m36 if inrange (m36,0,300), barwidth(36) bstyle (histogram) ||

scatter d45 m45, c(l) ms(i) sort ytitle(“Densidad”) xtitle(“Longitud patrén
(mm) ”) legend(off)
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Figura 1.16. Histograma con amplitud éptima Gaussiana (i = 36) y poligono de
frecuencia (h = 45) para los datos de longitud de bagres.

twoway histogram gen bodlen, density start(40) w(47) gen(d47 m47)

twoway histogram gen bodlen, density start(40) w(49) gen(d49 m49)

replace d49 = 0 in 6
(1 real change made)

replace m49 = 309.5 in 7

(1 real change made)

replace d49 = 0 in 7

(1 real change made)

twoway bar d47 m47 if inrange(m47,0,300), barwidth(47) bstyle (histogram) ||

scatter d49 m49, c(l) ms(i) sort ytitle(“Densidad”)

xtitle (“Longitud patrdn
(mm) ”) legend(off)
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Tanto la regla dptima Gaussiana como la sobresuavizada robusta dan indicacién de una
estructura multimodal mas compleja (Figuras 1.16 y 1.17 respectivamente). Al menos tres
modas pueden identificarse facilmente y los resultados sobresuavizados proporcionan un
fuerte respaldo a su existencia. Por tanto, debe realizarse un analisis adicional enfocado a la
caracterizacion de esta estructura multimodal (ver Silverman, 1981b; Izenman y Sommer,
1988; Salgado-Ugarte, et al. 1997; Salgado-Ugarte, 2002) para un ejemplo de la estrategia
a seguir; otras contribuciones para la evaluacién de la multimodalidad son Comparini y
Gori, 1986, Roeder, 1990, Miiller y Sawitzki, 1991 y Ameijeiras-Alonso et al. 2018).
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Figura 1.17. Amplitudes sobresuavizadas de intervalo para histograma (h =47) y
poligono de frecuencia (h = 49) calculados por el método WARP.

Comolosugiere Terrell (1990) se pueden utilizar las amplitudes sobresuavizadas deintervalo
al buscar estimaciones conservativas tanto en histogramas o poligonos de frecuencia o
podemos explorar las amplitudes de banda sugeridas para estimadores por kernel. El
programa “bandwl.ado” para Stata y “bandw.R” para R, como se mostr6 anteriormente,
permiten el calculo de dos reglas dptimas y una sobresuavizada para los estimadores de
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densidad por kernel. Estos programas permiten utilizar diferentes funciones ponderales
(kerneles) de acuerdo al cuadro de conversiones de kerneles equivalentes incluido en Scott
(1992; 2015) y Salgado-Ugarte (2002).

Para ejemplificar el uso de la validacion cruzada, se utilizaran las rutinas incluidas en el
programa “AED2020” acompanante de la presente obra. Un breve tutorial para el uso de
este programa se ha publicado en Salgado-Ugarte, et al. (2005) y en el Apéndice 1 de esta
obra. El programa, como las versiones “I12cvwarp.ado” y “bcvwarp.ado” y sus versiones
actualizadas “12cvwarp2.ado” y “bcvwarp2.ado” escritas para Stata, emplea a los EDKs
calculados por el método eficiente WARP que hace posible el calculo de numerosos
estimadores en poco tiempo.

A continuacidn se describen los pasos para los datos de trucha coralina.

* Se crea un archivo de texto con una sola variable para que sea leido por AED2020. Para
ello puede hacerse a partir del archivo en formato de datos en Stata:

. outfile length using trocolen.raw

e Posteriormente se lee en AED2020: Archivo-Abrir (una variable)- Archivos RAW(*.
raw) — trocolen.raw

¢ Aparece un resumen estadistico de los datos leidos.

* Se elige del menu de caida la opcién Validacién Cruzada y en primer lugar se escoge
“Minimos cuadrados”.

* Se abre un cuadro de didlogo en donde se deben especificar los valores para la
estimacion:

¢ Delta: la precisidon para estimar la banda dptima. De manera pre-establecida esta la
unidad.

* m inicial: el procedimiento escala la amplitud de banda con el ntimero de

histogramas a promediar con el valor de delta (amplitud de banda = delta*m). En

esta opcidn se elige el valor inicial del intervalo de buisqueda (valor pre-establecido
de 1)

* m final: el valor final del intervalo de busqueda (valor pre-establecido de 30).

017




Métodos cuantitativos computarizados para biologia pesquera

7 S L S K L S S S

¢ Kernel (funcion ponderal). Es posible emplear varias funciones (cuadrada,
triangular, Epanechnikov, Biponderada (Cuartica), Triponderada y Gaussiana.

* Una vez establecidos estas opciones se oprime el boton “Calcular”

El resultado de esta rutina se presenta en dos ventanas. En la parte superior derecha
aparece un cuadro con los cinco valores minimos del puntaje de la validacion cruzada
con los valores de m y de amplitud de banda resultante del escalamiento arriba citado. El
primer niimero presenta el ancho de banda recomendado por el método. Para los datos de
la trucha coralina estos valores se incluyen en la Figura 1.18. En ella puede apreciarse que
se han modificado los valores de m inicial y final para obtener una curva mas simétrica
del puntaje de validacién cruzada. La curva muestra claramente un minimo, cuyo valor
numeérico se especifica en la ventana superior derecha. El resultado sugiere una amplitud
de banda de 22 para un kernel Cuértico (biponderado).

El EDK correspondiente se puede calcular también. Se escoge Estimar-WARP y en el cuadro
de dialogo que se abre, se marca “Biponderada” y se escribe “22” en “Amplitud de banda”,
se cambia el valor de 5 a 10 en “Numero de histogramas” y se oprime el boton “Calcular

Densidad”. El resultado se presenta en la Figura 1.19.

Figura 1.18. Captura de pantalla con el resultado de la rutina de validacién
cruzada por minimos cuadrados del AED2020. La linea vertical indica el
valor de ancho de banda sobresuavizado.
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Figura 1.19. EDK con el ancho de banda indicado por la VC por
minimos cuadrados, 22 para kernel biponderado.

Los algoritmos incluidos en la rutina de Validacion Cruzada (VC) del AED2020 siguen los
procedimientos de Scott y Terrell (1987) basados en los programas de Hardle (1992). Estos
algoritmos hacen uso del WARP como método eficiente para calcular a los EDKs

Considerando una de las recomendaciones explicitas de Scott (1992; 2015), y como se
sugiere por las graficas de Hardle (1991) se usa una escala logaritmica para los ejes de M y
h. Ademas, como es sugerido por Scott se incluye una linea de referencia que representa la
amplitud de intervalo sobresuavizada. El cuadro con los cinco valores menores del puntaje
(score) de la VC permite obtener la amplitud “6ptima” de intervalo. Si un valor minimo
no aparece en el intervalo de M utilizado, pero se sugiere por una tendencia mondtona
decreciente hacia alguno de los extremos, es posible localizarlo mediante un proceso
iterativo de ensayo y error, desplazando el intervalo al especificar valores inicial y final
diferentes para la estimacioén.

De esta manera, por medio de las rutinas del AED2020, es posible estimar el parametro de
suavizacion “6ptimo” para una amplia gama de estimadores de densidad por kernel. Al
especificar un kernel triangular es posible obtener la amplitud 6ptima de intervalo para el
HDP, y al aumentar el numero de histogramas desplazados en la estimacion de densidad
WARP (M) la del estimador de densidad por kernel triangular correspondiente. Las otras
funciones ponderales se aplican de acuerdo a sus respectivos estimadores de densidad.
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El procedimiento para utilizar la validacion cruzada sesgada (VCS) en la estimacion
del parametro de suavizacion es semejante al descrito anteriormente para la VC por
minimos cuadrados (MC). En el ment “Validaciéon Cruzada” se elige “Sesgada”; al
aparecer el cuadro de diadlogo se especifica uno de los dos kerneles soportados (cuartico
o triponderado). Como en la VCMC es necesario establecer el valor de “delta” (pre-
establecido de uno) asi como los valores inicial y final de “m” para la busqueda. En la
Figura 1.20 se muestra el resultado de una busqueda preliminar utilizando el mismo
kernel que con la VCMC (cuartico). Es interesante notar la existencia de dos regiones con
valores minimos de puntaje. El valor mas bajo de la curva ocurre a la derecha de la linea
que marca la amplitud de banda sobresuavizada. Siendo este valor sobresuavizado el
maximo que nos da informacién sobre la distribuciéon de los datos, el minimo a su derecha
nos sugiere una amplitud de banda que no es de interés. Por tanto nos enfocamos en el
minimo hacia la izquierda.

El resultado de la busqueda iterativa con el fin de aislar el minimo nos conduce a la Figura
1.21. El ancho de banda sugerido es de 31 para kernel biponderado, es decir, un poco mayor
que el anterior. El resultado de utilizar este ancho de banda se muestra en la Figura 1.22.

Figura 1.20. Captura de pantalla con el resultado de la rutina de validacién
cruzada sesgada del AED2020. La linea vertical indica el valor de ancho de banda
sobresuavizado. El minimo hacia la derecha no es de interés.
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Figura 1.21. Captura de pantalla con el resultado de la rutina de validacién
cruzada sesgada del AED2020. Se ha hecho enfoque en el minimo local
hacia la izquierda de la banda sobresuavizada.
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Figura 1.22. EDK con el ancho de banda indicado por la VC
sesgada, 31 para kernel biponderado.
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Resulta indudable la naturaleza multimodal de la distribucién de longitudes de la trucha
coralina con al menos cuatro modas.

Como se mencioné anteriormente, por medio del cuadro con factores de conversioén para
suavizacion equivalente incluido en Hardle (1991), Scott (1992; 2015), Salgado-Ugarte (2002)
y modificado en el Cuadro 1.5 abajo, es posible transformar la amplitud de banda éptima
obtenida con cualquiera de las dos funciones sostenidas por la VCS hacia cualquiera de los
kerneles de dicho Cuadro para calcular la correspondiente estimacién de densidad si fuera

necesario.

(uadro 1.5. Factores de conversion entre kerneles comunes (Adaptado de
Hardle, 1991; Scott, 1992, 2015; Salgado-Ugarte, 2002).

A /De Unif. Trian. Epan. Bipon. | Tripon. Cos. Gauss.
Uniforme | 1.000 0.715 0.786 0.663 0.584 0.761 1.740
Triangular | 1.398 1.000 1.099 0.927 0.817 1.063 2.432
Epanech. 1.272 0.910 1.000 0.844 0.743 0.968 2214
Cuartico 1.507 1.078 1.185 1.000 0.881 1.146 2.623
Triponder. |1.711 1.225 1.345 1.136 1.000 1.302 2.978
Coseno 1.315 0.941 1.033 0.872 0.768 1.000 2.288
Gaussiano | 0.575 0.411 0.452 0.381 0.336 0.437 1.000

Para el segundo conjunto de datos (longitud de bagres, n = 138) es necesario preparar un
archivo de texto para poder leerlo en AED2020:

. use bagretallas4

. keep bodlen sexa

. drop if sexa==.
(349 observations deleted)

. drop if sexa==1
(109 observations deleted)
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. drop sexa
. saveold baghsmi, version(11)

. outfile bodlen using baghsmi

En AED2020 se usa Abrir (Una Variable), cambiar en tipo de archivo a “Archivos RAW(*.
raw)” y escoger el archivo “baghsmi.raw”. Se abre “Validacion Cruzada” - “Minimos
cuadrados” y se prueba con los valores pre-establecidos en el cuadro de didlogo (delta =1;
m inicial = 1, m final = 50) cambiando el kernel a “Biponderado (Cuartico)” para comparar
con la amplitud de banda sesgada. El resultado (Figura 1.23) sugiere una amplitud de
banda de 10 (valor del eje horizontal en el minimo de la curva y especificado en el cuadro
superior derecho con los resultados).

El EDK con amplitud de banda = 10 con kernel biponderado, es claramente multimodal
(Figura 1.24).

Figura 1.23. Captura de pantalla con el resultado de la rutina de
validacién cruzada por minimos cuadrados del AED2020. La linea
vertical indica el valor de ancho de banda sobresuavizado.
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La busqueda por Validacion Cruzada Sesgada (VCS) conduce a una curva de puntajes que,
ademads de un minimo local de interés por estar a la izquierda de la linea que marca el
valor de la banda sobre-suavizada, la existencia de otro minimo que por parecer estar a
la derecha de la banda sobre-suavizada, no es de interés (Figura 1.25). El minimo a la
izquierda sugiere una amplitud de banda de 15, mayor que la indicada por la Validacion
Cruzada por Minimos Cuadrados (VCMC). E1 EDK con amplitud de banda =15 con kernel
biponderado se presenta en la Figura 1.26.

Tanto la VCMC como la VCS producen estimaciones de densidad multimodales (Figuras
1.24 y 1.26). En la practica es comun que la VCS resulte en valores mayores que la de
minimos cuadrados. No obstante, la cercania de los valores y el resultado multimodal de
las distribuciones son resultados que deben tomarse en cuenta seriamente. En conclusion,
existe una fuerte evidencia para una distribucion multimodal de la longitud corporal
estandar de los bagres.

Figura 1.24. EDK con el ancho de banda indicado por la VC por
minimos cuadrados (10) para kernel biponderado.
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Figura 1.25. Captura de pantalla con el resultado de la rutina de
validacion cruzada sesgada del AED2020. La linea vertical indica el
valor de ancho de banda sobresuavizado.

Figura 1.26. EDK con el ancho de banda indicado por la VC
sesgada (15) para kernel biponderado.
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1.9.4. AlSunos comentarios sobre la eleccion del parametro de suavizacion

Se han propuesto algunos otros procedimientos no discutidos en la presente obra. Como
ejemplos se pueden citar:

¢ Validacion cruzada por muestreo repetitivo bootstrap (Taylor, 1989).
*  Meétodos Plug-In (Sheather y Jones, 1991; Hall, et al., 1991).

Esperamos que esta obra motive el interés sobre la aplicacién de estos tutiles métodos
para elegir el parametro de suavizacién en la estimacion de densidad. Mientras tanto,
consideramos que la coleccién de reglas y métodos presentados proporcionan una guia
practica para la seleccion de una estimacién de densidad adecuada.

Es necesario reconocer que todos los procedimientos introducidos en este Capitulo tienen
limitaciones, y como se ha afirmado por varios autores (Marron, 1986; Scott, 1992; 2015) la
practica analitica de dibujar varias estimaciones con diferentes parametros de suavizacién
no sera reemplazada completamente por métodos automaticos de suavizaciéon. Desde un
punto de vista exploratorio, cualquier eleccion de amplitud de banda produce estimaciones
de utilidad; valores grandes de / permiten reconocer caracteristicas estructurales generales
tales como simetria, casos extraordinarios, modas y localizacién, mientras que valores
pequenios de & revelan estructuras locales que pueden ser reales o artefacticos no presentes
en la densidad “verdadera”.

No obstante, la busqueda de un procedimiento para la elecciéon completamente automatica
de la amplitud de banda o intervalo ha motivado el desarrollo de algoritmos novedosos
como aquellos que se han mencionado en este apartado. En la actualidad este es un campo
activo de investigacion en Estadistica (Scott, 2015).

1.9.5. Evaluacion no parametrica de la multimodalidad
Introduccion

Los investigadores que trabajan con formas complejas de distribucion han vuelto su
atencion en afios recientes hacia las técnicas no-paramétricas tales como la estimacion de
densidad por kernel (Silverman, 1986) donde los componentes individuales mezclados
pueden detectarse por la identificacion de modas (maximos locales) en la distribucién
subyacente (Izenman y Sommer, 1988).
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No hay garantia de que una mezcla de densidades unimodales resulte en una densidad
multimodal con modas correspondiendo al nimero y localizacién de cada componente
individual. Existe una dependencia sobre tanto el espaciamiento de las modas como de las
formas relativas de las distribuciones de los componentes.

Sin embargo, en muchas instancias practicas, la existencia de mas de una sola moda
sugiere la evidencia de una mezcla. Varias pruebas han sido propuestas para detectar la
multimodalidad en una distribucion (Hartigan y Hartigan, 1985). Por ejemplo, Good y
Gaskins (1980) usaron el método de verosimilitud penalizada para estimacion de densidad
junto con ciertas técnicas “quirtirgicas” para “busqueda de protuberancias”, mientras que
el método propuesto por Silverman (1981b) combina la estimacién de densidad por kernel
con un procedimiento de prueba jerarquico de muestreo repetitivo (bootstrap). Ambos
métodos son no-paramétricos, basados en los datos y de computo intensivo.

Los contextos especificos desempefian a menudo un papel prominente en la relacion de
las modas empiricas con la existencia de componentes mezclados. Asi, Silverman (1978a,
1981a) en un estudio de mortalidad infantil sabita o “cot death” sugirié que una densidad
de mortalidad esencialmente bimodal pudiera explicarse como una mezcla de la densidad
de muerte en hospital (infantes que mueren en el hospital por causas conocidas) con una
densidad contaminada y desplazada. De manera similar, Good y Gaskins (1980) atribuyeron
a un ajuste trimodal de un conjunto de datos sobre condritas carbonosas a la existencia de
(al menos) tres tipos diferentes de condritas. En el caso de mezclas filatélicas analizadas
por Izenman y Sommer (1988), el contexto histoérico desempena el papel principal en la
identificacion de los componentes en la mezcla. La frecuencia de tamaros en peces puede
representar diferentes grupos de edad.

En esta Seccion se presentara el procedimiento de muestreo repetitivo suavizado sugerido

por Silverman (1981b, 1983) el cual es descrito en mas detalle ya que utiliza estimadores de
densidad por kernel, procedimientos revisados anteriormente.

1.9.6 Prueba de multimodalidad de Silverman
Descripcion de la prueba
Esta prueba propuesta por Silverman (1981b) usa técnicas no paramétricas de estimacion

de densidad por kernel para determinar el nimero mas probable de modas en la densidad
subyacente.
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Sea X;, X,,..., X, una muestra aleatoria de tamafio n de una distribucién con densidad
desconocida f. Definamos a F, como la funcién empirica de distribucién acumulada de la
muestra obtenida al asignar masa de 1/n a cada X;. Como una clase general de estimadores
no paramétricos de densidad de f, Rosenblatt (1956) propuso

+oo n

f@) =] w, (v u)d Eu) - mEw, (o X, xeR (1.23)

donde la funcién ponderal positiva w, (x,u) satisface f w, (x, u)=1. El estimador de
densidad por kernel para f se obtiene estableciendo -

w, (x, u) = h'K((x —u)/h), xeR (1.24)

donde el kernel K es una funcién de densidad de probabilidad, y la amplitud de banda o
amplitud de ventana h = h(n) > 0 del kernel converge a 0 al n = = Por tanto, el estimador de
densidad por kernel se escribe como

Fx) = (nh)? ]Z1 K(x=X)/m),  xe®R (1.25)

Como se ha mostrado previamente, la eleccién de h en 1.25 es un problema estadistico
de importancia: Un valor demasiado pequefio de h produce una estimacion de densidad
demasiado dependiente en los valores de la muestra, mientras que un valor demasiado
grande para h produce el efecto opuesto y sobresuaviza la estimacion de densidad
removiendo peculiaridades interesantes. En la Seccién anterior se han presentado varios
criterios 6ptimos para la eleccion de la amplitud de banda. Debe sefialarse sin embargo, que
la estimacion de & 6ptima no es el interés principal aqui, sino es el conteo de modas, no en la
suavizacion dptima (aunque ambos temas estén relacionados) (Izenman y Sommer, 1988).

La prueba de multimodalidad de Silverman puede describirse en los siguientes términos.
La hipotesis nula H¥, establece que f posee cuando mas k modas, mientras que la hipdtesis
alternativa, Hf, establece que f tiene mas de k modas (k=1, 2, ...). Si establecemos que

N(f)=#{x:f'(x)=0, f"(x) <0} (1.26)
sea el numero de modas en f, entonces Hf: N(f) <k and Hf: N(f) > k. Si f, es el estimador
de densidad por kernel de f con amplitud de banda #, entonces un estadistico de interés es

N( f 1)- Definiendo la késima amplitud critica de banda como

Wy, i = inf {h: N(f,) <k}, (1.27)
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la amplitud de banda menor que auin es compatible con Hf.

El método de Silverman es altamente dependiente de las propiedades del kernel Gaussiano,
por lo que es necesario establecer

K(t) = 2r)y 2 exp (-t %/2), teR, (1.28)

como la funcién kernel en 1.25. Silverman mostrd que para el kernel 1.28, N(f,) es una
funcién de h decreciente continua hacia la derecha y por tanto N( f 1) >k siy solosih=h;.
Por lo tanto, para encontrar ., se cuentan las modas en cada estimacion de densidad f , para
diferentes valores de h. Cuando h = f , desplegara k modas mas un “hombro” notable
en su grafica, y si h se reduce un poco ma s, brotard una moda adicional (k + 1) en el lugar
de ese “hombro”. Se denomina densidad critica a cualquier densidad con un hombro, tal
como fy, . Delo anterior se deriva

Pry {hy g > 1} = Pr{N(ﬁ,) >klX,, X,, ..., X, es una muestra extraida de f} (1.29)

Puesto que no es dificil sacar muestras de una densidad critica, Silverman combind la
propiedad de monotonicidad de N(f,) con el procedimiento bootstrap de muestreo repetitivo
con reemplazamiento para construir una prueba funcional para la multimodalidad.

La significancia de k, ,;, se evaltia a través del siguiente algoritmo:

1. Extraer n veces con reemplazamiento de la muestra aleatorio original X;, X,,..., X,, para
obtener una muestra bootstrap Xj, X3, ..., X,

2. Se obtiene una muestra bootstrap suavizada, Y7, Y5, ..., Y, por medio de calcular
Y= AX; + My Z}) i=12,..,mn, (1.30)
donde Z; es una desviacion Gaussiana estandar independiente, y
¢ = (1+ [Myerie /512 (1.31)
se utiliza para restablecer la escala de tal forma que la varianza de Y sea igual a la
varianza de la muestra s’ de los datos originales (ver Efron, 1982). En otros términos,

muestreamos de la convolucion ¢, {F, * F,,,,} donde F,,,, es la funcion distribucion
N(0, 13 ;). Esta convolucién es mas suave que F, por si sola.

19




Métodos cuantitativos computarizados para biologia pesquera

7 S L S K L S S S

3. Usar (1.30), (1.25) y (1.28) para formar una estimacién de f Zk L def.

4. Repetir los pasos 1-3 un gran ntimero B de veces. Definamos a f Z: , para denotar la
estimacion de densidad para la bava muestra bootstrap suavizada.

5. Establecer

Ly=1,siN(f5 )>k

hk, crit
=0, en cualquier otro caso (1.32)
Entonces,
B
— -1
Pe=B"2 1, (1.33)

es el nivel de significancia estimado (o valor p) de I ,; y detenerse hasta obtener un valor
lo suficientemente “grande”.

Silverman (1981) no ofrecié sugerencias de que tan “grande” pueda ser para seguir la
regla de alto arriba citada. En su articulo aplicd el procedimiento a los datos de meteoritos
condritas de Good y Gaskins (1980) (n = 22) y mostrd que las amplitudes de banda criticas
tuvieron valores p:

P,;=0.08, P,=0.05, P;=0.79 y P,=0.93 parando a una k = 3 para una densidad trimodal.

En un articulo subsiguiente, Silverman (1983) mostr6 tedricamente que esta prueba
bootstrap puede ser conservativa. Puesto que no se han publicado estudios de simulacion
de esta prueba, los investigadores la ven como una técnica analitica exploratoria de datos.
Izenman y Sommer (1988) sugieren que debe tomarse una actitud flexible en la aplicacion
de la prueba a datos con estructuras de distribucién complejas y con colas largas. Estos
autores comentan que no hay razén para esperar que la secuencia de valores p (1.33)
sea mondtonamente creciente; por cierto que el propio estudio de Silverman sobre las
condritas ilustra este punto. Ademas, es posible, dependiendo de la posicién de las modas,
que se observen en la practica grandes fluctuaciones en los valores de p. Basados en esta
experiencia y en las anotaciones previas en relacion con la naturaleza conservativa de la
pruebabootstrap, los citados autores sugieren aplicar una regla de paro flexible con un valor
nominal de p de 0.40 hasta que estudios detallados se lleven a cabo. Izenman y Sommer,
no obstante, recomiendan fuertemente el estudio de las graficas de las estimaciones de
densidad cerca de cada banda critica y las graficas de las estimaciones de densidad de las
propias bandas criticas durante el desarrollo de la prueba de Silverman.
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1.10. Ejemplos de aplicacion

Se presenta a continuacion un ejemplo de la aplicacidon de los métodos presentados arriba.
De julio, 1980 a agosto 1981 se recolectd un total de 2436 individuos del bagre estuarino
Cathorops melanopus en la Laguna de Tampamachoco localizada en la costa Noreste
de México. Debido a que se encontré diferencia estadistica significativa entre sexos se
consideré conveniente analizar los datos por sexos separados. Los organismos de sexo
indeterminado a pesar de aparecer en unos pocos meses, fueron tan abundantes que
predominaron en la recolecta total. Con el fin de utilizar los datos como ejemplo de analisis
de frecuencia de tallas para estimar el crecimiento, se consideraron sdlo los especimenes
capturados en noviembre de 1980 y se extrajo aleatoriamente una submuestra de tamarfio
100 de organismos indeterminados con el fin de equilibrar las abundancias. Para este
ejemplo se incluyeron las 83 hembras capturadas y la submuestra de 100 indeterminados
para evaluar su multimodalidad.

Para calcular las estimaciones de densidad por kernel se utilizaron las versiones actualizadas

de los programas para Stata escritos por Salgado-Ugarte et al. (1993); Salgado-Ugarte
(2002); Salgado-Ugarte et al. (2005).

1.10.1. Uso de reglas de amplitud de banda

De la Seccion 1.8.10 se tiene el cuadro 1.4 con los resultados de las reglas para amplitud de
intervalo/banda para el conjunto de datos aqui considerado.

En la investigacion de la distribucion de los datos por medio de estimadores de densidad
por kernel se utilizard aqui, en primera instancia, la estrategia de tres etapas:

i) Aplicacion de la banda sobresuavizada
ii) Aplicaciéon de la banda “6ptima”
iii) En su caso, utilizar la mitad de la banda “6ptima”.
En la etapa i), cualquier caracteristica de la distribucion que se aparte de la gaussianidad

(sesgo, multimodalidad, “hombros”) es un cardcter significativo de los datos. Es asi, que
si el resultado se aparta notablemente de la forma de campana de Gauss, el valor menor
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(banda ¢ptima de Silverman) de los incluidos en el cuadro no es el “6ptimo”. El ancho de
banda que muestra de mejor manera la distribucion de los datos es un valor menor. No
obstante, se aplica en el paso ii) y si los datos no son gaussianos, las caracteristicas de sesgo
y multimodalidad serdn mas evidentes. Como este valor “6ptimo” no lo es en este caso, se
debe usar un valor menor. Como hasta este punto no se sabe que tanto menos debe valer,
se utiliza un criterio mediano y se toma entonces para representar a la distribucién de los
datos, la mitad de la banda “6ptima”.

Se presenta el EDK con la amplitud de banda sobresuavizada de Scott (24.15) en la Figura
1.28. Es evidente por lo menos la bimodalidad y el sesgo positivo de la distribucion.

. use bagretallas

warpdenml bodlen, b(24.15) m(10) k(6) ytitle(“Densidad”) xtitle(“Longitud
patrén (mm)”) tl(“Densidad WARP (poligonal), bw = 24.15, m = 10, k = 6”)

Con el conocimiento de que la banda “6ptima” de Silverman (h, =19) no es tal, la aplicacién
de este valor mas angosto resulta en una distribucién claramente trimodal (Figura 1.28).

. warpdenml bodlen, b(19) m(10) k(6) ytitle(“Densidad”) xtitle (“Longitud patrdn
(mm) ”) tl1(“Densidad WARP (poligonal), bw = 19, m = 10, k = 6”)

Aplicando el paso siguiente entonces, el EDK con la mitad del 6ptimo de Silverman
(19/2 = 9.5) se presenta en la Figura 1.29. En esta Figura los tamanos de las hembras se
han separado en tres grupos para que junto con con los indeterminados se obtenga una
distribucién tetramodal.

warpdenml bodlen, b(9.5) m(10) k(6) vytitle(“Densidad”) =xtitle(“Longitud
patrédn (mm)”) tl(“Densidad WARP (poligonal), bw = 9.5, m = 10, k = 6”)
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Densidad WARP (poligonal), bw = 2415, m =10, k=6
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Figura 1.27. EDK con la banda sobre-suavizada (24.15) de Scott para los datos de
bagre estuarino Cathorops melanopus (hembras e indeterminados).
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Figura 1.28. EDK con la banda “optima” de Silverman (19) para los datos
de bagre estuarino Cathorops melanopus.
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Densidad WAR